
数学分析 III 课件
开集与闭集、多元函数的连续与一致连续

叶胥达

2022 年 9 月 15 日

1 学习指南

1. ε − δ语言是刻画极限的最基础的工具, 无论是在Rn还是更一般的Hilbert空间和度量空
间中都是如此. 熟练掌握 ε− δ语言是学好数学分析的必要条件.

2. 不要拘泥于符号的使用, 但是要保持上下文符号的统一. 在多元函数的中, 数学符号会频
繁出现各种上下标, 要明确这些符号的含义, 例如哪些代表空间的维数, 哪些代表数列的
指标, 尽量不要重复混用. 另外, 同一个数学概念可能有多种表达方式, 例如函数 u关于变

量 x的偏导数可以表示为
∂u

∂x
, ∂

∂x
u或 ∂xu. 具体使用哪种符号没有特别的要求, 但是不能

在同一证明中混用不同的写法.

3. 在课本中, 向量通常使用粗体的符号x = (x1, · · · , xn)表示. 在手写体中, 使用非粗体的
x = (x1, · · · , xn)即可, 是否添加向量符号 x⃗属于个人偏好.

4. 在大部分情况下, 数学分析中遇到的区域E ⊂ Rn都具有较好的正则性. 应用一些定理
(积分区域变换、Green公式) 时不必太在意区域是否满足定理要求的正则性条件, 因为通
常它们相当复杂, 逐一验证不太划算.

5. 数学分析 3后半的知识主要集中在复杂高维区域上的积分, 建议通过大量练习来培养计
算能力, 尤其是在积分区域复杂的情形时. 尽管MATLAB和Mathematica这些数学软件
可以帮助进行复杂的计算, 但是它们对于应对考试帮助不大.

2 习题解答

习题十三 20220905
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10. 设 {θk}∞k=1是区间 [0, 1)中全部有理数的排列. 对一切 k ∈ N, 构造点

Pk =

((
1− 1

k

)
cos 2πθk,

(
1− 1

k

)
sin 2πθk

)
∈ R2,

并作集合E = {Pk : k ∈ N}, 则E的聚点集为单位圆周. 一方面, E的聚点一定在单位圆周上.
这是由于 |Pk| = 1− 1

k
, 因此若E有聚点P ∗, 则 |P ∗| = lim

k→∞
|Pk| = 1.

另一方面, 在单位圆周上的点一定是E的聚点. 在单位圆周上任取一点 (cos 2πθ, sin 2πθ), 其中
θ ∈ [0, 1), 则存在有理数列 {θkj

}∞j=1 ⊂ [0, 1)使得 lim
j→∞

θkj
= θ. 此时 (cos θ, sin θ) = lim

j→∞
Pkj

, 因
此 (cos θ, sin θ)是E的聚点.

备注 证明的关键是保证所有的点的幅角在 [0, 2π)中是稠密的, 这样才能使得E的聚点包含整

个单位圆周. 直接选择习题 3(3)中的集合E是不可取的, 因为集合E的聚点有圆盘内的部分.
另一个合理的取法是 ((

1− 1

k

)
cos k,

(
1− 1

k

)
sin k

)
, k ∈ N,

因为 k mod 2π在 [0, 2π)中稠密. 但是((
1− 1

k

)
cos

(
tan π

2

(
1− 1

k

))
,
(
1− 1

k

)
sin

(
tan π

2

(
1− 1

k

)))
, k ∈ N,

不大可行, 因为证明 tan π

2

(
1− 1

k

)
mod 2π在 [0, 2π)中稠密非常不平凡.

11. (1) 在R1上, E1 = (−1, 0), E2 = (0, 1).
(2) 在R2上, E1 = {(x, y) : y ⩾ ex}, E2 = {(x, y) : y ⩽ 0}.
另一个例子是E1 = {n : n ∈ N}, E2 = {n+ 1

n+1
: n ∈ N}. (由热心同学提供)

(3) 由于 d(E1, E2) = 0, 故存在点列 {xk}∞k=1 ⊂ E1和 {yk}∞k=1 ⊂ E2使得

lim
k→∞

|xk − yk| = 0.

由于E1为紧集, 故存在 {xk}∞k=1的子列 (仍然记为 {xk}∞k=1) 收敛到 x∗ ∈ E1, 即

lim
k→∞

xk = x∗.

类似地, 存在 {yk}∞k=1的子列 (仍然记为 {yk}∞k=1) 收敛到 y∗ ∈ E2, 即

lim
k→∞

yk = y∗.

注意到

|x∗ − y∗| ⩽ |xk − x∗|+ |yk − y∗|+ |xk − yk|,
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令 k → ∞即可得到 x∗ = y∗. 因此 x∗ ∈ E1 ∩ E2.

若仅仅假设E1为紧集, E2为闭集, 则结论仍然成立.

12. (有限覆盖定理) 对任何 x ∈ F , 由于 x ∈ E且E为开集, 存在 x的邻域U(x, δx)使得

U(x, δx) ⊂ E. 因此可以得到
F ⊂

⋃
x∈F

U(x, δx/2) ⊂ E.

由于F 为紧集, 故由有限覆盖定理, 存在有限个元素 {xk}Kk=1 ⊂ F , 使得

F ⊂ O :=
K⋃

k=1

U(xk, δxk
/2) ⊂ E.

上述公式定义的集合O是有限个开集的并, 并且 (见习题十三, 7(1))

Ō ⊂
K⋃

k=1

U(xk, δxk
/2) ⊂

K⋃
k=1

U(xk, δxk
) ⊂ E.

(距离函数构造) 先证明关于距离函数 d(x,E)的一个性质.

引理 设E ⊂ Rn为非空集合, 定义 d(x,E) = inf
y∈E

|x− y|. 则

|d(x1, E)− d(x2, E)| ⩽ |x1 − x2|, ∀x1, x2 ∈ Rn.

证明 对任意 x1, x2, y ∈ Rn, 由三角不等式,

|x1 − y| ⩽ |x1 − x2|+ |x2 − y|.

在两端关于 y ∈ E取下确界可得

inf
y∈E

|x1 − y| ⩽ |x1 − x2|+ inf
y∈E

|x2 − y|,

即 d(x1, E) ⩽ |x1 − x2|+ d(x2, E). 同理可以得到 d(x2, E) ⩽ |x1 − x2|+ d(x1, E), 命题得证. □

回到原题. 记Ec为E在Rn中的补集, 则Ec为闭集. 由于F ∩ Ec = ϕ, 由 11(3)的结果可知
d(F,Ec) > 0. 定义集合

O = {x ∈ Rn : d(x, F ) < d(x,Ec)},

我们来验证O是符合题目要求的集合. 下面证明:

1. F ⊂ O, 且O是开集.

当 x0 ∈ O时, ε := d(x0, E
c)− d(x0, F ) > 0. 对任意 x ∈ U(x0, ε/3), 有

d(x,Ec)− d(x, F ) ⩾ d(x0, E
c)− d(x0, F )− 2ε

3
=

ε

3
> 0,

因此U(x0, ε/3) ⊂ O. 故O为开集.
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2. Ō ⊂ {x ∈ Rn : d(x, F ) ⩽ d(x,Ec)}.

任取 x∗ ∈ Ō, 则存在点列 {xk}∞k=1 ⊂ O使得 xk → x∗. 由于 d(xk, F ) < d(xk, E
c)对所有

k ∈ N成立, 因此令 k → ∞可以得到 d(x∗, F ) ⩽ d(x∗, Ec).

3. Ō ∩ Ec = ϕ.

事实上, 如果 x ∈ Ō ∩ Ec, 则

d(x, F ) ⩽ d(x,Ec) = 0 =⇒ d(x, F ) = 0.

由于F 是紧集, 上述结果意味着 x ∈ F , 从而F ∩ Ec ̸= ϕ, 矛盾!

综合以上结果, 可以得到F ⊂ O ⊂ Ō ⊂ E.

习题 13 20220907

14. 解答从略. 欲证明极限存在, 通常需要使用不等式放缩, 如 | sinx| ⩽ |x|; 欲证明极限不存
在, 则只需证明可以使用不同的方式逼近极限点而函数值极限不等.

16. (1) 为方便起见, 记

g(x, y) =
f(x)f(y)

f2(x) + f2(y)
.

如果 g(x, y)在E ∋ (x, y) → 0的极限存在, 则其值应与 x = y时的极限相等, 即

lim
E∋(x,y)→0

g(x, y) = lim
x→0

f(x)f(x)

f2(x) + f2(x)
=

1

2
.

而另一方面, 对任意 ε > 0, 可任取 x ∈ U0(0, ε/2), 然后取 y ∈ U0(0, ε/2), 使得

|f(y)| < ε|f(x)|.

这样的 y存在是由于 f(x) ̸= 0且 lim
y→0

f(y) = 0. 对于这样的 x, y我们有

|g(x, y)| ⩽
∣∣∣∣f(y)f(x)

∣∣∣∣ < ε =⇒
∣∣∣∣g(x, y)− 1

2

∣∣∣∣ ⩾ 1

4
.

由于 ε可以充分小, 因此 g(x, y)不以 1
2
为极限值, 矛盾!

另一种证法是定义序列 {xk}∞k=1使得 f(xk+1)/f(xk) → 0 (课本参考答案).

(2) 仿照上面的方法, 实际上可以证明

lim
E∋(x,y)→0

f2(x)f2(y)

f4(x) + f4(y)
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不存在.

18. 思路 在一致存在的条件
|f(x, y)− h(y)| < ε

中令 y → b, 从而得到
∣∣∣g(x)− lim

y→b
h(y)

∣∣∣ < ε, 即关于 h(y)的极限信息.

解答 根据条件, 对任意 ε > 0, 存在 δ > 0使得 x ∈ U0(a, δ)且 y ̸= b时有

f(x, y)− ε < h(y) < f(x, y) + ε. (∗)

在其中令 y → b, 可以得到

g(x)− ε ⩽ lim
y→b

h(y) ⩽ lim
y→b

h(y) ⩽ g(x) + ε.

特别的, 我们有
lim
y→b

h(y)− lim
y→b

h(y) ⩽ 2ε.

由于 ε可以充分小, 因此 lim
y→b

h(y) = lim
y→b

h(y). 定义 c := lim
y→b

h(y), 并将 (∗)改写为

h(y)− ε < f(x, y) < h(y) + ε, ∀x ∈ U0(a, δ), (∗∗)

然后令 y → b, 可以得到

c− ε ⩽ g(x) ⩽ c+ ε, ∀x ∈ U0(a, δ).

由于 ε可以任意小, 我们得到
lim
x→a

g(x) = c.

最后, 在 (∗∗)的条件下, 可以选择 δ1 < δ使得当 y ∈ U0(b, δ1)时, 一定有

|h(y)− c| < ε.

因此由 (∗∗)可以得到: 当 x ∈ U0(a, δ1)且 y ∈ U0(b, δ1)时, 有

|f(x, y)− c| < 2ε.

由于 ε可以充分小, 因此可得
lim

E∋(x,y)→(a,b)
f(x, y) = c.
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3 补充题目

1. 证明: Rn上既开又闭的集合只有 ϕ和Rn.

证明 假设E ⊂ Rn既开又闭, 但不是空集或全集. 取 x ∈ E, y ∈ Ec, 并定义

g(t) := tx+ (1− t)y, t ∈ [0, 1]

以及 t∗ = sup{t ∈ [0, 1] : g(t) ∈ E}. 由于E和Ec均为开集, 我们有 t∗ ∈ (0, 1).

• 若 g(t∗) ∈ E, 则由E是开集, 存在 δ > 0使得 g([t∗, t∗ + δ]) ⊂ E. 故 t∗ ⩾ t∗ + δ, 矛盾!

• 若 g(t∗) ∈ Ec, 则由Ec是开集, 存在 δ > 0使得 g([t∗ − δ, t∗]) ⊂ Ec. 故 t∗ ⩽ t∗ − δ, 矛盾!

综合以上讨论可知, E只能是空集或全集.

2. (周民强, 例 1.3.9) 设函数 f(x)在R上有连续的一阶导数 f ′(x). 证明: 函数

F (x, y) =


f(x)− f(y)

x− y
, x ̸= y

f ′(x), x = y

在R2上连续.

思路 F (x, y)在不同区域上的定义不同, 因此在使用 ε− δ语言时需要分类讨论.

证明 显然F (x, y)在 x ̸= y上的区域连续. 取定 x0 ∈ R, 来证明F (x, y)在 (x0, x0)处连续, 即对
任意 ε > 0, 存在 δ > 0使得 x, y ∈ U(x0, δ)时有 |F (x, y)− F (x0, x0)| < ε.

由于 f ′(x)在 x0处连续, 因此存在 δ > 0使得当 x ∈ U(x0, δ)时一定有 |f ′(x) − f ′(x0)| < ε. 我
们来验证这样选择的 δ > 0符合题目要求. 考察以下两种情形:

• 若 x ̸= y且 x, y ∈ U(x0, δ), 则由 Lagrange中值定理, 存在 θ ∈ (0, 1)使得

F (x, y)− F (x0, y0) =
f(x)− f(y)

x− y
− f ′(x0) = f ′(θx+ (1− θ)y)− f ′(x0).

由于

|θx+ (1− θ)y − x0| ⩽ θ|x− x0|+ (1− θ)|y − x0| < δ,

故 |F (x, y)− F (x0, y0)| < ε.

• 若 x = y ∈ U(x0, δ), 则

|F (x, x)− F (x0, x0)| = |f ′(x)− f ′(x0)| < ε.
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以上两种情形中, 都有 |F (x, y)− F (x0, x0)| < ε, 因此F (x, y)在 (x0, x0)处连续.

该题也可以直接使用一般化的中值定理F (x, y) = f ′(θx+ (1− θ)y)来证明.

3. (1) 设 f(x)是Rn上的有界函数. 证明: f(x)在Rn上连续当且仅当其图像

G = {(x, f(x)) : x ∈ Rn}

在Rn+1中是闭集.

(2) 如果去掉 f(x)是有界的条件, 结论是否成立?

解答 (1)一方面, 当 f(x)连续时, 证明G为闭集, 即 Ḡ ⊂ G. 任取 (x∗, y∗) ∈ Ḡ, 则存在点列
{(xk, yk)}∞k=1 ⊂ G使得 (xk, yk) → (x∗, y∗). 根据G的定义, 有 yk = f(xk). 由于 f的连续性, 有
f(xk) → f(x∗), 因此 y∗ = f(x∗), 从而 (x∗, y∗) ∈ G.

另一方面, 当G为闭集时, 证明 f(x)连续. 如果 f(x)在 x∗ ∈ Rn处不连续, 则存在 ε0 > 0以及

收敛到 x∗的点列 {xk}∞k=1, 使得

|f(xk)− f(x∗)| ⩾ ε0, ∀k ∈ N. (∗)

由于 {f(xk)}∞k=1在R上有界, 因此由Weierstrass定理, {xk}∞k=1有子列 {xkj
}∞j=1使得

lim
j→∞

f(xkj
) = y∗ ∈ R

由 (∗)可得 |y∗ − f(x∗)| ⩾ ε0. 注意 (x∗, y∗)是G中点列 {(xkj
, f(xkj

))}∞j=1的极限点, 我们有
(x∗, y∗) ∈ G. 于是, 在 f(x)的图像G中, x∗同时对应两个不同的函数值 f(x∗)和 y∗, 矛盾! 因
此 f(x)必定连续.

(2) 不一定对. 取

f(x) =

1/x, x ̸= 0

0, x = 0

4. (在每个线性方向上连续的函数不一定连续) 设函数 f(x)在Rn上有定义. 如果对任何单位
向量 v ∈ Sn−1 (Sn−1是Rn中的单位球面), 都有 lim

R∋t→0
f(tv) = 0, 是否一定有 lim

Rn∋x→0
f(x) = 0?

解答 答案是否定的. 考察R2上的函数

f(x, y) =

max
{
0,

y

x2

(
1− y

x2

)}
, x ̸= 0

0 x = 0
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则 f(x, y)满足题目所述的条件.

首先, f(x, y)在直线 x = 0和 y = 0上的极限为 0, 即 lim
x→0

f(x, 0) = lim
y→0

f(0, y) = 0.

其次, f(x, y)在直线 y = kx(k ̸= 0)上的极限为 0. 这是因为当 y = kx时,

f(x, y) = max
{
0,

k

x

(
1− k

x

)}
.

当
k

x
⩽ 0或

k

x
⩾ 1时, 一定有 k

x

(
1− k

x

)
⩽ 0, 因此有 f(x, kx) = 0, 从而 lim

x→0
f(x, kx) = 0.

最后, 在曲线 y =
x2

2
上, f(x, y) ≡ 1

4
, 因此 lim

x→0
f
(
x,

x2

2

)
=

1

4
. 于是 f(x, y)在 (0, 0)处不连续.

5. 设 g ∈ C(R), f(x, y) := g(xy). 若 f在R2上一致连续, 则 g恒为常数.

解答 往证任意 x ∈ R, 有 g(x) = g(0). 由于 f(x, y)一致连续, 故对任意 ε > 0, 存在 δ > 0使得

|x1 − x2| ⩽ δ, |y1 − y2| ⩽ δ =⇒ |f(x1, y1)− f(x2, y2)| < ε. (1)

特别的,
|g(x)− g(0)| =

∣∣∣∣f(xδ , δ)− f
(x
δ
, 0
)∣∣∣∣ < ε.

由于 ε可以任意小, 因此有 g(x) = g(0). 从而 g为常数.

6. (周民强, 例 1.3.2) 设定义在R2上的函数 f(x, y)满足:

(i) f(x, y)关于变量 x, y均连续;

(ii) 对任何有界闭集K ⊂ R2, f(K) ⊂ R1为有界闭集.

证明: f(x, y)在R2上连续.

思路 若使用反证法, 则可假设点列 {(xk, yk)}∞k=1 ⊂ R2收敛到原点且使得 |f(xk, yk)| ⩾ ε0成立.
此时, K := {(xk, yk)}∞k=1 ∪ {(0, 0)}是有界闭集. 如何使得 f(K) = {f(xk, yk)}∞k=1 ∪ {f(0, 0)}
不是闭集呢? 于是, 我们希望证明 {f(xk, yk)}∞k=1有一个不在 f(K)中的聚点.

解答 只需证明 f(x, y)在 (0, 0)处连续. 不妨假设 f(0, 0) = 0. 若结论不成立, 则存在收敛到原
点的点列 {(xk, yk)}∞k=1 ⊂ R2, 使得 |f(xk, yk)| ⩾ ε0 > 0对所有 k ∈ N成立. 由于

lim
k→∞

f(xk, 0) = f(0, 0) = 0,

故存在N ∈ N使得当 k > N时, 一定有 |f(xk, 0)| ⩽ ε0/2. 注意到 f(xk, y)关于 y连续, 因此当
k > N时, 存在介于 0和 yk之间的实数 y′k使得

|f(xk, y
′
k)| =

kε0
k + 1

, ∀k > N.
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定义集合K := {(xk, y
′
k)}∞k=N+1 ∪ {(0, 0)}, 则 {(0, 0)}是K唯一聚点, 从而K为有界闭集. 故

f(K) = {f(xk, y
′
k)}∞k=N+1 ∪ {0} ⊂ R

为有界闭集. 由于 |f(xk, y
′
k)| = kε0/(k + 1), 因此 f(K)有一个聚点在集合 {+ε0,−ε0}中. 但

+ε0和−ε0均不在 f(K)当中, 故 f(K)不是闭集, 矛盾!

7. (周民强, 例 1.3.3) 设定义在R2上的函数 f(x, y)满足:

(i) f(x, y)关于变量 x, y均连续;

(ii) 当 y的值固定时, f(x, y)关于变量 x单调.

证明: f(x, y)在R2上连续.

思路 该题目并未要求 f(x, y)对于不同的 y的增减性是相同的, 例如 f(x, y) = xy满足题目所

述条件, 但 y < 0和 y > 0时的增减性不同. 本题由于单调性的特殊结构, 不适合用反证法进行
证明. 证明策略是在每个 (x0, y0)附近构造一个小矩形, 然后在小矩形内部对函数值进行估计.

解答 任取 (x0, y0) ∈ R2, 往证 f(x, y)在 (x0, y0)处连续, 即对任意 ε > 0, 存在 δ > 0使得

|f(x, y)− f(x0, y0)| < ε, ∀x ∈ U(x0, δ), ∀y ∈ U(y0, δ). (1)

由于 f(x, y0)在 x = x0处连续, 故存在 δ1 > 0使得

|f(x0 − δ1, y0)− f(x0, y0)| <
ε

2
, |f(x0 + δ1, y0)− f(x0, y0)| <

ε

2
.

接着, 由于 f(x0 − δ1, y)在 y = y0处连续, 存在 δ2 > 0使得

|f(x0 − δ1, y)− f(x0 − δ1, y0)| <
ε

2
, ∀y ∈ U(y0, δ2).

进一步, 可以得到
|f(x0 − δ1, y)− f(x0, y0)| < ε, ∀y ∈ U(y0, δ2). (2)

类似的, 存在 δ3 > 0使得

|f(x0 + δ1, y)− f(x0, y0)| < ε, ∀y ∈ U(y0, δ3). (3)

令 δ = min{δ1, δ2, δ3}. 我们来说明这样的 δ满足 (1)中的要求.

对于任意 x ∈ U(x0, δ)和 y ∈ U(y0, δ), 有 x ∈ [x0 − δ1, x0 + δ1]. 根据 f(x, y)关于 x的单调性,
f(x, y)的值位于 f(x0 − δ1, y)和 f(x0 + δ1, y)之间. 由 (2)(3)即可得到

|f(x, y)− f(x0, y0)| < ε,

因此 (1)成立. 故 f(x, y)在R2上连续.
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(x0, y0)
(x0 − δ1, y0) (x0 + δ1, y0)

δ1 δ1

δ2

δ2

δ3

δ3

图 1: 构造 (x0, y0)附近的矩形, 使得 f(x, y)的值可以被控制.

10


