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1 知识回顾

广义重积分

广义重积分是指积分区域无界或者有瑕点的情形. 这两种情形的主要定理基本相同, 我们仅以
积分区域无界的情形讨论相关问题. 关于无界的平面区域D ⊂ R2上的广义积分, 有如下两个
主要定理:

定理 15.5.3 无穷重积分
∫∫

D

f(x, y)dxdy收敛的充分必要条件是
∫∫

D

|f(x, y)|dxdy收敛.

与一元广义积分的情形不同, 平面区域上的函数的重积分收敛可以只看其绝对值部分.

定理 15.5.4 设函数 f(x, y)在D = [a,+∞)× [b,+∞)上有定义. 则以下三个命题等价:

•
∫∫

D

f(x, y)dxdy收敛;

•
∫ ∞

a

dx
∫ ∞

b

|f(x, y)|dy < +∞;

•
∫ ∞

b

dy
∫ ∞

a

|f(x, y)|dx < +∞.

此定理在判断广义积分敛散性时很有用. 若 f(x, y)的累次积分发散, 则广义积分必发散.

I型曲线积分

设平面曲线 Γ可由C1的参数曲线 x = x(t), y = y(t), α ⩽ t ⩽ β来表示, 则对 Γ上的连续函数

f(x, y), f(x, y)在 Γ上的 I型曲线积分定义为∫
Γ

f(x, y)ds =
∫ β

α

f(x(t), y(t))
√

x′(t)2 + y′(t)2dt.
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设空间曲线 Γ可由C1的参数曲线 x = x(t), y = y(t), z = z(t), α ⩽ t ⩽ β来表示, 则对 Γ上的

连续函数 f(x, y, z), f(x, y, z)在 Γ上的 I型曲线积分定义为∫
Γ

f(x, y, z)ds =
∫ β

α

f(x(t), y(t), z(t))
√
x′(t)2 + y′(t)2 + z′(t)2dt.

I型曲线的积分含义是以曲线长度为微元进行积分. 特别的, f ≡ 1的积分结果是曲线 Γ的长度.

II型曲线积分

设平面曲线 Γ可由C1的参数曲线 x = x(t), y = y(t), α ⩽ t ⩽ β来表示, 则对 Γ的连续向量场

(P (x, y), Q(x, y)), (P,Q)在 Γ上的 II型曲线积分定义为∫
Γ

P (x, y)dx+Q(x, y)dy =

∫ β

α

(
P (x(t), y(t))x′(t) +Q(x(t), y(t))y′(t)

)
dt.

设空面曲线 Γ可由C1的参数曲线 x = x(t), y = y(t), z = z(t), α ⩽ t ⩽ β来表示, 则对 Γ的连

续向量场 (P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z)), (P,Q,R)在 Γ上的 II型曲线积分定义为∫
Γ

P (x, y, z)dx+Q(x, y, z)dy +R(x, y, z)dz =∫ β

α

(
P (x(t), y(t), z(t))x′(t) +Q(x(t), y(t), z(t))y′(t) +R(x(t), y(t), z(t))z′(t)

)
dt.

II型曲线的含义是以曲线位移为微元进行积分. 因此, 如果把 (P,Q)或 (P,Q,R)看作是力场,
II型曲线积分可以看作是力在曲线 Γ上的做功.

Green公式

Green公式是链接平面曲线积分和的二重积分的重要工具.

定理 设平面闭区域D是可由有限条可求长的简单闭曲线围成, ∂D表示D的正向边界. 若
P (x, y), Q(x, y),

∂Q

∂x
,
∂P

∂y
∈ C(D), 则有∫
∂D

Pdx+Qdy =

∫∫
D

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy.

1. 本定理的应用条件, 即有限条可求长的简单闭曲线, 不需要特别记忆. 在现阶段的数学分
析中, 定理的实际应用比理论证明更加重要.

2. 如果直接计算闭曲线上的 II型曲线积分过于复杂, 可以先尝试计算 ∂Q

∂x
− ∂P

∂y
. 如果它具

有简单的表达式, 那么可以将积分转化为平面区域上的二重积分, 从而可以利用熟悉的变
量代换等方式求解.

3. 曲面边界的方向必须是正向, 即积分区域是前进方向的左边.
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2 补充习题

1. 判断下列广义二重积分的收敛性.

(1)
∫∫

D

sin(x2 + y2)dxdy, 其中D = {x, y ⩾ 0} ⊂ R2.

(2)
∫∫

D

e−xy sinxdxdy, 其中D = {x, y ⩾ 0} ⊂ R2.

(3)
∫∫

D

sinx sin y
(x+ y)p

dxdy, 其中D = {x+ y ⩾ 1} ⊂ R2, p > 0.

(4*)
∫∫

D

1

xp + yq
dxdy, 其中D = {x, y ⩾ 0, x+ y ⩾ 1}, p, q > 0.

解答 (1) 在区域BR = {(x, y) : x, y ⩾ 0, x2 + y2 ⩽ R2}, 容易计算∫
BR

sin(x2 + y2)dxdy =
π

2

∫ R

0

r sin(r2)dr =
π

4
(1− cosR2).

因此该积分发散.

(2) 发散. 否则, 有∫∫
D

e−xy| sinx|dxdy =

∫ ∞

0

| sinx|dx
∫ ∞

0

e−xydy =

∫ ∞

0

| sinx|
x

dx

收敛. 注意到, 当 x ∈ [2kπ + π
4
, 2kπ + π

2
]时, 总有 | sinx|

x
⩾ 1√

2

1

2kπ + π
2

, 因此

∫ ∞

0

| sinx|
x

dx ⩾
∞∑
k=0

∫ 2kπ+π
2

2kπ+π
4

| sinx|
x

dx ⩾ π

4
√
2

∞∑
k=0

1

2kπ + π
2

= +∞,

矛盾! 因此广义积分发散.

(3) 发散. 作换元 u = (x+ y)/2, v = (x− y)/2, 则

sinx sin y = sin(u+ v) sin(u− v) = sin2 u− sin2 v.

若广义积分收敛, 则 ∫∫
u⩾0,v∈R

| sin2 u− sin2 v|
up

dudv

收敛. 容易看出, 对任何 u ⩾ 1
2
, ∫

R

| sin2 u− sin2 v|
up

dv = +∞,

因此广义积分发散, 矛盾!
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(4) 在本题当中, x+ y ⩾ 1的条件不是关键, 如何对条件 xp + yq进行化简才是重点. 作换元

xp = r cos2 θ, yq = r sin2 θ, r ∈ [0,+∞), θ ∈ [0,
π

2
],

则

∂x

∂r
=

1

p
r

1
p−1 cos 2

p θ,
∂x

∂θ
= −2

p
r

1
p cos 2

p−1 θ sin θ, ∂y

∂r
=

1

q
r

1
q−1 sin 2

q θ,
∂y

∂θ
=

2

q
r

1
q sin 2

q−1 θ cos θ.

于是 Jacobi行列式为
∂(x, y)

∂(r, θ)
=

∂x

∂r

∂y

∂θ
− ∂x

∂θ

∂y

∂r
=

2

pq
r

1
p+

1
q−1 sin 2

q−1 θ cos 2
p−1 θ.

因此原广义重积分收敛当且仅当反常积分

I =
2

pq

∫ π
2

0

sin 2
q−1 θ cos 2

p−1 θdθ
∫ ∞

1

r
1
p+

1
q−2dr.

收敛. 注意到, 对一切 p, q > 0, 都有∫ π
2

0

sin 2
q−1 θ cos 2

p−1 θdθ =

∫ π
2

0

sin 2
q−1 θ cos 2

p−2 θd sin θ =

∫ 1

0

t
2
q−1(1− t2)

1
p−1dt < +∞.

因此, 当切仅当
∫ ∞

1

r
1
p+

1
q−2dr < +∞即 1/p+ 1/q < 1时, 积分值收敛.

2. (1) (谢惠民 例 24.1.2) 给定常数 a > 0. 计算空间曲线 Γ:(x− y)2 = a(x+ y),

x2 − y2 =
9

8
z2,

在点 (0, 0, 0)和 (x0, y0, z0)之间的弧长, 其中 x0 > 0.

(2) 给定常数 a > 0, 计算空间曲线 Γ :
x2 + y2 + z2 = a2,√

x2 + y2 cosh
(
arctan y

x

)
= a

在点 (a, 0, 0)和 (x0, y0, z0)之间的弧长, 其中 x0, y0, z0 > 0.

思路 由于参数曲线是两条曲面相交得到的, 需要先将曲线转化为合适的参数方程.

解答 (1) 将 x+ y =
1

a
(x− y)2代入 (x− y)(x+ y) =

9

8
z2中, 可以得到

(x− y)3 =
9a

8
z2 =⇒ x− y =

3
√
9a

2
z

2
3 , x+ y =

3

4
3

√
3

a
z

4
3 .
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因此将 z视为参数, 可以得到曲线上 x, y的表达式

x(z) =
1

2

(
3

4
3

√
3

a
z

4
3 +

3
√
9a

2
z

2
3

)
, y(z) =

1

2

(
3

4
3

√
3

a
z

4
3 −

3
√
9a

2
z

2
3

)
.

特别的, x(z)关于 z在 [0,+∞)上严格单调递增. 注意到

x′(z) =
1

2

(
3

√
3

a
z

1
3 + 3

√
a

3
z−

1
3

)
, y′(z) =

1

2

(
3

√
3

a
z

1
3 − 3

√
a

3
z−

1
3

)
,

故弧长微元可表示为

ds =
√
x′(z)2 + y′(z)2 + 1 =

1√
2

(
3

√
3

a
z

1
3 + 3

√
a

3
z−

1
3

)
=

√
2x′(z)dz.

由于 x(z)关于 z严格递增, 故 ds =
√
2dx. 从而弧长为

√
2x0

(2) 作球坐标换元 x = a sinφ cos θ, y = a sinφ sin θ, z = a cosφ, 其中 θ, φ ∈ [0, π
2
]. 于是√

x2 + y2 = a sinφ, arctan y

x
= θ =⇒ sinφ cosh θ = 1.

从 sinφ cosh θ = 1可以得到

eθ + e−θ

2
=

1

sinφ =⇒ eθ − e−θ

2
=

√
1

sin2 φ
− 1 =

1

tanφ =⇒ eθ =
1 + cosφ
sinφ =

1

tan φ
2

.

因此空间曲线可写为关于φ的参数方程:

θ = − ln tan φ

2
, φ ∈

[
φ0,

π

2

]
=⇒ θ′(φ) = − 1

sinφ,

其中φ0 = arccos(z0/a). 将 x, y, z视为关于φ的参数曲线, 可得

x′(φ) = a cosφ cos θ − a sinφ sin θ · θ′(φ) = a cosφ cos θ + a sin θ,

y′(φ) = a cosφ sin θ + a sinφ cos θ · θ′(φ) = a cosφ sin θ − a cos θ,

z′(φ) = −a sinφ,

因此 √
x′(φ)2 + y′(φ)2 + z′(φ)2 =

√
2a =⇒ ds =

√
2adφ.

故曲线的长度为
√
2a

(
π

2
− φ0

)
=

√
2a arcsin z0

a

3. 设D = {x2 + y2 ⩽ 1}为单位圆盘. 若 f(x, y)在D上有连续偏导数, 且 f |∂D = 0, 证明:
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(1)
∫∫

D

f(x, y)dxdy = −
∫∫

D

x
∂f

∂x
(x, y)dxdy = −

∫∫
D

y
∂f

∂y
(x, y)dxdy.

(2)
∣∣∣∣ ∫∫

D

f(x, y)dxdy
∣∣∣∣ ⩽ π

3
max

(x,y)∈D

∣∣∇f(x, y)
∣∣.

证明 (1) 注意当P (x, y)满足P |∂D = 0时, 由Green公式有∫∫
D

∂P

∂x
dxdy =

∫∫
D

∂P

∂y
dxdy = 0.

取P (x, y) = xf(x, y), 有 ∂P

∂x
= f(x, y) + x

∂f

∂x
(x, y), 从而有∫∫

D

f(x, y)dxdy = −
∫∫

D

x
∂f

∂x
(x, y)dxdy.

第二个等号可以用类似方法得到.

(2) 利用 ∫∫
D

f(x, y)dxdy = −1

2

∫∫
D

(
x
∂f

∂x
+ y

∂f

∂y

)
dxdy,

由Cauchy不等式可以得到∣∣∣∣ ∫∫
D

f(x, y)dxdy
∣∣∣∣ ⩽ 1

2

∫∫
D

∣∣∣∣x∂f∂x + y
∂f

∂y

∣∣∣∣dxdy
⩽ 1

2

∫∫
D

√
x2 + y2 · |∇f(x, y)|dxdy

⩽ 1

2

∫∫
D

√
x2 + y2 dxdy max

(x,y)∈D
|∇f(x, y)|

⩽ 1

2
· 2π
3

max
(x,y)∈D

|∇f(x, y)| = π

3
max

(x,y)∈D
|∇f(x, y)|.
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