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前 　 　言

学数学必须演算习题 ，这是大家的共识 ．通过演算我们不仅能熟悉理论的意义

和应用 ，掌握解题的方法和操作过程 ，同时还可以洞察理论本身的适应性 ，预测其

扩展前景 ．因此 ，关于数学各分支 ，都编写出了众多习题集或学习参考书 ，尤以微积

分（或数学分析）类为最 ．作者在多年的教学实践中 ，积累了相当数量的练习题 ，且

在培训学生过程中收到较好的效果 ．把它们整理并编写出版 ，供读者参考 ，以开阔

视野和启示思路 ．

本习题集以上海科学技术出版社（２００２年）出版的枟数学分析枠教材为蓝本 ．因

此 ，总的说来 ，选题的起点适当提高 ，侧重理论性和典范性 ，并力求多角度展示 ，减

少了它在几何 、力学方面的应用练习 ．解答也从简 ，不再在文字上多下功夫 ．书中还

添加了若干注记 ，便于读者加深认识和厘清某些误解 ．带“ 倡 ”的习题可酌情阅读 ．

第二版与第一版相比 ，补充了若干内容 ，也修正了若干笔误 ．这必将会提高读

者的阅读兴趣 ，增添参考价值 ．

全书共分三册 ，本书是第三册 ，包括 ８章 ：多元函数的极限与连续性 、多元函数

微分学 、隐函数存在定理 、一般极值与条件极值 、含参变量的积分 、重积分 、曲线积

分与曲面积分 、各种积分之间的联系 ．

由于作者的水平和视野所限 ，书中难免存在错误和不足 ，欢迎读者给予批评

指正 ．

作 　者

２０１２年

技 重 于 练 ，

巧 重 于 悟 ．
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第 1章 　 多元函数的极限与连续性

１畅１ 　集合与点集论

实数全体记为 R１
，称为一维欧氏空间 ，即带有实数坐标的点组成的一条直线 ；由 n个实数

组成的有序组（x１ ，x２ ，⋯ ，xn ）之全体称为 n维欧氏空间 ，记为 Rn
．该有序组也简记为 X ，也称为

Rn 中的点或向量 ，又称 xk （k ＝ １ ，２ ，⋯ ，n）为点 X的第 k个坐标 ．由点形成的集合称为点集 ．特别

地 ，全体有理数记为 Q ，全体正整数记为 N ．

定义 1畅1畅1 　设 X ＝ （x１ ，x２ ，⋯ ，xn ） ，Y ＝ （y１ ，y２ ，⋯ ，yn ）是 Rn 中的两个点 ，令 αX ＝ （αx１ ，

αx２ ，⋯ ，αxn ） ，X ＋ Y ＝ （x１ ＋ y１ ，x２ ＋ y２ ，⋯ ，xn ＋ yn ） ，且称

‖ X － Y ‖ ＝ （y１ － x１ ）２ ＋ （y２ － x２ ）２ ＋ ⋯ ＋ （yn － xn ）２ 　 （也记为 d（X ，Y））
为点 X到点 Y的距离 ．‖ X ‖表示点 X到原点的距离 ，称为向量 X的长度 ，又令

X · Y ＝ 枙X ，Y枛 ＝ ∑
n

k ＝ １

xk y k ，

称为向量 X与 Y的内积 ；

设 E１ ，E２ 炒 Rn
，则定义 E１ × E２ ＝ ｛（X ，Y） ：X ∈ E１ ，Y ∈ E２ ｝（集合的乘积） ．

　 　定义 1畅1畅2 　设 E 炒 Rn
，X０ ∈ Rn

，令

d（X０ ，E） ＝ inf｛d（X０ ，X） ：X ∈ E｝ ，

称为点 X０ 到点集 E的距离 ．称 diam｛E｝ ＝ sup｛ ‖ X１ － X２ ‖ ：X１ ，X２ ∈ E｝为 E的直径 ．

定义 1畅1畅3 　设 X０ ∈ Rn
，δ＞ ０ ，令 Uδ （X０ ）＝ U（X０ ，δ）＝ ｛X ∈ Rn

：‖ X － X０ ‖ ＜ δ｝ ，称为以 X０

为中心 δ为半径的开球 ，也称为点 X０ 的 δ邻域 ．在不计及半径 δ时 ，简称为 X０ 的邻域 ，记为

U（X０ ） ．

定义 1畅1畅4 　设 E 炒 Rn
．若存在 M ＞ ０ ，使得（X＝ （x１ ，x２ ，⋯ ，xn ）） ‖ X ‖ ≤ M（X ∈ E）或 E 炒

U（０ ，M） ，则称 E为有界集 ．

定义 1畅1畅5 　设 Xk ＝ （x（k）１ ，x（k）２ ，⋯ ，x（k）n ）∈ Rn
（k ∈ N）是一个点列 ，X０ ＝ （x（０）１ ，x（０）２ ，⋯ ，x（０）n ） ∈

Rn
．若对任给 ε＞ ０ ，存在 N ，使得 ‖ Xk － X０ ‖ ＜ ε或 Xk ∈ U （X０ ，ε）（k ≥ N） ，则称｛Xk｝为收敛于

X０ 的收敛（点）列 ，也称当 k → ∞时 ，｛Xk｝有极限 X０ ，记为

lim
k → ∞

Xk ＝ X０ 　 或 　 Xk → X０ 　 （k → ∞ ） ．

　 　由等式 ‖ Xk － X０ ‖ ＝ （x（k）１ － x（０）１ ）
２
＋ ⋯ ＋ （x（k）n － x（０）n ）

２易知 ，｛Xk｝收敛于 X０ 当且仅当有

x（k）１ → x（０）１ ，x（k）２ → x（０）２ ，⋯ ，x（k）n → x（０）n 　 （k → ∞ ） ．

　 　定义 1畅1畅6 　设 E 炒 Rn
，X０ ∈ Rn

．若有 E中互异点列｛Xk｝ ，使得 Xk → X０ （k → ∞ ） ，则称 X０ 为

E的极限点（聚点） ；E的极限点全体记为 E′ ，称为 E的导集 ；若 E′ 炒 E ，则称 E为闭集 ；记 珚E ＝

E ∪ E′ ，称为 E的闭包 ，珚E是闭集 ；若 珚E ＝ Rn
，则称 E为 Rn 中的稠密集 ，E在 Rn 中稠密 ．

定义 1畅1畅7 　设 E 炒 Rn
．若 X０ ∈ E但 X０ 碒 E′ ，则称 X０ 为 E的孤立点 ；若 X０ ∈ 珚E但 X０ 不是



E的内点 ，则称 X０ 为 E的边界点 ．E的边界点全体记为抄E ．

定义 1畅1畅8 　设 E 炒 Rn
，X０ ∈ E ．若存在 δ＞ ０ ，使得 U（X０ ，δ） 炒 E ，则称 X０ 为 E的内点 ．若 E

中每一点均为 E的内点 ，则称 E为开集 ；点 X０ 的邻域 U（X０ ）是开集 ．开集与闭集互补 ．

定义 1畅1畅9 　设 D 炒 Rn
．若对 D中任意两点 ，均可用连续曲（折）线联结起来 ，此曲线上的点

均属于 D ，则称 D为（道路）连通集 ；若 D是连通集又是开集 ，则称 D是区域 ；若 D是区域 ，则称
珡D为闭区域 ．

定义 1畅1畅10 　设 E 炒 Rn
．若在 E中任意两点 X１ ，X２ 之间 ，均可用属于 E的直线段X１ X２联

结起来 ，则称 E为凸集 ．

定理 1畅1畅1 　若｛Xk｝是 Rn 中的收敛列 ，则｛Xk｝是有界点列 ；有界点列必存在收敛子列 ．

定理 1畅1畅2（收敛点列的充分必要条件） 　 Rn 中点列｛Xk｝是收敛列的充分必要条件是 ：对任

给 ε＞ ０ ，存在 N ，使得 ‖ Xi － Xj ‖ ＜ ε（i ，j ≥ N）（即 Cauchy列） ．

定理 1畅1畅3 　设｛Fk｝是 Rn 中的非空闭集列 ．若有

（i） F１ 车 F２ 车 ⋯ 车 Fk 车 ⋯ ，　 （ii） diam｛Fk｝ → ０ 　 （k → ∞ ） ，

则存在唯一的 X０ ∈ Fk （k ＝ １ ，２ ，⋯ ） ．

定理 1畅1畅4（有限覆盖）　设 F 炒 Rn 是非空有界闭集（也称紧集） ，A＝ ｛Gα ｝是 Rn 中一族开

集 ．若对任意的 X ∈ F ，均存在 Gα ∈A，使得 X ∈ Gα （此时称A是 E的开覆盖） ，则A中存在有限

个开集 Gα
１
，Gα

２
，⋯ ，Gαm ；E 炒 ∪

m

i ＝ １
Gαi ．

例 1畅1畅1 　试证明下列命题 ：

（１）设 E 炒 R２
，则抄E是闭集 ．

（２）设 f ∈ C（R１
） ，则 E＝ ｛（x ，f （x）） ：x ∈ R１

｝是闭集 ．

（３）设 F炒 Rn 是非空闭集 ，G 炒 Rn 是有界开集 ，F 炒 G ，则存在开集 D ，使得

F炒 D 炒 珡D 炒 G ．

证明 　 （１）只需指出（抄E）c 是开集 ．为此 ，设 X ∈ （抄E）c ．
（i）若 X是 E的内点 ，则存在 U（X ，δ） 炒 E ．易知 U（X ，δ）是开集 ，故 U（X ，δ） ∩

抄E＝ 碬 ，即 X是（抄E）c 之内点 ．

（ii）若 X 碒 E ，则由 X ∈ （抄E）c 可知 ，存在 U（X ，δ） ∩ E ＝ 碬 ．这说明 U（X ，δ） 炒

Ec
．由于 U（X ，δ）中点均非 E之边界点 ，故 U（X ，δ） ∈ （抄E）c ．
（２）设（x０ ，y０ ） ∈ E′ ，则存在（xn ，yn ） ∈ E（n ∈ N ，yn ＝ f （xn ）） ，使得（xn ，yn ） →

（x０ ，y０ ）（n → ∞ ） ．由此知 xn → x０ （n → ∞ ） ，注意到 f 的连续性 ，故得 f （xn ） ＝ yn →
y０ ．即 y０ ＝ f （x０ ） ，这说明（x０ ，y０ ） ∈ E′ ．

（３）对 X ∈ F ，注意到抄G是闭集且 X０ 碒 抄G ，故知 dX ＝ d（X ，抄G） ＞ ０ ．由于 X ∈

G ，故存在邻域 UX ＝ U（X ，d／２） 炒 G ．从而可得 F的一个开覆盖｛UX｝X ∈ F ，并可选出

有限覆盖 UX i （i ＝ １ ，２ ，⋯ ，m） ：F炒 ∪
m

i ＝ １
UX i

扯 D（开集） ．因此 ，

珡D ＝ ∪
m

i ＝ １

珡DX i 炒 ∪
m

i ＝ １
U（Xi ，dX i ） 炒 G ．

　 　例 1畅1畅2 　试证明下列命题 ：

·２· 第 １章 　多元函数的极限与连续性



（１）设 E 炒 Rn 是非空点集 ，则 d（X ，E）作为 X ∈ Rn 的函数是一致连续的 ．

（２） 设 F 炒 Rn 是非空闭集 ，X０ ∈ Rn
，则存在 Y０ ∈ F ，使得 ‖ X０ － Y０ ‖ ＝

d（X０ ，F） ．

（３）设 E 炒 R２ 是凸集 ，则 珚E是凸集 ．

证明 　 （３）设 X１ ，X２ ∈ 珚E ，且不妨认定 Xi ∈ 抄E＼E（i ＝ １ ，２） ．现在假定过点 X１ ，

X２ 之直线段X１ X２中有点 X０ ：X０ 碒 珚E ，则存在邻域 U（X０ ，δ） ：U（X０ ，δ） ∩ 珚E ＝ 碬 ．

再作 U１ ＝ U （X１ ，δ／２） ，U２ ＝ U （X２ ，δ／２） ，以及此两圆之平行公切线 P１ P２ ，

Q１ Q２ ，由于 X１ ，X２ 是 E的极限点 ，故存在 X′１ ∈ U１ ∩ E ，X″２ ∈ U２ ∩ E ，且X′１ X″２ ∩

U（X０ ，δ） ≠ 碬 ．但根据 E的凸性 ，必有X′１ X″２ 炒 E ，导致矛盾 ．

１畅２ 　多元函数及其极限

设 E ，珟E是两个集合 ，f 是一种对应规则 ：对 X ∈ E ，可由 f 唯一确定 Y ∈ 珟E（称为对应着一个
元 Y ） ．这种从 E到 珟E的对应规则 f 称为映射或变换 ，记作

f ：E → 珟E ，　 Y ＝ f （X） ∈ 珟E 　 （X ∈ E） ．

此时 ，称 E为 f的定义域 ；珟E称为 f的取值域 ，而点集 f（E）＝ ｛Y ：Y ＝ f（X） ，X ∈ E｝称为 f的值域 ．

定义 1畅2畅1 　设 f ：E → 珟E ．若对 X１ ∈ E ，X２ ∈ E ，总有 f（X１ ） ≠ f （X２ ） ，则称 f 为单（映）射 ；若

T（E）＝ 珟E ，则称 f 为满（映）射 ；若 f 是单射且是满射 ，则称 f 为双射（E与 珟E 的元素之间存在一
一对应） ；此时可定义逆映射（仍记为） f － １

：珟E → E为 Y ∈ 珟E ，f － １
（Y ）＝ X ∈ E（其中 f （X）＝ Y ） ．易

知 f － １
［ f （X）］＝ X（X ∈ E） ．

定义 1畅2畅2 　设 珟E 炒 Rn
，称 f ：珟E → Rm 为多元向量函数 ．若 m＝ １ ，则 f 是 Rn 上的多元（实值）

函数 ．如二元函数 z ＝ f （x ，y） ，其中（x ，y） ∈ R２
，z ∈ R１

．

向量函数可用多元函数组成向量表示 ，例如 f ：珟E 炒 R２
→ R２

，则

f （x ，y） ＝ （ f１ （x ，y） ，f２ （x ，y）） ，　 f１ ：珟E → R１
，　 f２ ：珟E → R１

．

　 　 n元函数 z ＝ f （X）＝ f（x１ ，x２ ，⋯ ，xn ）可在 Rn ＋ １中用一个点集｛（x１ ，x２ ，⋯ ，xn ，z） ：（x１ ，⋯ ，

xn） ∈ 珟E ，z ∈ R１
｝表示 ．二元函数的几何意义就是 R３ 中通常意义下的曲面 ．

　 图 １畅１

二元函数除用曲面表示外 ，也可用平面上一系列

等位线来表示 ．称平面点集

｛（x ，y） ：f（x ，y） ＝ C｝
为曲面 z ＝ f （x ，y）的等位线或等高线 ，它是垂直于 z
轴的平面 z ＝ C与曲面 z ＝ f （x ，y）的交线在 xOy平面
上的投影（图 １畅１） ．

三元函数 u＝ f （x ，y ，z）是四维空间中的点集 ，用

等位面的方法可以给出它在三维空间中的几何表示 ．

定义 1畅2畅3 　设 f （x ，y）是定义在凸区域 D 炒 R２

上的函数 ．若对 D 内任意两点 X１ ＝ （ x１ ，y１ ） ，X２ ＝

（x２ ，y２ ） ，均有
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f ［tx１ ＋ （１ － t）x２ ，ty１ ＋ （１ － t）y２ ］ ≤ t f （x１ ，y１ ） ＋ （１ － t） f （x２ ，y２ ） ，

则称 f（x ，y）是凸域 D上的凸函数 ．

定义 1畅2畅4 　设在 Rn 上的函数满足 ：对任意的 t＞ ０ ，均有

f （tx１ ，tx２ ，⋯ ，tx n ） ＝ tk f （x１ ，x２ ，⋯ ，xn ） ，

则称 f 是 k次齐次函数 ．

定义 1畅2畅5（重极限）　设 E 炒 Rn
，f ：E → Rm

，X０ ∈ E′ ，Y０ ∈ Rm
．对任给 ε＞ ０ ，存在 δ＞ ０ ，使得

‖ f （X） － Y０ ‖ ＜ ε　 （０ ＜ ‖ X － X０ ‖ ＜ δ） ，

则称 f（X）在点 X趋于 X０ 时有极限 Y０ ，记为

lim
X → X０
X ∈ E

f （X） ＝ Y０ 　 （X０ 是 E之内点时 ，记为 lim
X → X０

f （X） ＝ Y０ ） ．

　 　定理 1畅2畅1 　设 f ：E 炒 Rn
→ Rm

，则 lim
X → X

０
X ∈ E

f （X） ＝ Y０ 当且仅当 ，对任意点列｛Xk｝ 炒 E ：Xk → X０

（k → ∞ ） ，必有 lim
k → ∞

f （Xk ）＝ Y０ （ f （Xk ） → Y０ （k → ∞ ）） ．

　 　类似一元函数 ，多元函数仍具有极限唯一性 、保序性 、局部有界性 ，四则运算规则仍成立 ．

定义 1畅2畅6 　设 f （x ，y）在 ０ ＜ ｜x － x０ ｜ ＜ a ，０ ＜ ｜y － y０ ｜＜ a上定义 ．若对任意固定的值

y（０ ＜ ｜y － y０ ｜＜ a） ，当 x → x０ 时 ，函数 f （x ，y）的极限存在 ，记为 lim
x → x

０

f （x ，y）＝ φ（y） ；又当 y → y０

时 ，函数 φ（y）的极限存在 ，记 lim
y → y

０

φ（y）＝ A ．则称 A 是函数 f （x ，y）先对 x后对 y 的累次极限 ，记

作 lim
y → y

０

lim
x → x

０

f （x ，y）＝ A ．

同样可定义先对 y后对 x 的累次极限 ：lim
x → x

０

lim
y → y

０

f （x ，y） ．

从上述定义可以悟出 ，我们还能引进所谓路径极限的概念 ．以 f （x ，y）在点（x０ ，y０ ）的情形
为例 ．设 x ＝ φ（t） ，y ＝ ψ（t）是过点（x０ ，y０ ）的任一条连续曲线（x０ ＝ φ（t０ ） ，y０ ＝ ψ（t０ ）） ，若有

lim
t → t

０

f （φ（t） ，ψ（t）） ＝ A ，

则称 f（x ，y）在动点（x ，y）沿路径（φ ，ψ）趋于（x０ ，y０ ）时有极限 A ．

注 1 　显然若重极限 lim
（x ，y） → （x

０
，y
０
）
f （x ，y）＝ A 存在 ，则 f （x ，y）的任一路径极限也存在且等于

A ．特别在路径为 x ＝ x ，y ＝ kx（k是常数）时 ，称该极限为方向（或向径）极限 ．由此可知 ，如果 f
存在不同的路径极限 ，那么其重极限一定不存在 ．

注 2 　设 f（x ，y）在（x０ ，y０ ）的邻域上有定义 ．若对任一满足 lim
x → x

０

g（x）＝ y０ 的曲线 y ＝ g（x） ，

均有 lim
x → x

０

f ［x ，g（x）］＝ A ，则未必存在 lim
x → x

０
y → y

０

f （x ，y）＝ A ．例如 f （０ ，y）＝ １ ，f （x ，y）＝ ０（x ≠ ０） ．

　 　定理 1畅2畅2 　设 f （x ，y）在 ０ ＜ ｜x － x０ ｜＜ a ，０ ＜ ｜y － y０ ｜＜ a上定义 ，且 lim
x → x

０
y → y

０

f （x ，y） ＝ A （有

限或无限） ，又对任意固定的 y（０ ＜ ｜y － y０ ｜＜ a） ，有 lim
x → x

０

f （x ，y）＝ φ（y） ，则

lim
y → y

０

lim
x → x

０

f （x ，y） ＝ lim
y → y

０

φ（y） ＝ A ．

　 　注 　若定理中 lim
x → x

０

f（x ，y）＝ φ（y）存在改为 lim
y → y

０

f（x ，y）＝ ψ（x）存在 ，则有 lim
x → x

０

lim
y → y

０

f（x ，y）＝ A ．

上述定理说明 ，若全面极限存在 ，两个内层极限存在 ，则两个累次极限一定存在且相等 ，或

两个累次极限可交换求极限顺序 ：
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lim
y → y

０

lim
x → x

０

f （x ，y） ＝ lim
x → x

０

lim
y → y

０

f （x ，y） ．

反之 ，若两个累次极限存在但不等 ，则全面极限一定不存在 ．

定义 1畅2畅7 　设 f ：Rn
→ R１

，A ∈ R１
．若对任给 ε＞ ０ ，存在 M ＞ ０ ，使得

| f （X） － A | ＜ ε　 （ ‖ X ‖ ≥ M） ，

则称 f（X）在 X趋于无穷时有极限 A ，记为 lim
X → ∞

f （X）＝ A ．

例 1畅2畅1 　设 f （x ，y）是 R２ 上单变量连续的函数 ，则 f 不是单射 ．

证明 　反证法 ．假定 f 是单射 ，我们令 φ（x）＝ f （x ，０）（x ∈ R１
） ，则 φ ∈ C（R１

） ．

又记 φ（０）＝ a ，φ（１） ＝ b ，则由单射可知 a≠ b ．不妨设 a＜ b ，注意到 φ的连续性 ，可

得［φ（０） ，φ（１）］＝ ［a ，b］ ．特别地 ，存在 x０ ∈ （０ ，１） ，使得 φ（x０ ） ＝ （a＋ b）／２ ．

现在令 ψ（y）＝ f （x０ ，y）（y ∈ R１
） ，则 ψ ∈ C（R１

） ，且有

ψ（０） ＝ f （x０ ，０） ＝ φ（x０ ） ＝ （a ＋ b）／２ ．

因此 ，a＜ ψ（０）＜ b ，a＜ ψ（y）＜ b （y ∈ U（０ ，δ）） ．即 a＜ f （x０ ，y）＜ b （y ∈ U（０ ，δ）） ．

此外 ，易知｛ f （x ，０） ：０ ≤ x ＜ １｝ 车 （a ，b） ．也就是说 ，对某个 y０ ≠ ０与 x１ ，有等式

f （x０ ，y０ ）＝ f （x１ ，０） ，这与单射矛盾 ．

例 1畅2畅2 　设 D是 R２ 中的凸区域 ，f ：D → R１ 是凸函数 ，则对任意的 α∈ R１
，点

集 E ＝ ｛（x ，y） ∈ D ：f （x ，y） ≤ α｝是凸集 ．

证明 　设（x１ ，y１ ） ，（x２ ，y２ ）是 E中任意两点 ，则 f （x１ ，y１ ） ≤ α ，f （x２ ，y２ ） ≤ α ．

从而对 ０ ＜ t＜ １ ，我们有

f （t x１ ＋ （１ － t）x２ ，ty１ ＋ （１ － t）y２ ） ≤ t f （x１ ，y１ ） ＋ （１ － t） f （x２ ，y２ ）
≤ tα ＋ （１ － t）α ＝ α ．

这说明（tx１ ＋ （１ － t）x２ ，ty１ ＋ （１ － t）y２ ） ∈ E ，即 E是凸集 ．

例 1畅2畅3 　试论下列函数在指定点的重极限 ，累次极限 ：

（１） f （x ，y）＝ （x － y）／（x ＋ y） ，　 （x０ ，y０ ） ＝ （０ ，０） ．

（２） f （x ，y）＝ x２ y２ ／（x２ y２ ＋ （x － y）２ ） ，　 （x０ ，y０ ） ＝ （０ ，０） ．

（３） f （x ，y）＝ （x ＋ y）sin（１／x）sin（１／y） ，　 （x０ ，y０ ） ＝ （０ ，０） ．

解 　 （１）累次极限存在 ：

lim
x → ０

lim
y → ０

f （x ，y） ＝ lim
x → ０

x
x ＝ １ ，　 lim

y → ０
lim
x → ０

f （x ，y） ＝ lim
y → ０

－ y
y ＝ － １ ．

而对两点列（x′n ，y′n ）＝ （１／n ，１／n） ，（x″n ，y″n ）＝ （２／n ，１／n） （n∈ N） ，我们有

lim
n → ∞

f （x′n ，y′n ） ＝ ０ ，　 lim
n → ∞

f （x″n ，y″n ） ＝ １／３ ．

这说明重极限不存在 ．

（２）注意到lim
y → ０

f （x ，y） ＝ ０（x ≠ ０） ，lim
x → ０

f （x ，y） ＝ ０（y ≠ ０） ，故知两个累次极限

均为 ０ ．但是因为lim
n → ∞

f （１／n ，１／n）＝ １ ，lim
n → ∞

f （１／n ，－ １／n）＝ ０ ，所以重极限不存在 ．
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（３）注意到 f （１／nπ ，y）＝ ０ ，f （２／（４n＋ １）π ，y） → ysin １

y （n → ∞ ） ，故知累次极

限不存在 ．此外 ，因为有 ０ ≤ ｜ f （x ，y）｜≤ ｜x｜＋ ｜y｜ ，所以 lim
（ x ，y） → （０ ，０）

f （x ，y）＝ ０ ．

例 1畅2畅4 　解答下列问题 ：

（１）试求 f （x ，y） ＝ （x２ ＋ ４ x － ４ y）／（y２ ＋ ６ y － ６ x）当点（ x ，y）沿曲线 y２ ＋

x２ y － x２ ＝ ０趋于（０ ，０）时的路径极限 ．

（２）试论 f （x ，y）＝
０ ， ｜y｜≤ x２ 或 y ≠ ０ ，

１ ， ｜y｜＞ x２ 或 y ＝ ０
的向经极限（包括累次极限） ．

（３）试论 f （x ，y）＝ x２ e － （x２ － y）在动点 x ＝ tcosθ ，y ＝ tsinθ以 t → ＋ ∞时的极限 ．

解 　 （１）易知该路径曲线在原点的切线有两条 ：y ＝ ± x ，因此用变量替换 y ＝
tx ，该曲线及其极限过程可表示为

x ＝ （１ － t２ ）／t ，　 y ＝ １ － t２ ；　 （x ，y） → （０ ，０） ～ t → ± １ ．

从而我们有

lim
（ x ，y） → （０ ，０）

f （x ，y）＝ lim
t → ± １

（１ － t２ ）２ ／t２ ＋ ４（１ － t２ ）／t － ４（１ － t２ ）
（１ － t２ ）２ ＋ ６（１ － t２ ） － ６（１ － t２ ）／t

＝
－ ３／２ ， t → ＋ １ ，

－ ２／３ ， t → － １ ．

　 　 （２）易知各方向的方向极限为 ０ ，累次极限为

lim
x → ０

lim
y → ０

f （x ，y） ＝ lim
x → ０

０ ＝ ０ ，　 lim
y → ０

lim
x → ０

f （x ，y） ＝ lim
y → ０

１ ＝ １ ．

　 　 （３）令 F（t ，θ）＝ f （tcosθ ，tsinθ） ，则

F（t ，θ） ＝ t２ cos２ θe－ t２ cos２ θ＋ tsinθ
　 （－ π ≤ θ ≤ π） ．

　 　若 θ＝ ± π／２ ，则 F（t ，± π／２）＝ ０ ．从而 lim
t → ＋ ∞

F（t ，± π／２）＝ ０ ．

若 θ≠ ± π／２ ，则 cosθ≠ ０ ，且知 lim
t → ＋ ∞

（t２ cos２ θ － tsinθ） ＝ ＋ ∞ ．从而依 L’Hospi‐
tal法则可得
lim
t → ＋ ∞

F（t ，θ）＝ cos２ θ lim
t → ＋ ∞

t２
et２ cos２ θ － tsinθ ＝ cos２ θ lim

t → ＋ ∞

２ t
（２ tcos２ θ － sinθ）et２ cos２ θ － tsinθ

＝ cos２ θ lim
t → ＋ ∞

１

（cos２ θ － sinθ／２ t）et２ cos２ θ － tsinθ ＝ ０ 　 （lim
n → ∞

f （n ，n２ ） ＝ ＋ ∞ ） ．

　 　例 1畅2畅5 　试论下列函数 f （x ，y）在（０ ，０）点处的重极限 ：

（１）
x２ ＋ y２

x２ ＋ y２ ＋ （x － y）２
．　 （２）

x２ y
x４

＋ y２
．　 （３）

xy
x ＋ y ．　 （４）

x２ ＋ y４
x４ ＋ y２

．

（５）
x３ ＋ y３
x２ ＋ y

．　 （６）
x２ y２
x３ ＋ y３

．　 （７） ｜y｜｜x｜ ．　 （８） ｜y｜ln｜x｜ ．
解 　 （１）考察向径极限 ，即令 y ＝ kx ，我们有

lim
x → ０

f （x ，kx ） ＝ lim
x → ０

（１ ＋ k２ ）x２
［（１ ＋ k２ ） ＋ （１ － k）２ ］x２ ＝

１ ＋ k２
１ ＋ k２ ＋ （１ － k）２ ．
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由于 k可取不同值 ，故重极限不存在 ．

（２） lim
x → ０

f （x ，kx２ ）＝ k／（１ ＋ k２ ） ，重极限不存在 ．

（３）注意到 f （x ，kx）＝ kx２ ／（１ ＋ k）x → ０（x → ０） ，又有

f （x ，－ x ＋ x２ ） ＝ （－ x２ ＋ x３ ）／x２ → － １ 　 （x → ０） ，

故重极限不存在 ．

（４）注意到 f （x ，０）＝ １／x２ → ＋ ∞ （x → ０） ，又有

lim
x → ０

f （x ，x） ＝ lim
x → ０

（x２ ＋ x４ ）／（x２ ＋ x４ ） ＝ １ ，

故重极限不存在 ．

（５）注意到 f （x ，０）＝ x → ０（x → ０） ，又有

lim
x → ０

f （x ，x３ － x２ ） ＝ lim
x → ０

［x３ ＋ （x３ － x２ ）３ ］／x３ ＝ lim
x → ０

［１ ＋ （x２ － x）３ ］ ＝ １ ，

故重极限不存在 ．

（６）注意到 f （x ，x）＝ x／２ → ０（x → ０） ，又有

lim
x → ０

f （x ，x２ － x） ＝ lim
x → ０

x４ － ２ x５ ＋ x６
３ x４ － ３ x５ ＋ x６ ＝

１
３

．

故重极限不存在 ．

（７）令｜y｜＝ e － λ／｜x｜
（λ＞ ０） ，易知｜y｜→ ０（｜x｜→ ０） ，又有

lim
x → ０

f （x ，e－ λ／ | x |
） ＝ lim

x → ０
e| x | ·lne － λ／| x | ＝ lim

x → ０
e | x | （ － λ／ | x | ） ＝ e－ λ

．

故重极限不存在 ．

（８）注意到 f （x ，x） → ０（x → ０） ．又有 f （x ，a／ln｜x｜）＝ ｜a｜ ，故重极限不存在 ．

例 1畅2畅6 　试证明下列极限等式 ：

（１） lim
（x ，y） → （０ ，０）

x２ ｜y｜３／２
x４ ＋ y２ ＝ ０ ．　 　 　 　 　 （２） lim

（x ，y） → （０ ，０）

x４ ＋ y４
x２ ＋ y２ ＝ ０ ．

（３） lim
（x ，y） → （０ ，０）

xy
x２

＋ y２
＝ ０ ．

证明 　 （１）只需注意

０ ≤
x２ | y | ３／２
x４ ＋ y２

＝
２ x２ | y |
x４ ＋ y２

| y | １／２
２

≤
| y | １／２

２
→ ０ 　 （y → ０） ．

　 　 （２）只需注意

x４ ＋ y４
x２ ＋ y２ ＝ （x２ ＋ y２ ） － xy ２ xy

x２
＋ y２ ≤ | x２ ＋ y２ | ＋ | xy | ２ xy

x２
＋ y２

≤ | x２ ＋ y２ | ＋ | xy | ≤ ３ | x２ ＋ y２ |
２

．　 　 （也可采用下一题的解法）

　 　 （３）令 x ＝ rcos t ，y ＝ rsin t ，则
lim

（ x ，y） → （０ ，０）

xy
x２

＋ y２
＝ lim

r → ０
| rsin tcos t | ≤ lim

r → ０
r ＝ ０ ．
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　 　例 1畅2畅7 　试证明下列极限等式 ：

（１） I ＝ lim
（x ，y） → （０ ，０）

sin（x３ ＋ y３ ）
x２ ＋ y２

＝ ０ ．　 　 （２） I ＝ lim
x → ０

y → a

sin xy
x ＝ a ．

证明 　 （１）令 x ＝ rcosθ ，y ＝ rsinθ ，并注意不等式
sin（x３ ＋ y３ ）
x２ ＋ y２ ≤

x３ ＋ y３
x２ ＋ y２ ＝ | r（cos３ θ ＋ sin３

θ） | ≤ | ２ r | ．

　 　 （２）注意
sin x y
x ＝ y · sin xy

x y → a· １ （x → ０） ．

例 1畅2畅8 　试论下列函数 f （x ，y）在点（０ ，０）处的重极限 ：

（１） （x ＋ y）ln（x２ ＋ y２ ） ．　 （２） ln（１ ＋ x y）／（x ＋ tany） ．　 （３） （x２ ＋ y２ ）x
２ y２

．

解 　 （１）令 x ＝ rcosθ ，y ＝ rsinθ ，我们有
| f （x ，y） | ＝ | r（cosθ ＋ sinθ）ln r２ | ≤ | ４ rln r | ．

故 f （x ，y） → ０（（x ，y） → （０ ，０）） ．

（２）注意到 f （x ，０）＝ ０ ，另一方面又有

f （x ，－ x） ＝
ln（１ － x２ ）
x － tan x ＝

－ x２
x － tanx · ln（１ － x２ ）－１／x２

，

lim
x → ０

ln（１ － x２ ）－１／x２
＝ １ ，　 lim

x → ０

－ x２
x － tan x ＝ ＋ ∞ ．

故重极限不存在 ．

（３）取对数再用参变量 ，我们有

f （x ，y） ＝ ex２ y２ ln（x２ ＋ y２ ） ≤ e（x２ ＋ y２ ）２ ln（ x２ ＋ y２ ）
，

lim
（x ，y） → （０ ，０）

e（x２ ＋ y２ ）２ ln（x２ ＋ y２ ）
＝ lim

r → ０
er２ ln r ＝ １ ．

　 　例 1畅2畅9 　试求下列函数 f （x ，y）的累次极限 ：

I１ ＝ lim
x → a

lim
y → b f （x ，y） ，　 I２ ＝ lim

y → b
lim
x → a f （x ，y） ．

　 　 （１）
x２ ＋ y２
x２ ＋ y４

a＝ ∞

b＝ ∞
．　 　 　 　 　 （２）

xy
１ ＋ xy

a＝ ＋ ∞

b＝ ０
＋

．

（３） sin π x
２ x ＋ y

a＝ ∞

b＝ ∞
．　 （４）

１
xytan

x y
１ ＋ x y

a＝ ０

b＝ ∞
．

（５） log x （x ＋ y）
a＝ １

b＝ ０
．

解 　 （１） I１ ＝ lim
x → ∞

lim
y → ∞

x２ ／y２ ＋ １

x２ ／y２ ＋ y２
＝ ０ ；I２ ＝ lim

y → ∞
lim
x → ∞

１ ＋ y２ ／x２
１ ＋ y４ ／x２

＝ １ ．

（２）注意到 lim
y → ０

＋
xy ＝ １ ，lim

x → ＋ ∞
xy ＝ ＋ ∞ （y ＞ ０） ，故 I１ ＝ １

２
，I２ ＝ １ ．

（３）易知 lim
y → ∞

sin π x
２ x ＋ y ＝ ０ ，lim

x → ∞
sin π x

２ x ＋ y ＝ １ ，故 I１ ＝ ０ ，I２ ＝ １ ．
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（４）因为我们有 lim
y → ∞

f （x ，y）＝ ０（x ≠ ０） ，以及

lim
x → ０

f （x ，y） ＝ lim
x → ０

tan［xy ／（１ ＋ xy）］
xy ／（１ ＋ xy）

（１ ＋ xy）－１
＝ １ ，

所以 I１ ＝ ０ ，I２ ＝ １ ．

（５）改写 f （x ，y）＝ ln（x ＋ y）／ln x（x ＞ ０ ，x ＋ y ＞ ０ ，x ≠ １） ，易知

lim
y → ０

ln（x ＋ y）
ln x ＝ １ ，　 I１ ＝ １ ．

　 　此外 ，因为我们有

lim
x → １

－

ln（x ＋ y）
ln x ＝

＋ ∞ ， － １ ＜ y ＜ ０ ，

－ ∞ ， ０ ＜ y ＜ ＋ ∞ ；

lim
x → １

＋

ln（x ＋ y）
ln x ＝

－ ∞ ， － １ ＜ y ＜ ０ ，

＋ ∞ ， ０ ＜ y ＜ ＋ ∞ ；

lim
x → １

ln（x ＋ y）
ln x ＝ １ 　 （y ＝ ０） ，

所以不存在lim
x → １

f （x ，y） ．从而 I２ 不存在 ．

例 1畅2畅10 　试求下列函数 f （x ，y）的重极限 I ：

（１）
x ＋ y

x２
－ x y ＋ y２

x → ＋ ∞

y → ＋ ∞
．　 　 　 　 　 （２）

x２ ＋ y２
x４ ＋ y４

x → ∞

y → ∞
．

（３） （x２ ＋ y２ ）e － （x ＋ y） x → ＋ ∞

y → ＋ ∞
． （４）

xy
x２

＋ y２
x２ x → ＋ ∞

y → ＋ ∞
．

（５） １ ＋
１
x

x２ ／（x ＋ y） x → ＋ ∞

y → a ．

解 　 （１）注意到 x２ － xy ＋ y２ ≥ xy ，故可得

０ ＜
x ＋ y

x２
－ xy ＋ y２ ≤

x ＋ y
xy ≤

１

| y | ＋
１

| x | ，　 I ＝ ０ ．

　 　 （２）注意到 ０ ＜ f （x ，y）＝ x２
x４ ＋ y４ ＋

y２
x４ ＋ y４

≤
１

x２ ＋
１

y２ ，故 I ＝ ０ ．

（３）注意到 f （x ，y）＝ x２ ／ex ＋ y
＋ y２ ／ex ＋ y

＜ x２ ／ex ＋ y２ ／ey ，故 I ＝ ０ ．

（４）注意到 ０ ＜ f （x ，y） ≤ （１／２）
x２

，故 I ＝ ０ ．

（５）取对数 ，我们有 lim
x → ＋ ∞

y → a
f （x ，y）＝ lim

x → ＋ ∞

y → a

eln（１ ＋ １／x） x ／（１ ＋ y／x）
＝ e ．

　 　例 1畅2畅11 　试论下列函数 f （x ，y）在指定点的极限状况 ：

（１） ex／（x２ ＋ y２ ）
，（０ ，０） ．　 　 （２） ex２ － y２

· sin（２ xy） ，（ － ∞ ，＋ ∞ ） ．

解 　 （１）因为 f （x ，y）＝ ecosθ／ r ，所以当 cosθ≤ ０即 π／２ ≤ θ≤ ３π／２时 ，极限存在 ．

（２）作变量替换 x ＝ rcosθ ，y ＝ rsinθ ，我们有
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lim
x → ＋ ∞

y → ＋ ∞

f （x ，y） ＝ lim
r → ＋ ∞

e r２ cos２θ · sin（r２ sin２θ） ．

由此可知 ，当 cos２θ ＜ ０或 sin２θ＝ ０ 即 π
４

＜ θ＜
３π
４

，
５π
４

＜ θ＜
７π
４

，θ＝ ０ ，θ＝ π 时极限

存在 ．

例 1畅2畅12 　试证明下列命题 ：

（１）设 f （x ，y）在区域 D上定义 ，（x０ ，y０ ） ∈ D ．若

　 　 （i） lim
（x ，y） → （ x

０
，y
０
）
f （x ，y）＝ A ，　 （ii） lim

x → x
０

f （x ，y）＝ φ（y） （y ≠ y０ ） ，

则 lim
y → y

０

lim
x → x

０

f （x ，y）＝ A ．

（２）设 f （x ，y）在区域 D上定义 ，（x０ ，y０ ） ∈ D ．若

　 　 （i） lim
x → x

０

f （x ，y）＝ ψ（y） （y ≠ y０ ） ，

　 　 （ii）存在 η＞ ０ ，I ＝ ｛ x ，０ ＜ ｜x － x０ ｜＜ η｝ ，使得

lim
y → y

０

f （x ，y） ＝ φ（x） 　 （关于 x ∈ I一致） ，

则 lim
x → x

０

lim
y → y

０

f （x ，y）＝ lim
y → y

０

lim
x → x

０

f （x ，y） ．

证明 　 （１）只需指出存在极限 lim
y → y

０

φ（y） ，这是因为由此必知其极限为 A ．事实

上 ，对任给 ε＞ ０ ，根据题设可知 ，存在 δ＞ ０ ，使得

| f（x ，y′） － A | ＜ ε ，　 | f（x ，y′） － φ（y′） | ＜ ε　 （０ ＜ | x － x０ | ，| y′ － y０ | ＜ δ） ．

由此推得｜φ（y′） － A ｜＜ ２ε（０ ＜ ｜y′ － y０ ｜＜ δ） ．

现在对上述 ε ，δ ，在 ０ ＜ ｜x － x０ ｜＜ δ时 ，我们有

| f （x ，y′） － f （x ，y″） | ＜ ε　 （０ ＜ | y′ － y０ | ，| y″ － y０ | ＜ δ） ．

令 x → x０ ，即得｜φ（y′） － φ（y″）｜＜ ε ．这说明存在极限 lim
y → y

０

φ（y） ．

（２）由（ii）知 ，对任给 ε＞ ０ ，存在 δ＞ ０ ，使得

| f （x ，y） － φ（x） | ＜ ε／２ 　 （０ ＜ | y － y０ | ＜ δ ，x ∈ I） ．

从而当 ０ ＜ ｜y′ － y０ ｜＜ δ且 x ∈ I时 ，就有｜ f （x ，y） － f （x ，y′）｜＜ ε ．令 x → x０ ，由（i）
可得｜ψ（y） － ψ（y′）｜≤ ε ．这说明存在 lim

y → y
０

ψ（y） 扯 A ．因此 ，存在 δ′ ＞ ０ ：δ′ ＜ δ ，当 ０ ＜

｜y － y０ ｜＜ δ′时 ，导出

f （x ，y） － ε／２ ＜ φ（x） ＜ f （x ，y） ＋ ε／２ 　 （x ∈ I） ，

以及 A － ε／２ ＜ ψ（y）＜ A ＋ ε／２ ．综合上述结果 ，我们有

A － ε ＜ ψ（y） － ε／２ ≤ lim
x → x

０

φ（x） ≤ lim
x → x

０
φ（x） ≤ ψ（y） ＋ ε／２ ＜ A ＋ ε ．

因为 ε是任意给定的 ，所以 lim
x → x

０
φ（x）＝ A ．

例 1畅2畅13 　试证明下列命题 ：

（１）设 f （x）在区间 I 炒 R１ 上一致连续 ，J１ ，J２ 是 R１ 中两个区间 ，g（x ，y）定义
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在 J１ × J２ 上 ，x０ ∈ J１ ，且 g（x ，y） ∈ I（０ ＜ ｜x － x０ ｜＜ δ ，y ∈ J２ ） ．若有

lim
x → x

０

g（x ，y） ＝ φ（y） 　 （对 y ∈ J２ 一致） ，　 φ（y） ∈ I ，

则 lim
x → x

０

f ［g（x ，y）］＝ f （φ（y））（关于 y ∈ J２ 一致） ．

（２）设 D ＝ ｛（x ，y） ：a≤ x ≤ b ，０ ≤ y ＜ y０ ｝ ，f （x ，y）在 D上关于变量 x 是连续
的 ，又在 D内当 y 递增趋于 y０ 时 ，f （x ，y）随 y也递增且收敛于 φ（x）（a≤ x ≤ b） ，

则

lim
y → y

０

f （x ，y） ＝ φ（x） 　 （关于 x ∈ ［a ，b］一致） ．

　 　 （３）设定义在 I ＝ ［a ，b］ × ［c ，d］上的 f （x ，y）是单变量 x的连续函数 ，又 y０ ∈
［c ，d］ ，lim

y → y
０

f （x ，y）＝ φ（x）（关于 x ∈ ［a ，b］一致） ，则 φ ∈ C（［a ，b］） ．

证明 　 （１）依题设知 ，对任意的｛ xn｝ 炒 J１ ：xn → x０ （n → ∞ ） ，有 lim
n → ∞

g（xn ，y） ＝

φ（y）（关于 y ∈ J２ 一致） ．从而由 f 的一致连续性就有
lim
n → ∞

f ［g（xn ，y）］ ＝ f ［φ（y）］ 　 （关于 y ∈ J２ 一致） ，

由此即得所证 ．

（２）取 yn ：０ ＜ yn ＜ y０ ，yn ＜ yn ＋ １ （n∈ N） ，且 yn → y０ （n → ∞ ） ，并记 φn （x）＝ f （x ，

yn ）（a≤ x ≤ b） ，则依题设知 lim
n → ∞

φn （x） ＝ φ（x） ．从而对任给 ε＞ ０ ，以及任意的 x ∈
［a ，b］ ，有指标 Nx ，使得 ｜φN x （x） － φ（x）｜＜ ε ．而由连续性又知 ，存在 δx ＞ ０ ，使得

| φN x （t） － φ（t） | ＜ ε　 （| t － x | ＜ δx ） ．

因为 φn （x） ≤ φn ＋ １ （x） ，所以有

| φn （t） － φ（t） | ＜ ε　 （t ∈ （x － δx ，x ＋ δx ） ，　 n ≥ Nx ） ．

这说明｛（x － δx ，x ＋ δx ）｝形成闭区间［a ，b］的一个开覆盖 ，因此根据有限覆盖定理 ，

立即可知当 n→ ∞时 ，φn （x）是关于 x ∈ ［a ，b］一致收敛于 φ（x）的 ．证毕 ．

（３）设 x０ ∈ ［a ，b］ ．易知对任给 ε＞ ０ ，存在 δ＞ ０以及 y′ ：｜y′ － y０ ｜＜ δ ，使得

| f （x０ ，y′） － φ（x０ ） | ＜ ε／３ ，　 | f （x ，y′） － φ（x） | ＜ ε／３ 　 （x ∈ ［a ，b］） ．

根据 f 对单变量 x 的连续性 ，还存在 δ′＞ ０ ，使得

| f （x ，y′） － f （x０ ，y′） | ＜ ε／３ 　 （ | x － x０ | ＜ δ′） ．

从而我们有不等式

| φ（x） － φ（x０ ） | ≤ | φ（x） － f （x ，y′） | ＋ | f （x ，y′） － f （x０ ，y′） |
＋ | f （x０ ，y′） － φ（x０ ） | ＜ ε／３ ＋ ε／３ ＋ ε／３

＝ ε　 （| x － x０ | ＜ δ′） ．

　 　例 1畅2畅14 　试证明下列命题 ：

（１）设定义在 D ＝ ｛（x ，y） ：０ ＜ x２ ＋ y２ ＜ １｝上的 f （x ，y）满足
　 　 （i）对任意的 θ≤ ［０ ，２π］ ，有lim

r → ０
f （rcosθ ，rsinθ）＝ ０ ．

　 　 （ii）存在 M ＞ ０ ，使得对任意的（xi ，yi ） ∈ D（i＝ １ ，２） ，有
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| f （x１ ，y１ ） － f （x２ ，y２ ） | ≤ M（ | x１ － x２ | ＋ | y１ － y２ | ） ，

则 lim
（x ，y） → （０ ，０）

f （x ，y）＝ ０ ．

（２）设 f ∈ C（１）
（［１ ，∞ ］） ，且存在 lim

x → ＋ ∞
f （x） ＝ A ．若 f′（x）在［１ ，∞ ）上一致连

续 ，则 lim
x → ＋ ∞

f′（x）＝ ０ ．

（３）设 f （x ，y）是定义在 D ＝ ｛（x ，y） ：x ＞ ０ ，y ＞ ０｝上的正值连续函数（见 １畅３

节） ，且对每个变量均是递增的 ，又存在 a＞ ０ ，使得

f （x ，x） ＞ x 　 （０ ＜ x ＜ a） ，　 f （x ，x） ＜ x 　 （x ＞ a） ．

若对给定的 a１ ＞ ０ ，a２ ＞ ０ ，令 an ＝ f （an － １ ，an － ２ ）（n＞ ２） ，则 an → a（n→ ∞ ） ．

证明 　 （１）对点列｛（xn ，yn）｝ ：xn → ０ ，yn → ０（n → ∞ ）以及 M ＞ ０ ，存在 N ，当 n ，
m ≥ N时有｜xn － xm ｜＋ ｜yn － ym ｜＜ ε／M ．从而知

| f （xn ，yn ） － f （xm ，ym ） | ≤ M ·
ε
M ＝ ε　 （n ，m ≥ N） ．

即｛ f （xn ，yn）｝是 R１ 中的 Cauchy列 ，故存在 lim
（ x ，y） → （０ ，０）

f （x ，y）＝ A ．由（i）即知 A ＝ ０ ．

（２）为证 lim
x → ＋ ∞

f′（x）＝ ０ ，只需指出

lim
x → ＋ ∞

lim
y → ０

＋

f （x ＋ y） － f （x）
y ＝ lim

y → ０
＋

lim
x → ＋ ∞

f （x ＋ y） － f （x）
y

．

　 　为此 ，令 g（x ，y）＝ ［ f （x ＋ y） － f （x）］／y ，我们有

（i） lim
x → ＋ ∞

g（x ，y）＝ （A － A）／y ＝ ０ 　 （y ＞ ０） ．

（ii）因为 f′（ x）在 ［１ ，∞ ）上一致连续 ，所以对任给 ε ＞ ０ ，存在 δ ＞ ０ ，使得

｜f′（x′） － f′（x″）｜＜ ε（｜x′ － x″｜＜ δ） ．从而有

| g（x ，y） － f′（x） | ＝ | f′（x ＋ θy） － f′（x） | ＜ ε

（０ ＜ y ＜ δ ，x ∈ ［１ ，∞ ） ，０ ＜ θ ＜ １） ．

这说明 lim
y → ０

＋
g（x ，y）＝ f′（x）（对 x一致） ．从而根据例 １畅２畅１２（２） ，即得所证 ．

（３）易知 f （a ，a）＝ a ，令 b１ ＝ b２ ＝ min｛a１ ，a２ ｝ ，bn ＝ f （bn － １ ，bn － ２ ）（n＞ ２） ．

　 　若 min｛ a１ ，a２ ｝ ＜ a ，则｛bn｝是严格递增列 ，且 bn ≤ a（n∈ N） ．

若 min｛a１ ，a２ ｝ ＞ a ，则｛bn｝是严格递减列 ，且 bn ≥ a（n ∈ N） ．由此可知 bn →
a（n → ∞ ） ，显然 an ≤ bn （n∈ N） ．

现在令 c１ ＝ c２ ＝ max｛a１ ，a２ ｝ ，cn ＝ f （cn － １ ，cn － ２ ）（n＞ ２） ，则同理可证 cn → a（n →
∞ ） ．又有 cn ≤ an（n ∈ N） ．这说明 an → a（n → ∞ ） ．

注 　特例 ：a１ ＞ ０ ，a２ ＞ ０ ，an ＋ ２ ＝ an ＋ an ＋ １ （n ＝ １ ，２ ，⋯ ） ，则令 f （x ，y） ＝ x ＋ y ，可知

an → ４（n→ ∞ ） ．

例 1畅2畅15 　试证明下列命题 ：

（１）设 f （x ，y）是 R２ 上的 m次齐次函数 ，且在有界区域上有界 ，则

lim
（x ，y） → （０ ，０）

f （x ，y） ＝ ０ ．

·２１· 第 １章 　多元函数的极限与连续性



　 　 （２） （内积的连续性）设 Rn 中的点列｛Xk｝ ，｛Y k｝满足

lim
k → ∞

Xk ＝ X０ ，　 lim
k → ∞

Yk ＝ Y０ ，

则枙Xk ，Yk枛 → 枙X０ ，Y０ 枛（k → ∞ ） ．

证明 　 （１）不妨限制在范围 x２ ＋ y２ ≤ １内 ．令 x ＝ rcos θ ，y ＝ rsinθ ，则由题设知
（｜f（x ，y）｜≤ M ，x２ ＋ y２ ≤ １） f （x ，y）＝ f （rcosθ ，rsinθ）＝ rm f （cosθ ，sinθ） ．

从而有｜f （x ，y）｜≤ rm ｜ f （cosθ ，sinθ）｜≤ M rm → ０（（x ，y） → （０ ，０）） ．

（２）依题设知 ，存在 M′ ＞ ０ ，使得 ‖ Yk ‖ ≤ M′（k ∈ N） ．令 M ＝ max ｛M′ ，

‖ X０ ‖ ｝ ，则对任给 ε＞ ０ ，存在 N ，使得

‖ Xk － X０ ‖ ＜ ε／２M ，　 ‖ Yk － Y０ ‖ ＜ ε／２M 　 （k ≥ N） ．

从而当 k ≥ N时我们有
| 枙Xk ，Yk枛 － 枙X０ ，Y０ 枛 | ＝ | 枙Xk ，Yk枛 － 枙X０ ，Yk枛 ＋ 枙X０ ，Yk枛 － 枙X０ ，Y０ 枛 |

＝ | 枙Xk － X０ ，Y k枛 ＋ 枙X０ ，Y k － Y０ 枛 |
≤ | 枙Xk － X０ ，Y k枛 | ＋ | 枙X０ ，Y k － Y０ 枛 |
≤ ‖ Xk － X０ ‖ ‖ Yk ‖ ＋ ‖ X０ ‖ ‖ Y k － Y０ ‖

＜ ε／２ ＋ ε／２ ＝ ε ．

１畅３ 　多元函数的连续性

定义 1畅3畅1 　设 f ：E 炒 Rn
→ Rm

，X０ ∈ E ．若对任给 ε＞ ０ ，存在 δ＞ ０ ，使得

‖ f （X） － f （X０ ） ‖ ＜ ε　 （X ∈ E且 ‖ X － X０ ‖ ＜ δ） ，

则称 f 在 X０ 处连续 ．

当然 ，若 X０ 是 E的孤立点 ，则 f 在 X０ 处连续 ；若 X０ ∈ E′ ，则 f 在 X０ 处连续就是存在极限

lim
X → X０
X ∈ E

f （X） ＝ f （X０ ） ．

　 　此外 ，若 f 在 E的任一点处皆连续 ，则称 f 在 E上连续 ，记为 f ∈ C（E ，Rm
） ．C（E ，R１

）简记

为 C（E） ．易知函数的连续性对四则运算是封闭的 ；f 在 X０ 处连续的充分必要条件是 ：对 E中任
一收敛于 X０ 的点列｛Xk｝ ，均有 f （Xk ） → f （X０ ）（k → ∞ ） ．下述性质成立 ：

（１）若 f ∈ C（E） ，即 f （x１ ，x２ ，⋯ ，xn ）是 E上的 n 元连续函数 ，则固定 x１ ，x２ ，⋯ ，xi － １ ，

xi ＋ １ ，⋯ ，xn ，f （x１ ，⋯ ，xn ）是单变量 xi 的连续函数 ．

（２）设 f ：E 炒 Rn
→ Rm 是向量函数 ：

f （X） ＝ （ f１ （X） ，f２ （X） ，⋯ ，f n（X）） ，　 f k ：E → R１
，

则 f 在点 X０ ∈ E处连续当且仅当 ，每个分量函数 f k （k ＝ １ ，２ ，⋯ ，n）在 X０ 处连续 ．

定理 1畅3畅1 　设 F炒 Rn 是有界闭集 ，f ∈ C（E ，Rm
） ，我们有

（１） f （F） 炒 Rm 是有界闭集 ．

（２） f 在 F上一致连续 ．即对任给 ε＞ ０ ，存在 δ＞ ０ ，使得

‖ f （X２ ） － f （X１ ） ‖ ＜ ε　 （X１ ，X２ ∈ F ，‖ X２ － X１ ‖ ＜ δ） ．
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　 　 （３） m＝ １时 ，f （X）在 F上可取到最大 、最小值 ，即存在 F中两点 X１ ，X２ ，使得

f （X１ ） ≤ f （X） ≤ f （X２ ） 　 （X ∈ F） ．

　 　定理 1畅3畅2 　设 D是 Rn 中的连通集 ，f ∈ C（D） ．

（１）若有 D内两点 X１ ，X２ ，使得 f （X１ ）＜ ０ ，f （X２ ） ＞ ０ ，则存在 X０ ∈ D ，使得 f（X０ ）＝ ０ ．

（２） f （E）是连通集 ．

例 1畅3畅1 　试论下列函数的连续性 ：

（１） f （x ，y）＝ sin（x y）／ x２ ＋ y２ ， （x ，y） ≠ （０ ，０）

０ ， （x ，y）＝ （０ ，０） ．

（２） f （x ，y）＝
２ x y／（x２ ＋ y２ ） ， （x ，y） ≠ （０ ，０） ，

０ ， （x ，y）＝ （０ ，０） ．

（３） f （x ，y）＝
xsin（１／y） ， y ≠ ０ ，

０ ， y ＝ ０ ．

（４） f （x ，y）＝
ln（１ ＋ x y）／x ， x ≠ ０ ，

y ， x ＝ ０ ．

（５） f （x ，y）＝
０ ， x是无理数 ，

y ， x是有理数 ．

（６） f （x ，y ，z）＝ x２ ＋ y２ － z２
x２ ＋ y２ ＋ z２ ．

解 　 （１）注意到 ２｜x y｜≤ x２ ＋ y２ ，我们有

| f （x ，y） | ≤ | sin xy | ／ ２ | xy |
≤ | xy | ／２sin | xy | ／ | xy | （（x ，y） ≠ （０ ，０）） ．

由此可知 lim
（x ，y） → （０ ，０）

f （x ，y）＝ ０ ＝ f （０ ，０） ，即 f 在点（０ ，０）处连续 ．

（２）注意到lim
n → ∞

f （１／n ，１／n）＝ １ ，lim
n → ∞

f （２／n ，１／n） ＝ ４／５ ，故 f 在点（０ ，０）处不连

续（注意 ，f 是单元连续的） ．

（３）设 x０ ∈ R１
，且令 yn ＝ ２／（４n ＋ １）π ，xn ＝ nx０ ／（n ＋ １）（n ∈ N） ，则 yn → ０ ，

xn → x０ （n → ∞ ） ，且知（设 x０ ≠ ０）

lim
n → ∞

f （xn ，yn ） ＝ lim
n → ∞

nx０

n ＋ １
sin （４n ＋ １）π

２
＝ x０ ≠ f （x０ ，０） ．

即 f 在点（x０ ，０）（x０ ≠ ０）处不连续 ．因为｜ f （x ，y）｜＝ ｜xsin（１／y）｜＜ ｜x｜ ，所以 f 在
（０ ，０）处连续 ．

（４）注意 x y ＞ － １ ．显然 ，f 在 x ≠ ０的点处是连续的 ．对 x ＝ ０ ：

（i）在（０ ，０）处 ．对任给 ε ：０ ＜ ε＜ １ ，则在｜x｜＜ ε ，｜y｜＜ ε时有

| f （x ，y） － f （０ ，０） | ＝ | ln（１ ＋ x y）／x | ≤ | xy | ／ | x | ＝ | y | ， x ≠ ０ ，

| y | ， x ＝ ０ ．

即 f 在（０ ，０）处连续 ．
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（ii）在（０ ，y０ ）（y０ ≠ ０）处 ．对 ε ：０ ＜ ε＜ １ ，存在 δ ：０ ＜ δ＜ ε／２（｜y０ ｜＋ １） ，使得

ln（１ ＋ xy）
xy － １ ＜

ε
２ | y０ | ＋ １

　 （y ≠ ０ ，０ ＜ | x | ＜ δ ，| y － y０ | ＜ δ） ．

从而我们有

| f （x ，y） － f （０ ，y０ ） | ＝ | y［ln（１ ＋ xy）／xy － １］ ＋ （y － y０ ） |
≤ （| y０ | ＋ δ）ε／２（| y０ | ＋ １） ＋ δ ＜ ε／２ ＋ ε／２ ＝ ε ．

这说明 f 在（０ ，y０ ）处连续 ．

（５）考察点（x０ ，y０ ）的邻域 U内的值 ，我们有

（i）若 y０ ≠ ０ ，则在 U内 f 可取零值 ，又可取值 y０ ，f 在点（x０ ，y０ ）处不连续 ．

（ii）若 y０ ＝ ０ ，则在 U内 f 的最大值为｜y｜ ，这说明 f 在 x 轴（y ＝ ０）上连续 ．

（６）注意到 f （０ ，０ ，z）＝ － １ ，f （x ，y ，０）＝ １ ，故 f 在（０ ，０ ，０）处不连续 ．

例 1畅3畅2 　试证明下列命题 ：

（１）设 f ：R２
→ R１ 满足 ：

　 　 （i） f （x ，y）是单变量连续的 ，

　 　 （ii）若 K 炒 R２ 是有界闭集 ，则 f （K） 炒 R１ 是有界闭集 ，

则 f （x ，y）在 R２ 上连续 ．

（２）设 f ：R２
→ R１ 满足 ：

　 　 （i）若 K 炒 R２ 是有界闭集 ，则 f （K） 炒 R１ 是有界闭集 ，

　 　 （ii）若｛Kn｝是 R２ 中的有界闭集列 ，且有

f ∩
∞

n ＝ １
Kn ＝ ∩

∞

n＝ １
f （Kn） ，　 Kn 车 Kn＋ １ 　 （n ∈ N） ，

则 f （x ，y）在 R２ 上连续 ．

（３）设 F１ ，F２ 是 Rn 中两个互不相交的非空闭集 ，则存在 f ∈ C（Rn
） ，使得

　 　 （i） ０ ≤ f （X） ≤ １（X ∈ Rn
） ．

　 　 （ii） F１ ＝ ｛X ：f （X）＝ １｝ ；F２ ＝ ｛X ：f （X）＝ ０｝ ．

证明 　 （１）只需指出 f 在（０ ，０）处连续即可（一般情形作变量替换） ，且不妨假

定 f （０ ，０）＝ ０（否则 ，加一个常数） ．

反证法 ．假定 f 在（０ ，０）处不连续 ，则存在 ε０ ＞ ０ ，以及点列｛（xn ，yn ）｝ ：（xn ，yn ） →
（０ ，０）（n→ ∞ ） ，使得｜ f （xn ，yn ）｜≥ ε０ （n∈ N） ．

　 　根据 f 对变量 x 的连续性可知 ，存在 δ＞ ０ ，使得｜ f （x ，０）｜＜ ε／２（｜x ｜＜ δ） ．由

此知存在 N ，使得｜xn ｜＜ δ（n≥ N） ．从而有｜ f （xn ，０）｜＜ ε／２（n≥ N） ．

取定 n≥ N ，注意到 f （xn ，y）对 y连续 ，故依中值定理知 ，存在 y′n ：０ ＜ y′n ＜ yn ，

使得｜ f （xn ，y′n）｜＝ nε０ ／（n＋ １） ．由于 yn → ０（n → ∞ ） ，故 y′n → ０（n → ∞ ） ．因此 ，K ＝

｛（xn ，y′n ） ：n ≥ N｝ ∪ ｛（０ ，０）｝是有界闭集 ．根据题设 ，f （K）是有界闭集 ．但是 ，点集

f （K） ＝ ｛nε０ ／（n ＋ １） ：n ≥ N｝ ∪ ｛０｝
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不包含极限点 x ＝ ε０ ，导致矛盾 ．证毕 ．

（２）设 X０ ＝ （x０ ，y０ ） ∈ R２
，令 z０ ＝ f （x０ ，y０ ） ，则对任给 ε ＞ ０ ，作区间 Iε ＝

（z０ － ε ，z０ ＋ ε）以及闭球列 Kn ＝ 珚B（X０ ，１／n）（n∈ N） ，由（ii）知 ∩
∞

n＝ １
f （Kn ） ＝ ｛ f （X０ ）｝ ．

因为｛（R１
＼Iε ） ∩ f （Kn ）｝是递减有界闭集列 ，且其交集为空集 ，所以存在 n０ ，使得

（R１
＼Iε ） ∩ f （Kn

０
） ＝ 碬 ．

这说明｜ f （X） － f （X０ ）｜＜ ε（ ‖ X － X０ ‖ ＜ １／n０ ） ，即 f 在（x０ ，y０ ）处连续 ．

（３）函数 f （X） ＝ d（X ，F２ ）／［d（X ，F１ ） ＋ d（X ，F２ ）］即为所求 ．

例 1畅3畅3 　试证明下列命题 ：

（１）设 D ＝ ｛（x ，y） ：０ ≤ x ≤ １ ，０ ≤ y ≤ １｝ ，f （x ，y）是 D上单变量连续的函数 ．

又有 E 炒 D且 珚E ＝ D ．若 f （x ，y）＝ ０（（x ，y） ∈ E） ，则 f （x ，y）＝ ０（（x ，y） ∈ D） ．

（２）设 D ＝ ｛（x ，y） ：a≤ x ≤ b ，c ≤ y ≤ d｝ ，f （x ，y）定义在 D上 ．若 f （x ，y）是单
变量 x的连续函数 ，且对任意的 y０ ∈ ［c ，d］ ，有

lim
y → y

０

f （x ，y） ＝ f （x ，y０ ） 　 （对 x ∈ ［a ，b］一致） ，

则 f （x ，y）在 D上连续 ．

（３）设 f （x ，y）在 D ＝ ｛（x ，y） ：a＜ x ＜ b ，c ＜ y ＜ d｝上定义 ．若 f （x ，y）对单变量
x连续 ，且有（Lip １）M ＞ ０ ，使得

| f （x ，y′） － f （x ，y″） | ≤ M | y′ － y″ | 　 （a ＜ x ＜ b ；c ＜ y′ ，y″ ＜ d） ，

则 f （x ，y）在 D上连续 ．

（４）设 f （x ，y）是 R２ 上单变量连续的函数 ，且 f （x ，y）在视作 y的函数时是单
调的 ，则 f （x ，y）在 R２ 上连续 ．

证明 　 （１）任取（x０ ，y０ ） ：０ ＜ x０ ＜ １ ，０ ＜ y０ ＜ １ ，往证 f （x０ ，y０ ） ＝ ０ ．为此 ，只需

指出 ，对任给 δ＞ ０ ，存在 x′ ∈ ［x０ ，x０ ＋ δ］ 扯 I１ ，使得 f （x′ ，y０ ）＝ ０ ．我们作｛an｝ ：

１ ＞ a１ ＞ a２ ＞ ⋯ ＞ an ＞ ⋯ ＞ y０ ，　 lim
n → ∞

an ＝ y０ ，

并记 Jn ＝ ［an ＋ １ ，an ］（n∈ N） ．由 珚E ＝ D可知 ，存在 x１ ∈ I１ ，y１ ∈ J１ ，使 f （x１ ，y１ ）＝ ０ ．

又由 f 的连续性 ，可知存在 I２ ＝ ［α２ ，β２ ］ 炒 I１ ，使得 ｜ f （x ，y１ ）｜＜ １（x ∈ I２ ） ．类似地

可知 ，存在 y２ ∈ J２ 以及闭区间 I３ 炒 I２ ，使得｜ f （x ，y２ ）｜＜ １／２（x ∈ I３ ） ．继续这一过

程 ，可得闭区间列｛ In｝ ，点列｛yn｝满足
In＋ １ 炒 In ，　 yn ∈ Jn ，　 | f （x ，yn ） | ＜ １／n 　 （x ∈ In＋ １ ） ．

根据区间套定理可知 ，存在 x′ ∈ In （n∈ N） ，从而有｜ f （x′ ，yn ）｜＜ １／n（n ∈ N） ．

因为 yn ∈ Jn（n ∈ N）且 yn → y０ （n → ∞ ） ，而 f （x′ ，y）是单变量 y的连续函数 ，所

以在上式中令 n→ ∞ ，导出｜ f （x′ ，y０ ）｜＝ ０ ．

（２）设（x０ ，y０ ） ∈ D ．依题设知 ，对任给 ε＞ ０ ，存在 δ＞ ０ ，使得当｜x － x０ ｜＜ δ时

有｜ f （x ，y０ ） － f （x０ ，y０ ）｜＜ ε／２ ，以及

·６１· 第 １章 　多元函数的极限与连续性



| f （x ，y） － f （x ，y０ ） | ＜ ε／２ 　 （ | y － y０ | ＜ δ ，a ≤ x ≤ b ，c ≤ y ≤ d） ，

从而可得（（x ，y） ∈ D ，｜x － x０ ｜＜ δ ，｜y － y０ ｜＜ δ）

| f （x ，y） － f （x０ ，y０ ） | ≤ | f （x ，y） － f （x ，y０ ） | ＋ | f （x ，y０ ） － f （x０ ，y０ ） | ＜ ε ．

　 　 （３）注意条件 Lip １与上题一致极限条件的比较 ．

（４）设（x０ ，y０ ） ∈ R２
．依题设知 ，对任给 ε＞ ０ ，存在 δ１ ＞ ０ ，使得 ｜ f （x０ ，y） －

f （x０ ，y０ ）｜＜ ε／２（｜y － y０ ｜＜ δ１ ） ．又存在 δ２ ＞ ０ ，使得

| f （x ，y０ ± δ１ ） － f （x０ ，y０ ± δ１ ） | ＜ ε／２ 　 （| x － x０ | ＜ δ２ ） ．

不妨假定 f 对 y 是递增函数 ，则当｜x － x０ ｜＜ δ２ ，｜y － y０ ｜≤ δ１ 时 ，有

f （x ，y０ － δ１ ） ≤ f （x ，y） ≤ f （x ，y０ ＋ δ１ ） ．

| f （x ，y０ ± δ１ ） － f （x０ ，y０ ） | ≤ | f （x ，y０ ± δ１ ） － f （x０ ，y０ ± δ１ ） |
　 ＋ | f （x０ ，y０ ± δ１ ） － f （x０ ，y０ ） | ＜ ε ．

由此即知存在 δ＞ ０ ，使得｜ f （x ，y） － f （x０ ，y０ ）｜＜ ε（｜x － x０ ｜＜ δ ，｜y － y０ ｜＜ δ） ．

例 1畅3畅4 　试证明下列命题 ：

（１）设 D ＝ ｛（x ，y） ：a＜ x ＜ b ，c ＜ y ＜ d｝ ，f （x ，y）在 D上连续 ，φ ∈ C（（a ，b））且
c＜ φ（x）＜ d ，则 F（x）＝ f （x ，φ（x））在（a ，b）上连续 ．

（２）设 D ＝ ｛（x ，y） ：０ ≤ x ≤ １ ，０ ≤ y ≤ １｝ ，f （x ，y）在 D 上连续 ．若 g（x） ＝
max｛ f （x ，y） ：y ∈ ［０ ，１］｝ ，则 g ∈ C（［０ ，１］） ．

（３）设 D ＝ ｛（x ，y ，z） ：a≤ x ，y ，z ≤ b｝ ，f （x ，y ，z）在 D上连续 ．令

φ（x） ＝ max
a≤ y ≤ x

min
a≤ z ≤ b

｛ f （x ，y ，z）｝ ，

则 φ ∈ C（［a ，b］） ．

证明 　 （１）设（x０ ，y０ ） ∈ D ，则由题设知 ，对任给 ε＞ ０ ，存在 δ１ ＞ ０ ，使得

| f （x ，y） － f （x０ ，y０ ） | ＜ ε　 （| x － x０ | ＜ δ１ ，| y － y０ | ＜ δ１ ） ．

　 　记 y ＝ φ（x） ，y０ ＝ φ（x０ ） ，则依条件 ，存在 δ２ ＞ ０ ，使得

| φ（x） － φ（x０ ） | ＝ | y － y０ | ＜ δ１ 　 （ | x － x０ | ＜ δ２ ） ．

因此 ，对 y ＝ φ（x） ∈ （c ，d）（x ∈ （a ，b）） ，我们有

| f （x ，φ（x）） － f （x０ ，φ（x０ ）） | ＜ ε　 （| x － x０ | ＜ δ ＝ min｛δ１ ，δ２ ｝） ．

即 F∈ C（（a ，b）） ．

（２）对 y ∈ ［０ ，１］ ，令 gy （x） ＝ f （x ，y）（x ∈ ［０ ，１］） ，易知 g（x） ＝ sup｛gy （x） ：

y ∈ ［０ ，１］｝ ．注意到 f 在 D 上一致连续 ，故｛ gy （x）｝是一族等度连续函数 ．对任给

ε＞ ０ ，x０ ∈ ［０ ，１］ ，存在 y０ ∈ ［０ ，１］ ，使得 gy０ （x０ ） ≤ g（x０ ） ＜ gy０ （x０ ） ＋ ε ．又存在 δ＞

０ ，使得｜gy （r） － gy （s）｜＜ ε（｜r － s｜＜ δ ，y ∈ ［０ ，１］） ．现在对满足 ｜x０ － x１ ｜＜ δ的

x１ ∈ ［０ ，１］ ，存在 y１ ∈ ［０ ，１］ ，使得 gy１ （x１ ） ≤ g（x１ ）＜ gy１ （x１ ） ＋ ε ．

根据等度连续性 ，又推出 ｜gy０ （x０ ） － gy０ （x１ ）｜＜ ε ，｜gy１ （x０ ） － gy１ （x１ ）｜＜ ε ．

导出
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gy０ （x０ ） ＜ gy０ （x１ ） ＋ ε ＜ g（x１ ） ＋ ε ＜ gy１ （x１ ） ＋ ２ε ，

gy１ （x１ ） ＜ gy１ （x０ ） ＋ ε ＜ g（x０ ） ＋ ε ＜ gy０ （x０ ） ＋ ２ε ．

这说明｜gy１ （x１ ） － gy０ （x０ ）｜＜ ２ε ，随之有 ｜g（x０ ） － g（x１ ）｜＜ ε（｜x０ － x１ ｜＜ δ） ，即

g ∈ C（［０ ，１］） ．

（３）令 ψ（x ，y）＝ min
a≤ z ≤ b

｛ f （x ，y ，z）｝（a≤ x ，y ≤ b） ，注意到 f 在 D 上的一致连续
性可知 ，对 a≤ x０ ，y０ ≤ b ，ε＞ ０ ，存在 η＞ ０ ，使得（｜x － x０ ｜＜ η ，｜y － y０ ｜＜ η）

f （x０ ，y０ ，z） － ε ＜ f （x ，y ，z） ＜ f （x０ ，y０ ，z） ＋ ε ．

由此知 ψ（x０ ，y０ ） － ε ≤ ψ（x ，y） ≤ ψ（x０ ，y０ ） ＋ ε（｜x － x０ ｜ ＜ η ，｜y － y０ ｜ ＜ η） ，即

ψ（x ，y）在 a≤ x ，y ≤ b上连续 ，自然也是一致连续的 ．因此 ，存在 δ＞ ０ ，使得

| ψ（x′ ，y′） － ψ（x″ ，y″） | ＜ ε／２ 　 （a ≤ x′ ，x″ ，y′ ，y″ ≤ b ；
| x′ － x″ | ＜ δ ，| y′ － y″ | ＜ δ） ． ①

　 　现在对任意取定的 x０ ∈ ［a ，b］ ，我们有

ψ（x０ ，y） － ε／２ ＜ ψ（x ，y） ＜ ψ（x０ ，y） ＋ ε／２ 　 （x ∈ ［a ，b］且 | x － x０ | ＜ δ） ．

从而导出

max
a≤ y ≤ x

｛ψ（x０ ，y）｝ －
ε
２

≤ max
a≤ y ≤ x

｛ψ（x ，y）｝ ≤ max
a≤ y ≤ x

｛ψ（x０ ，y）｝ ＋
ε
２

．

又根据式 ①可推知

ψ（x０ ，x０ ） － ε／２ ≤ max
x
０ － δ≤ y ≤ x

｛ψ（x０ ，y）｝ ≤ ψ（x０ ，x０ ） ＋ ε／２ ．

这说明

max
a≤ y ≤ x

｛ψ（x０ ，y）｝ ＝ max（ max
a≤ y ≤ x

０ － δ
｛ψ（x０ ，y）｝ ， max

x
０ － δ≤ y ≤ x

｛ψ（x０ ，y）｝）

≤ max
a≤ y ≤ x

０

｛ψ（x０ ，y）｝ ＋ ε／２ ．

即 φ（x） ≤ φ（x０ ） ＋ ε ．类似地可证 φ（x０ ） － ε≤ φ（x） ，证毕 ．

例 1畅3畅5 　试证明下列命题 ：

（１）令 D１ ＝ ｛（x ，y） ：a＜ x ＜ b ，c＜ y ＜ d｝ ，设 f （x ，y）在 D１ 上连续 ．又令 D２ ＝

｛（u ，v） ：a′ ＜ u＜ b′ ，c′＜ v ＜ d′｝ ，而 φ（u ，v） ，ψ（u ，v）在 D２ 上连续 ，且 a＜ φ（u ，v） ＜
b ，c ＜ ψ（u ，v）＜ d ．则 F（u ，v）＝ f （φ（u ，v） ，ψ（u ，v））在 D２ 上连续 ．

（２）设 f （X）＝ f （x ，y）在圆周 L ：x２ ＋ y２ ＝ a２ 上连续 ，则存在该圆的一条直径

X１ X２ ：‖ X１ ‖ ＝ a＝ ‖ X２ ‖ ，使得 f （X１ ） ＝ f （X２ ） ．

（３）设 f （x ，y） ，g（x ，y）是 R２ 上的 m次齐次连续函数 ，f （x ，y） ≥ ０ ．若（x ，

y） ≠ （０ ，０）且 f （x ，y）＝ ０时有 g（x ，y）＞ ０ ，则存在 α ，β ，使得

α f （x ，y） ＋ βg（x ，y） ≥ （x２ ＋ y２ ）m／２ 　 （（x ，y） ∈ R２
） ．

　 　证明 　 （１）设（u０ ，v０ ） ∈ D２ ，并记 x０ ＝ φ（u０ ，v０ ） ，y０ ＝ ψ（u０ ，v０ ） ，则对任给 ε＞

０ ，存在 σ＞ ０ ，使得
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| f （x ，y） － f （x０ ，y０ ） | ＜ ε　 （| x － x０ | ＜ σ ，| y － y０ | ＜ σ） ．

又存在 δ＞ ０ ，使得当｜u － u０ ｜＜ δ ，｜v － v０ ｜＜ δ时有

| φ（u ，v） － φ（u０ ，v０ ） | ＜ σ ，　 | ψ（u ，v） － ψ（u０ ，v０ ） | ＜ σ ．

从而可得

| f ［φ（u ，v） ，ψ（u ，v）］ － f ［φ（u０ ，v０ ） ，ψ（u０ ，v０ ）］ |
＝ | F（u ，v） － F（u０ ，v０ ） | ＜ ε　 （ | u － u０ | ＜ δ ，| v － v０ | ＜ δ） ．

由此即得所证 ．

（２）采用新变量 x ＝ acosθ ，y ＝ asinθ ，则 f 改写为

f （acosθ ，asinθ） 扯 g（θ） 　 （０ ≤ θ ≤ ２π） ．

令 F（θ）＝ g（θ＋ π） － g（θ）（０ ≤ θ ≤ π） ，则 F ∈ C（［０ ，π］） ，且 F（０） ＝ g（π） － g（０） ，

F（π）＝ g（２π） － g（π） ．注意到 g（０） ＝ g（２π） ，故知 F（０） ＝ － F（π） ．从而由中值定

理知 ，存在 θ０ ∈ ［０ ，π］ ，使得 F（θ０ ） ＝ ０ ，即 g（θ０ ）＝ g（θ０ ＋ π） ．这就是说

f （acosθ０ ，asinθ０ ） ＝ f （－ acosθ０ ，－ asinθ０ ） ．

　 　 （３）令 D ＝ ｛（x ，y） ：x２ ＋ y２ ＝ １｝ ，F＝ D ∩ f － １
（０） ，则 F是有界闭集 ，且由题设

知 g（x ，y）＞ ０（（x ，y） ∈ F） ．从而对某个 ε０ ＞ ０ ，有 g（x ，y） ≥ ２ε０ （（x ，y） ∈ F） ．因此 ，

存在开集 G ：F炒 G ，使得 g（x ，y） ≥ ε０ （（x ，y） ∈ G） ．此外 ，又存在 δ＞ ０ ，使得

f （x ，y） ≥ δ　 （（x ，y） ∈ D＼G） ．

因为可取 G ，使得（０ ，０） 碒 G ，而且根据（齐次性）（X ＝ （x ，y））
f （x ，y） ＝ ‖ X ‖

m f （X／‖ X ‖ ） ，　 g（x ，y） ＝ ‖ X ‖
m g（X／‖ X ‖ ） ，

可知

f （x ，y）／‖ X ‖
m
≥ δ（X／ ‖ X ‖ ∈ D＼G） ；　 g（x ，y）／ ‖ X ‖

m
≥ ε０ （X／‖ X ‖ ∈ G） ．

　 　现在令 α＝ １／δ ，β＝ １／ε０ ，我们有

α f （x ，y） ＋ βg（x ，y） ≥ ‖ X ‖
m
　 （（x ，y） ≠ （０ ，０）） ．

对于（x ，y）＝ （０ ，０） ，结论自然成立 ．

例 1畅3畅6 　试证明下列命题 ：

（１）设 f （x ，y）在［a ，b］ × ［c ，d］上连续 ，｛φn （x）｝是［a ，b］上的一致收敛函数
列 ，c ≤ φn （x） ≤ d（n∈ N） ，则 Fn （x）＝ f ［x ，φn （x）］在［a ，b］上一致收敛 ．

（２）设 D ＝ ｛（x ，y） ：０ ≤ x ，y ≤ １｝ ，f （x ，y）在 D上连续 ，令

Bn（ f ；x ，y） ＝ ∑
n

k ＝ ０

Ck
n f k

n ，y x k
（１ － x）n － k 　 （（x ，y） ∈ D） ，

则 lim
n → ∞

Bn（ f ；x ，y）＝ f （x ，y）（关于（x ，y） ∈ D一致） ．

证明 　 （１）注意到 f 在 D 上一致连续 ，故对任给 ε＞ ０ ，存在 δ＞ ０ ，使得

| f （x ，y′） － f （x ，y″） | ＜ ε　 （x ∈ ［a ，b］ ；y′ ，y″ ∈ ［c ，d］且 | y′ － y″ | ＜ δ） ．

　 　因为｛φn （x）｝是一致收敛列 ，所以存在 N ，使得

| φn＋ p （x） － φn （x） | ＜ δ　 （n ＞ N ，p ∈ N ，x ∈ ［a ，b］） ．
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从而视 y′＝ φn ＋ p （x） ，y″＝ φn （x） ，可知

| f （x ，φn＋ p （x）） － f （x ，φn （x）） | ＜ ε　 （n ＞ N ，p ∈ N ，x ∈ ［a ，b］） ．

这就是说 ，Fn （x）在［a ，b］上一致收敛 ．

（２）注意到 ∑
n

k ＝ ０

Ck
n x k

（１ － x）n － k ≡ １ ，故知

| Bn （ f ；x ，y） － f （x ，y） | ＝ ∑
n

k ＝ ０

f k
n ，y － f （x ，y） Ck

n x k
（１ － x）n － k

≤ ∑
k
n － x ≤ δ

＋ ∑
k
n － x ＞ δ

f k
n ，y － f （x ，y） C k

n x k
（１ － x）n － k

≤ ε ＋
２M
δ
２

x（１ － x）
n 　 （ | f （x ，y） | ≤ M） ，

其中 ，由 f 的一致连续知 ，当｜x′ － x″｜≤ δ时有｜ f （x′ ，y） － f （x″ ，y）｜＜ ε ．

例 1畅3畅7 　试证明下列命题 ：

（１） f （x ，y）＝ x２ ＋ y２在 R２ 上一致连续 ．

（２） f （x ，y）＝ sin（π／（１ － x２ － y２ ））在 D ＝ ｛（x ，y） ：x２ ＋ y２ ＜ １｝上不一致连续 ．

（３） f （x ，y）＝ sin（x y）在 R２ 上不一致连续 ．

证明 　 （１）对（x１ ，y１ ） ，（x２ ，y２ ） ∈ R２
，我们有不等式

| f （x１ ，y１ ） － f （x２ ，y２ ） | ＝
（x１ － x２ ）（x１ ＋ x２ ） ＋ （y１ － y２ ）（y１ ＋ y２ ）

x２１ ＋ y２１ ＋ x２２ ＋ y２２

≤
| x１ － x２ | | x１ ＋ x２ |
x２１ ＋ y２１ ＋ x２２ ＋ y２２

＋
| y１ － y２ | | y１ ＋ y２ |
x２１ ＋ y２１ ＋ x２２ ＋ y２２

≤ | x１ － x２ | | x１ | ＋ | x２ |
x２１ ＋ x２２

＋ | y１ － y２ | | y１ | ＋ | y２ |
y２１ ＋ y２２

≤ | x１ － x２ | ＋ | y１ － y２ | ．
由此即可得证 ．

（２）显然 ，f （x ，y）在 D上是连续的 ．取两个点列（０ ＜ θ＜ ２π） ：

Xn ＝ （x′n ，y′n ） ＝ （ １ － １／２n · cosθ ， １ － １／２n · sinθ） ，

Yn ＝ （x″n ，y″n ） ＝ （ １ － ２／（４n ＋ １） · cosθ ， １ － ２／（４n ＋ １）sinθ） ，

则可导出

‖ Xn － Yn ‖ ＝ （x′n － x″n ）２ ＋ （y′n － y″n ）２

＝ | １ － １／２n － １ － ２／（４n ＋ １） | → ０ 　 （n → ∞ ） ，

| f （Xn ） － f （Yn ） | ＝ | sin（２nπ） － sin（π／２ ＋ ２nπ） | ＝ １ ．

由此即可得证 ．
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（３）易知 f （x ，１／x）＝ sin１ ．又在点（x０ ，１／x０ ）的 δ邻域 U内 ，当正值 x０ 充分大
时 ，存在（x０ ，０） ∈ U ．此时 f （x０ ，０）＝ ０ ，故不一致连续 ．

例 1畅3畅8 　试证明下列命题 ：

（１）设 f （x ，y）在｛（x ，y） ：x ＞ ０ ，y ∈ R１
｝上一致连续 ，则对任意的 y０ ∈ R１

，存在

极限 lim
x → ０

＋

y → y
０

f （x ，y） ．

（２）设 f （x ，y）在 D ：（０ ，１） × （０ ，１）上一致连续 ，则 f （x ，y）在 D上有界 ．

（３）设 g ∈ C（R１
） ，令 f （x ，y） ＝ g（ xy） ．若 f （ x ，y）在 R２ 上一致连续 ，则

g（x） ≡ C（常数） ．

证明 　 （１）对任意满足 xn → ０＋
（n → ∞ ） ，yn → y０ （n → ∞ ）的点列｛（xn ，yn ）｝ ，以

及任给 ε＞ ０ ，存在 δ＞ ０ 以及 N ，使得 ｜xn － xm ｜＜ δ ，｜yn － ym ｜＜ δ（n ，m ＞ N） ，且

｜f （xn ，yn ） － f （xm ，ym ）｜＜ ε ．这就是说｛ f （xn ，yn ）｝是 Cauchy 列 ，故存在 lim
n → ∞

f （xn ，

yn ） ．即存在极限 lim
x → ０

＋

y → y
０

f （x ，y） ．

（２）对取定的 x ∈ （０ ，１） ，由 f （x ，y）在 y ∈ （０ ，１）上一致连续可知 ，存在极限

lim
y → ０

＋
f （x ，y） ＝ φ０ （x） ，　 lim

y → １
－
f （x ，y） ＝ φ１ （x） ．

同理 ，也存在极限（固定 y ∈ （０ ，１）） lim
x → ０

＋
f （x ，y）＝ ψ０ （y） ，lim

x → １
－
f （x ，y）＝ ψ１ （y） ．

从而 ，我们定义 f （x ，１）＝ φ１ （x） ，f （x ，０） ＝ φ０ （x） ，f （０ ，y） ＝ ψ０ （y） ，f （１ ，y） ＝
ψ１ （y）（其中 φi （x） ，ψi （y）（i ＝ １ ，２）皆一致连续） ，这个新函数在闭区域［０ ，１］ × ［０ ，

１］上一致连续 ，当然是有界的 ．随之原 f （x ，y）在（０ ，１） × （０ ，１）上有界 ．

（３）反证法 ．假定存在 x１ ，x２ ∈ R１
，有｜g（x２ ） － g（x１ ）｜＝ ε０ ＞ ０ ．根据 f 的一致

连续性 ，对 ε０ ＞ ０ ，存在 δ＞ ０ ，使得

| f （x′ ，y′） － f （x″ ，y″） | ＜ ε０ 　 （| x′ － x″ | ＜ δ ，| y′ － y″ | ＜ δ） ．

　 　现在取 N ，使得｜x１ － x２ ｜／N ＜ δ ，从而有

| g（x２ ） － g（x１ ） | ＝ g N x２
N － g N x１

N ＝ f N ，
x２
N － f N ，

x１
N ＜ ε０ ，

矛盾 ．

例 1畅3畅9 　试证明下列命题 ：

（１）设 f （x ，y）在区域 D ＝ ｛（x ，y） ：x ＞ ０ ，y ∈ R１
｝上连续 ，且对任意的 y０ ∈ R１

，

存在极限 lim
x → ０

＋

y → y
０

f （x ，y）＝ φ（y０ ） ，则 f 可连续延拓到 珡D ＝ ｛（x ，y） ：x ≥ ０ ，y ∈ R１
｝上 ．

（２）设 f ∈ C（１）
（R１

） ，且作函数

F（x ，y） ＝
f （x） － f （y）

x － y
　 （０ ≤ x ，y ≤ １ ，x ≠ y） ，

则定义 F（x ，y）＝ f′（x）（x ＝ y） ，可使 F（x ，y）在 R２ 上连续 ．

·１２·１畅３ 　多元函数的连续性



证明 　 （１） 定义 f （０ ，y） ＝ φ（y）（y ∈ R１
） ，从而只需指出 lim

y → y
０

f （０ ，y） ＝

φ（y０ ）（y０ ∈ R１
） ，即 φ（y）在 y０ ∈ R１ 上连续 ．对任给 ε＞ ０ ，存在 δ＞ ０ ，使得

| f （x ，y′） － φ（y０ ） | ＜ ε／２ 　 （０ ＜ | x | ＜ δ ，０ ＜ | y′ － y０ | ＜ δ） ．

从而我们有

| φ（y） － φ（y０ ） | ≤ | φ（y） － f （x ，y′） | ＋ | f （x ，y′） － φ（y０ ） |
≤ ε／２ ＋ ε／２ ＝ ε　 （ | y － y０ | ＜ δ／２） ．

由此即得所证 ．

（２）显然 ，F（x ，y）在 x ≠ y上连续 ．对 x０ ＝ y０ 处 ，根据 f′（x）的连续性可知 ，对

任给 ε＞ ０ ，存在 δ＞ ０ ，使得

f （x） － f （y）
x － y － f′（x０ ） ＝ | f′（x ＋ θ（x － y）） － f′（x０ ） | ＜ ε

（０ ＜ θ ＜ １ ，０ ＜ | x － x０ | ＜ δ ，０ ＜ | y － y０ | ＜ δ） ．

由此即得所证 ．

·２２· 第 １章 　多元函数的极限与连续性



第 2章 　 多元函数微分学

２畅１ 　一阶偏导数与（全）微分（主要以二 、三元函数为例）

定义 2畅1畅1 　设 z ＝ f （x ，y）在点（x０ ，y０ ）的邻域上有定义 ，若存在极限

lim
Δ x → ０

f （x０ ＋ Δ x ，y０ ） － f （x０ ，y０ ）
Δ x ，

则称此极限为 f （x ，y）在点（x０ ，y０ ）处关于 x的（一阶）偏导数 ．记为

抄 f（x０ ，y０ ）
抄 x 或

抄 f
抄 x （x

０
，y
０
）

，　 f′x （x０ ，y０ ）或 f′１ （x０ ，y０ ） ，　 z′x | （x０ ，y０ ） ．

类似地可定义
抄 f （x０ ，y０ ）

抄 y （ f′y （x０ ，y０ ） ，f′２ （x０ ，y０ ））为极限

lim
Δ y → ０

f （x０ ，y０ ＋ Δ y） － f （x０ ，y０ ）
Δ y ．

　 　对于 u＝ f （x ，y ，z） ，定义极限

lim
Δ x → ０

f （x０ ＋ Δ x ，y０ ，z０ ） － f （x０ ，y０ ，z０ ）
Δ x

为 f （x ，y ，z）在点（x０ ，y０ ，z０ ）处对 x的偏导数 ，记为

抄 f （x０ ，y０ ，z０ ）
抄 x 或

抄 f
抄 x （x

０
，y
０

，z
０
）

，　 f′x （x０ ，y０ ，z０ ）或 f′１ （x０ ，y０ ，z０ ） ．

其它依次类推 ．

若 z ＝ f （x ，y）在区域 D上定义 ，且在 D内每一点 （x ，y）上都存在关于 x 的偏导数 ，则

抄 f （x ，y）
抄 x 或 f′x （x ，y）又成为 D上的二元函数 ．

　 图 ２畅１

由一元函数导数的几何意义 ，可得二元函数偏导数的几何意

义 ．设 z０ ＝ f （x０ ，y０ ） ，M０ （x０ ，y０ ，z０ ）为曲面 S ：z ＝ f （x ，y）上一点 ．

考察曲面 S与平面 y ＝ y０ 的交线 ，偏导数 f′x （x０ ，y０ ）即表示此交线
在 M０ 点的切线斜率 ，交线在 M０ 点的切向量为 Tx ＝ （１ ，０ ，f′x （x０ ，

y０ ））（图 ２畅１） ．

同理 ，f′y （x０ ，y０ ）表示曲面 S与平面 x ＝ x０ 的交线在 M０ 点的

切线斜率 ，交线在 M０ 点的切向量为 Ty ＝ （０ ，１ ，f′y （x０ ，y０ ）） ．

注 　函数 z ＝ f （x ，y）在（x０ ，y０ ）点的一阶偏导数存在 ，只说明

两个一元函数 z ＝ f （x ，y０ ）和 z ＝ f （x０ ，y）在（x０ ，y０ ）点连续 ，得不

出在（x０ ，y０ ）点二元连续 ．如



f （x ，y） ＝
１ ， xy ≠ ０ ，

０ ， xy ＝ ０ ，

有 f′x （０ ，０）＝ f′y （０ ，０）＝ ０ ，显然函数在原点不是二元连续的 ．

定理 2畅1畅1（中值公式）　设（x０ ，y０ ） ∈ R２
，D ＝ ｛（x ，y） ：｜x － x０ ｜＜ δ ，｜y － y０ ｜＜ δ｝ ．f （x ，y）

在 D上的两个偏导数存在 ，则对 ｜Δ x｜＜ δ ，｜Δ y｜＜ δ ，可得

f （x０ ＋ Δ x ，y０ ＋ Δ y） － f （x０ ，y０ ）
＝ f′x （x０ ＋ θ１ Δ x ，y０ ＋ Δ y）Δ x ＋ f′y （x０ ，y０ ＋ θ２ Δ y）Δ y 　 （０ ＜ θ１ ，θ２ ＜ １） ．

　 　对三元函数 ，类似地可得

f （x０ ＋ Δ x ，y０ ＋ Δ y ，z０ ＋ Δ z） － f （x０ ，y０ ，z０ ）
＝ f′x （x０ ＋ θ１ Δ x ，y０ ＋ Δ y ，z０ ＋ Δ z）Δ x ＋ f′y （x０ ，y０ ＋ θ２ Δ y ，z０ ＋ Δ z）Δ y
＋ f′z （x０ ，y０ ，z０ ＋ θ３ Δ z）Δ z 　 （０ ＜ θ１ ，θ２ ，θ３ ＜ １） ．

　 　定义 2畅1畅2 　设 z ＝ f （x ，y）在点（x０ ，y０ ）的邻域上有定义 ．若对 x ，y的改变量 Δ x ，Δ y ，z 的
改变量 Δ z可表示成

Δ z ＝ f （x０ ＋ Δ x ，y０ ＋ Δ y） － f （x０ ，y０ ） ＝ A Δ x ＋ BΔ y ＋ o（ρ） 　 （ρ → ０） ，

其中 A ，B与 Δ x ，Δ y无关（仅与 x０ ，y０ 有关） ，ρ＝ Δ x２ ＋ Δ y２ ，则称 f （x ，y）在点（x０ ，y０ ）处可
微 ，并称 A Δ x ＋ By为 f （x ，y）在点（x０ ，y０ ）处的（一阶全）微分 ，记为 d z ：

d z ＝ d f （x０ ，y０ ） ＝ A Δ x ＋ BΔ y ．

　 　对三元函数 u＝ f（x ，y ，z） ，它在点（x０ ，y０ ，z０ ）处可微是指
Δ u ＝ f （x０ ＋ Δ x ，y０ ＋ Δ y ，z０ ＋ Δ z） － f （x０ ，y０ ，z０ ） ＝ A Δ x ＋ BΔ y ＋ CΔ z ＋ o（ρ）　 （ρ → ０） ，

其中 ρ＝ （Δ x）２ ＋ （Δ y）２ ＋ （Δ z）２ ，且其微分为 du＝ A Δ x ＋ BΔ y ＋ CΔ z ．
特别规定自变量的微分为 d x ＝ Δ x ，dy ＝ Δ y ．若 f 在区域 D内的每一点上均可微 ，则称 f 在

D上可微 ．

定理 2畅1畅2 　若 f （x ，y）在点（x０ ，y０ ）处可微 ，则 f （x ，y）在（x０ ，y０ ）处连续 ，其它类推 ．

定理 2畅1畅3 　若 z ＝ f （x ，y）在点（x０ ，y０ ）处可微 ，则两个偏导数 f′x （x０ ，y０ ） ，f′y （x０ ，y０ ）均存
在 ．此时 ，微分就是 d z ＝ f′x （x０ ，y０ ）d x ＋ f′y （x０ ，y０ ）dy ．

　 　注（近似计算） 　设 f （x ，y）在点（x０ ，y０ ）处可微 ，则当｜Δ x｜ ，｜Δ y｜充分小时 ，有近似公式

f（x０ ＋ Δ x ，y０ ＋ Δ y） ≈ f （x０ ，y０ ） ＋ f′x （x０ ，y０ ）Δ x ＋ f′y （x０ ，y０ ）Δ y ．

　 　定理 2畅1畅4 　若函数 f （x ，y）的两个偏导数 f′x （x ，y）和 f′y （x ，y）在（x０ ，y０ ）点连续（蕴涵着

偏导数在该点某邻域存在） ，则函数 f （x ，y）在（x０ ，y０ ）点可微 ．

综上可知 ，函数在一点连续和偏导数存在 ，是函数在该点可微的必要条件 ．偏导数在一点连

续是函数在该点可微的充分条件 ，但不是必要条件 ．例如函数

f （x ，y） ＝
（x２ ＋ y２ ）sin １

x２ ＋ y２ ， x２ ＋ y２ ≠ ０ ，

０ ， x２ ＋ y２ ＝ ０ ，

它在全平面上可微 ，但 f′x （x ，y） ，f′y （x ，y）在（０ ，０）点不连续 ：

先说明它在（０ ，０）点可微 ．

·４２· 第 ２章 　多元函数微分学



f （０ ＋ Δ x ，０ ＋ Δ y） － f（０ ，０）＝ （Δ x２ ＋ Δ y２ ）sin １

Δ x２ ＋ Δ y２

＝ ０ · Δ x ＋ ０ · Δ y ＋ o（ Δ x２ ＋ Δ y２ ） 　 （Δ x ，Δ y → ０） ，

Δ z ＝ f （x０ ＋ Δ x ，y０ ＋ Δ y） － f （x０ ，y０ ）
＝ f （x０ ＋ Δ x ，y０ ＋ Δ y） － f （x０ ＋ Δ x ，y０ ） ＋ f （x０ ＋ Δ x ，y０ ） － f （x０ ，y０ ）
＝ f′y （x０ ＋ Δ x ，y０ ＋ θ２ Δ y）Δ y ＋ f′x （x０ ＋ θ１ Δ x ，y０ ）Δ x 　 （０ ＜ θ１ ，θ２ ＜ １）

＝ f′x （x０ ，y０ ）Δ x ＋ f′y （x０ ，y０ ）Δ y ＋ αΔ x ＋ βΔ y ，

其中

α ＝ f′x （x０ ＋ θ１ Δ x ，y０ ） － f′x （x０ ，y０ ） ，

β ＝ f′y （x０ ＋ Δ x ，y０ ＋ θ２ Δ y） － f′y （x０ ，y０ ） ．

因为偏导数在（x０ ，y０ ）点连续 ，所以有

lim
Δ x → ０
Δ y → ０

α ＝ lim
Δ x → ０
Δ y → ０

β ＝ ０ ，　 lim
Δ x → ０
Δ y → ０

αΔ x ＋ βΔ y
Δ x２ ＋ Δ y２

＝ ０ ，

即得

Δ z ＝ f′x （x０ ，y０ ）Δ x ＋ f′y （x０ ，y０ ）Δ y ＋ o（ Δ x２ ＋ Δ y２ ） ．

按定义知函数在（x０ ，y０ ）点可微 ．证毕 ．

定理 2畅1畅5（复合函数求导法） 　设 z ＝ f （x ，y）在区域 D内点（x ，y）处可微 ，函数 x ＝ φ（s ，
t） ，y ＝ ψ（s ，t）定义在区域 G上 ，值域含于 D ，且在点 （s ，t）处的偏导数存在 ，则复合函数 z ＝
f ［φ（s ，t） ，ψ（s ，t）］在点（s ，t）处偏导数存在 ，且有

抄 z
抄 s ＝

抄 f
抄 x

抄φ

抄 s ＋
抄 f
抄 y

抄ψ

抄s ，　
抄 z
抄 t ＝

抄 f
抄 x

抄φ

抄 t ＋
抄 f
抄 y

抄ψ

抄 t ． （连锁规则）

其它多元函数可类推 ．

注 　在定理 ２畅１畅５中 ，若 f （x ，y）只在点（x０ ，y０ ）处有偏导数但不可微 ，则连锁规则不一定

成立 ．例如

f （x ，y） ＝
x | y | ／ x２ ＋ y２ ， x２ ＋ y２ ≠ ０ ，

０ ， x２ ＋ y２ ＝ ０ ．

易知 f′x （０ ，０） ＝ f′y （０ ，０） ＝ ０ ，且 f （x ，y）在（０ ，０）处不可微 ．此时若取 x ＝ t ，y ＝ t ，则 f （t ，t） ＝
t／ ２ ．故连锁规则不成立 ．

定理 2畅1畅6（中值公式）　设 δ＞ ０ ，f （x ，y）在 D ＝ ｛（x ，y） ：｜x － x０ ｜＜ δ ，｜y － y０ ｜＜ δ｝上可微 ，

则（０ ＜ θ ＜ １）

f （x０ ＋ Δ x ，y０ ＋ Δ y） － f（x０ ，y０ ） ＝ f′x （x０ ＋ θΔ x ，y０ ＋ θΔ y）Δ x ＋ f′y （x０ ＋ θΔ x ，y０ ＋ θΔ y）Δ y ．

　 　注 　 z ＝ f（x ，y） ，x ＝ x（s ，t） ，y ＝ y（s ，t） ，则 z ＝ f ［x（s ，t） ，y（s ，t）］的微分仍可写为 d z ＝
抄 z
抄 xd x ＋ 抄 z

抄 ydy ，其中 dx ，dy不是改变量而是函数的微分 ．此公式也称为一阶微分形式的不变性 ．

定义 2畅1畅3 　若映射 f ：E 炒 Rn
→ Ω 炒 Rn 是双射 ，且 f 以及由（ f － １

礋 f ）（X）＝ X（X ∈ E）所确
定的逆映射 f － １

：Ω → E都是连续的 ，则称 f 为同胚变换 ．

定理 2畅1畅6（Brouwer） 　设 D 炒 R２ 是区域 ，f ：D → R２ 是连续的单射 ，则 Ω ＝ f （D）是一个区
域 ，且 f ：D → Ω是同胚变换 ．

·５２·２畅１ 　一阶偏导数与（全）微分（主要以二 、三元函数为例）



定义 2畅1畅4 　设 x ＝ φ（u ，v） ，y ＝ ψ（u ，v）是从 uOv平面中区域 D到 xOy 平面中区域 Ω 的同

胚变换 T ．若 φ（u ，v） ，ψ（u ，v）在 D上有一阶连续偏导数（即偏导数是连续函数） ，则称行列式

J ＝

抄φ

抄u
抄φ

抄v
抄ψ

抄u
抄ψ

抄v

　 也记为 J ＝
抄（x ，y）
抄（u ，v）

为该变换 T的 Jacobi（雅可比）行列式 ．同理 ，对于三个变量的情形 ：

x ＝ f （u ，v ，w） ，　 y ＝ g（u ，v ，w） ，　 z ＝ h（u ，v ，w） ，

其 Jacobi行列式为

J ＝
抄（x ，y ，z）
抄（u ，v ，w） ＝

抄 f
抄u

抄 f
抄v

抄 f
抄w

抄 g
抄u

抄 g
抄v

抄 g
抄w

抄h
抄u

抄h
抄v

抄h
抄w

．

　 　注 　若 x ，y ，z是 u ，v ，w的函数 ，而 u ，v ，w又是 ξ ，η ，ζ的函数 ，则有公式

抄（x ，y ，z）
抄（ξ ，η ，ζ）

＝
抄（x ，y ，z）
抄（u ，v ，w） ·

抄（u ，v ，w）
抄（ξ ，η ，ζ）

．

　 　例 2畅1畅1 　解答下列问题 ：

（１）设 f （x ，y）＝ arctan x ＋ y
１ － x y ，求 f′x （０ ，０） ，f′y （０ ，０） ．

（２）设 f （x ，y）＝ x ＋ （y － １）arcsin x／y ，求 f′x （x ，１） ．

（３）设 f （x ，y）＝ x ysin（１／ x２ ＋ y２ ） ，求
抄 f
抄 x ，

抄 f
抄y ．

解 　 （１）注意到 f （x ，０）＝ arctan x ，故 f′x （０ ，０）＝ １／（１ ＋ x２ ）｜x ＝ ０ ＝ １ ．由对称性

又知 f′y （０ ，０）＝ １ ．

（２）注意到 f （x ，１）＝ x ，故 f′x （x ，１）＝ １ ．

（３）
抄 f （x ，y）

抄 x ＝ y sin １

x２ ＋ y２
＋ xcos １

x２ ＋ y２
·

－ x
（x２ ＋ y２ ）３／２

＝ y sin １

x２ ＋ y２
－

x２
（x２ ＋ y２ ）３／２ cos

１

x２ ＋ y２
．

可用对称性立即写出
抄 f
抄 y ．

例 2畅1畅2 　试证明下列命题 ：

（１）设 z ＝ x － y
x ＋ yln

y
x ，则 x z′x ＋ yz′y ＝ ０ ．

（２）设 u＝ x
y

z／y

，则 xu′x ＋ y u′y ＋ z u′z ＝ ０ ．
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（３）设 z ＝ arctan x３ ＋ y３
x － y ，则 x z′x ＋ y z′y ＝ sin（２ z） ．

（４）设 f （t）可微 ，z ＝ f （ln x ＋ １／y） ，则 x z′x ＋ y２ z′y ＝ ０ ．

证明 　 （１）因为我们有公式

z′x ＝ ２ y
（x ＋ y）２

ln y
x －

x － y
x ＋ y

１
x ，　 z′y ＝ － ２ x

（x ＋ y）２ ln
y
x ＋

x － y
x ＋ y

１

y ，

所以 x z′x ＋ yz′y ＝ ０ ．

（２）因为我们有公式

u′x ＝ u· z
x y

，　 u′y ＝ u · －
z
y２ ln x

y －
z
y２ ，　 u′z ＝ u · １

y ln x
y ，

所以 xu′x ＋ y u′y ＋ z u′z ＝ ０ ．

（３）因为 sin（２ z）＝ ２tan z
１ ＋ tan２ z ＝

２（x － y）（x３ ＋ y３ ）
（x － y）２ ＋ （x３ ＋ y３ ）２

，以及

z′x ＝ ２ x３ － ３ x２ y － y３
（x － y）２ ＋ （x３ ＋ y３ ）２

，　 z′y ＝ x３ ＋ ３ xy２
－ ２y３

（x － y）２ ＋ （x３ ＋ y３ ）２
，

所以得到

xz′x ＋ yz′y ＝ ２ x４ － ２ x３ y ＋ ２ xy３
－ ２ y４

（x － y）２ ＋ （x３ ＋ y３ ）２
＝

２（x － y）（x３ ＋ y３ ）
（x － y）２ ＋ （x３ ＋ y３ ）２

＝ sin（２ z） ．

　 　 （４）因为 z′x ＝ f′（ln x ＋ １／y）／x ，z′y ＝ － f′（ln x ＋ １／y）／y２ ，所以有

xz′x ＋ y２ z′y ＝ f′（ln x ＋ １／y） － f′（ln x ＋ １／y） ＝ ０ ．

　 　例 2畅1畅3 　解答下列问题 ：

（１） z ＝ x ＋ ２ y
２ x － y ；x ＝ et ，y ＝ e － t

，求d zd t ．
（２） z ＝ arctan（x ＋ y） ；x ＝ ２ s － t２ ，y ＝ s２ t ，求 z′s ，z′t ．

（３） u＝ arctan（x y／z） ；y ＝ eax ，z ＝ （ax ＋ １）
２
，求dud x ．

解 　 （１）
d zd t ＝ 抄 z

抄 x
d xd t ＋ 抄 z

抄 y
dy
d t ＝

－ ５ y
（２ x － y）２

et － ５ x
（２ x － y）２ e － t

＝ －
１０

（２et － e － t
）
２ ．

（２） z′s ＝ x′s
１ ＋ （x ＋ y）２ ＋

y′s
１ ＋ （x ＋ y）２

＝
２ ＋ ２ st

１ ＋ （２s － t２ ＋ s２ t）２ ，

z′t ＝ x′t
１ ＋ （x ＋ y）２ ＋

y′t
１ ＋ （x ＋ y）２ ＝

s２ － ２ t
１ ＋ （２s － t２ ＋ s２ t）２ ．

（３）
dudx ＝ 抄u

抄 x ＋
抄u
抄y

dy
d x ＋

抄u
抄 z

d zdx
＝

１

１ ＋ x２ y２ ／z２
y
z ＋

１

１ ＋ x２ y２ ／z２
x
z eax a ＋ １

１ ＋ x２ y２ ／z２ －
xy
z ２ ２（ax ＋ １）a
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＝
z２

x２ y２ ＋ z２
y
z ＋

ax
z eax －

２axy（ax ＋ １）

z２ ＝
eax （ax ＋ １）（a２ x２ ＋ １）

x２ e２ ax ＋ （ax ＋ １）
４ ．

例 2畅1畅4 　试用极坐标 x ＝ rcosθ ，y ＝ rsinθ换写下列微分方程 ：

（１） x dydx － y
２

＝ ２ xy １ ＋
dy
d x

２

．

（２）
dxd t ＝ y ＋ kx（x２ ＋ y２ ） ，　

dy
d t ＝ － x ＋ ky（x２ ＋ y２ ） ．

解 　 （１）因为
dy
d x ＝

dy
dθ

d xdθ ，所以得出

dy
d x ＝

d rdθsinθ ＋ rcosθ d r
dθcosθ － rsinθ ．

从而原方程可改写为

rcosθ r′θsinθ ＋ rcosθ
r′θcosθ － rsinθ － rsinθ ２

＝ ２ r２ sinθcosθ １ ＋
r′θsinθ ＋ rcosθ
r′θcosθ － rsinθ

２

，

或 r２ ＝ sin２θ［（r′θ）２ ＋ r２ ］２ ．

（２）注意到 r ，θ都是 t的函数 ，故可知

d xd t ＝
d rd tcosθ － rsinθ dθd t ，　

dy
d t ＝

d rd tsinθ ＋ rcosθ dθd t ．
由此导出

d rd t ＝ d xd tcosθ ＋
dy
d t sinθ ，　

dθd t ＝ １
r －

d xd t sinθ ＋
dy
d tcosθ ．

因为原微分方程组可写成d xd t ＝ rsinθ＋ kr３ cosθ ，dyd t ＝ － rcosθ＋ kr３ sinθ ，所以原方程
表示为d rd t ＝ kr３ ，

dθd t ＝ － １ ．

　 　例 2畅1畅5 　试证明下列命题 ：

（１）设 a＞ b＞ １ ，则 ab
a
＞ ba

b
．

倡
（２）设（x１ ，x２ ，⋯ ，xn ） ∈ Rn

，则 ∑
n

i ＝ １

抄W
抄 xi ＝ ０ ，其中

W ＝

１ １ ⋯ １

x１ x２ ⋯ xn
x２１ x２２ ⋯ x２n
… … …

xn －１１ xn －１２ ⋯ xn －１n

．

　 　 （３）设 f （t）＝ （g（t） ，h（t））是（ － １ ，１）上值域在 R２ 中的连续可微函数 ．若有

f （０） ＝ （g（０） ，h（０）） ＝ （０ ，０） ，　 f′（０） ＝ （g′（０） ，h′（０）） ≠ ０ ，

则存在 ε０ ：０ ＜ ε０ ＜ １ ，使得函数 ‖ f （t） ‖ ＝ （g２ （t）＋ h２ （t））１／２在（０ ，ε０ ）上递增 ．
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证明 　 （１）问题等价于证明不等式 lnln a＋ alnb＞ lnlnb ＋ blna ．令 y ＝ lnb ＞ ０ ，

x ＝ lnalnb ＞ １ ，这样 ，证上述不等式只要证明 ln x ＞ y（xey － exy ） ．

为此 ，在区域 x ＞ １ ，y ＞ ０上考虑二元函数 f （x ，y） ＝ xey － exy ．因为 f′y （x ，y）＝
xey － xexy ＜ ０ ，即对固定的 x ＞ １ ，函数 f（x ，y）是 y的单调递减函数 ，所以 f （x ，y） ＜
f （x ，０）＝ x － １ ．

如果 f （x ，y） ≤ ０ ，显然有 ln x ＞ y f （x ，y）＝ y（xey － exy ） ；

　 　如果 f （x ，y）＞ ０ ，即 ey ［x － e（x － １）y
］＞ ０ ，也有 ln x ＞ （x － １）y ＞ y f （x ，y） ．

综上便知在 x ＞ １ ，y ＞ ０上 ln x ＞ y（xey － exy ）成立 ．

倡
（２）易知 W 中第 i行第 j 列的元素是 x i － １

j ．若记其余子式为 Xi ，j ，则 W ＝ ∑
n

i ＝ １

xi －１j X i ，j ．从

而可得抄W
抄 xj ＝ ∑

n

i ＝ ２

（i － １）xi －２j X i ，j （ j ＝ １ ，２ ，⋯ ，n） ．因此 ，我们有

∑
n

j ＝ １

抄W
抄 xj ＝ ∑

n

j ＝ １
∑
n

i ＝ ２

（i － １）xi －２j X i ，j ＝ ∑
n

i ＝ ２

（i － １） ∑
n

j ＝ １

xi －２j X i ，j ＝ ０ ．

　 　 （３）依题设易知 dd t ‖ f （t） ‖ ２
＝ ２ g（t）g′（t）＋ ２h（t）h′（t） ，且有

dd t ‖ f （t） ‖ ２
＝ ２［g（t） － g（０）］g′（t） ＋ ２［h（t） － h（０）］h′（t）

＝ ２ t［g′（ξ１ ）g′（t） ＋ h′（ξ２ ）h′（t）］ 　 （０ ＜ ξ１ ，ξ２ ＜ t） ．

注意到 f′（t）的连续性 ，我们有

lim
t → ０

＋
［g′（ξ１ ）g′（t） ＋ h′（ξ２ ）h′（t）］ ＝ ‖ f′（０） ‖ ２

＞ ０ ．

由此知存在 ε０ ＞ ０ ，使得 dd t ‖ f （t） ‖ ２
＞ ０（０ ＜ t＜ ε０ ） ．即 ‖ f （t） ‖在（０ ，ε０ ）上递增 ．

例 2畅1畅6 　试证明下列命题 ：

（１）设 f （x ，y）在点（x０ ，y０ ）的邻域 U上有定义 ．若有

　 　 （i） f （x ，y０ ）在点 x ＝ x０ 处连续 ，

　 　 （ii）存在 M ＞ ０ ，｜ f′y （x ，y）｜≤ M 　 （（x ，y） ∈ U） ，

则 f （x ，y）点（x０ ，y０ ）处连续 ．

（２）设 f （x ，y）在凸区域 D 炒 R２ 上定义 ．若存在 M ＞ ０ ，使得 ｜ f′x （x ，y）｜≤ M ，

｜f′y （x ，y）｜≤ M （（x ，y） ∈ D） ，则 f （x ，y）在 D上一致连续（若 D非凸域 ，则结论不

一定真） ．

（３）设 f （X） ＝ f （x ，y）定义在 R２ 上 ．若有

　 　 （i）对任意的 X ＝ （x ，y） ∈ R２
，均存在极限

lim
t → ０

＋

f （tx ，ty） － f （０ ，０）

t
扯 g（x ，y） ．
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　 　 　 　 （ii）对（x１ ，y１ ） ，（x２ ，y２ ） ∈ R２
，以及常数 α ，β ，均成立等式

g（αx１ ＋ βx２ ，αy１ ＋ βy２ ） ＝ αg（x１ ，y１ ） ＋ βg（x２ ，y２ ） ．

　 　 　 　 （iii）存在 M ＞ ０ ，使得对 R２ 中的点 X１ ＝ （x１ ，y１ ） ，X２ ＝ （x２ ，y２ ） ，均有

| f （x１ ，y１ ） － f （x２ ，y２ ） | ≤ M ‖ X１ － X２ ‖ ，

则 f （x ，y）＝ f （０ ，０）＋ g（x ，y）＋ o（ ‖ X ‖ ） （ ‖ X ‖ ＝ （x２ ＋ y２ ）１／２ → ０） ．

证明 　 （１）对任给 ε＞ ０ ，存在 δ１ ＞ ０ ，使得

| f （x ，y０ ） － f （x０ ，y０ ） | ＜ ε／２ 　 （| x － x０ | ＜ δ１ ） ．

现在令 δ＝ min｛ε／２M ，δ１ ｝ ，则根据中值公式 ，可知

| f （x ，y） － f （x０ ，y０ ） | ≤ | f （x ，y） － f （x ，y０ ） | ＋ | f （x ，y０ ） － f （x０ ，y０ ） |
＝ | f′y （x ，y０ ＋ θ（y － y０ ）） | | y － y０ | ＋ | f （x ，y０ ） － f （x０ ，y０ ） |

≤ M | y － y０ | ＋ ε／２ ＜ M ·
ε

２M ＋
ε
２

＝ ε　 （ | x － x０ | ＜ δ ，| y － y０ | ＜ δ） ．

　 　 （２）设（x１ ，y１ ） ，（x２ ，y２ ）是 D中任意两点 ，则由题设知（x２ ＋ t（x１ － x２ ） ，y２ ＋
t（y１ － y２ ）） ∈ D（０ ≤ t ≤ １） ．令

φ（t） ＝ f （x２ ＋ t（x１ － x２ ） ，y２ ＋ t（y１ － y２ ）） 　 （０ ≤ t ≤ １） ，

则 φ（t）的导函数有界 ，而有

φ′（t） ＝ （x１ － x２ ） f′x （x２ ＋ t（x１ － x２ ） ，y２ ＋ t（y１ － y２ ））
＋ （y１ － y２ ） f′y （x２ ＋ t（x１ － x２ ） ，y２ ＋ t（y１ － y２ ）） ，

φ（０） ＝ f （x２ ，y２ ） ，　 φ（１） ＝ f （x１ ，y１ ） ．

应用中值公式 ，可得（０ ＜ ξ ＜ １）

φ（１） － φ（０） ＝ f （x１ ，y１ ） － f （x２ ，y２ ） ＝ φ′（ξ）

＝ （x１ － x２ ） f′x （x２ ＋ ξ（x１ － x２ ） ，y２ ＋ ξ（y１ － y２ ））
＋ （y１ － y２ ） f′y （x２ ＋ ξ（x１ － x２ ） ，y２ ＋ ξ（y１ － y２ ）） ，

| f （x１ ，y１ ） － f （x２ ，y２ ） | ≤ M | x１ － x２ | ＋ M | y１ － y２ | ．
从而对任给 ε＞ ０ ，取 δ＝ ε／２M ，我们有

| f （x１ ，y１ ） － f （x２ ，y２ ） | ＜ ε　 （ | x１ － x２ | ＜ δ ，| y１ － y２ | ＜ δ） ．

　 　 注 　在 R２ 中作点集 ：J１ ＝ ｛（x ，y） ：x ＝ － π／２ ，－ ３π／４ ≤ y ＜ ０｝ ，以及 J２ ＝ ｛（x ，y） ：π／２ ＜ x ≤
π ，－ ３π／４ ≤ y ＜ π／２｝ ．再令

Ⅰ ＝ ｛（x ，y） ：－ π ≤ x ＜ － π／２｝ ∪ J１ ，

Ⅱ ＝ ｛（x ，y） ：－ π／２ ＜ x ＜ π／２ ，－ π ≤ y ≤ － π／２｝ ，

Ⅲ ＝ ｛（x ，y） ：－ π／２ ＜ x ≤ π ，π／２ ≤ y ≤ ３π／４｝ ∪ J２ ．

记 D ＝ Ⅰ ∪ Ⅱ ∪ Ⅲ ，且定义函数

f （x ，y） ＝

０ ， （x ，y） ∈ Ⅰ ，

sin x ＋ １ ， （x ，y） ∈ Ⅱ ，

２ ， （x ，y） ∈ Ⅲ ．
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易知 D是非凸域 ，f （x ，y）的一阶偏导数均在 D上有界 ，但 f （x ，y）在 D上不一致连续 ．

（３）令 A ＝ max｛ g（X） ：‖ X ‖ ＝ １｝ ，B ＝ max｛M ，A｝ ，并对 ε＞ ０ ，取 Xi ＝ （xi ，
yi ） ∈ R２

（i ＝ １ ，２ ，⋯ ，m） ：‖ Xi ‖ ＝ １（ i ＝ １ ，２ ，⋯ ，m） ，使得对于满足 ‖ X ‖ ＝ １ 的

X ＝ （x ，y） ∈ R２
，必存在 Xi ：‖ X － Xi ‖ ＜ ε／３B ．

根据（i） ，（ii） ，还可选 δ＞ ０ ，使得当 ０ ＜ t＜ δ时有

| f （tx i ，ty i ） － f （０ ，０） － g（tx i ，ty i ） | ＜ εt／３ 　 （i ＝ １ ，２ ，⋯ ，m） ．

从而当 ‖ X ‖ ＜ δ时 ，对某个 i可知
‖ X／‖ X ‖ － Xi ‖ ＜ ε／３B ，　 ‖ X － ‖ X ‖ Xi ‖ ＜ ‖ X ‖ ε／３B ，

| f （X） － f （ ‖ X ‖ Xi ） | ＜ M ‖ X ‖ ε／３B ≤ ‖ X ‖ ε／３ ，

| f （ ‖ X ‖ xi ，‖ X ‖ yi ） － f （０ ，０） － g（ ‖ X ‖ xi ，‖ X ‖ yi ） | ＜ ‖ X ‖ ε／３ ，

| g（X） － g（ ‖ X ‖ Xi ） | ＝ | g（X － ‖ X ‖ Xi ） |
＝ ‖ X － ‖ X ‖ Xi ‖ g（（X － ‖ X ‖ Xi ）／‖ X － ‖ X ‖ · Xi ‖ ）

≤ ‖ X ‖ εM ／３B ≤ ‖ X ‖ ε／３ ．

因此 ，我们有｜f （x ，y） － f （０ ，０） － g（x ，y）｜＜ ε
３
‖ X ‖ · ３ ＝ ‖ X ‖ ε ．

例 2畅1畅7 　试证明下列命题 ：

（１）令 D ＝ ｛（x ，y ，z） ：x２ ＋ y２ ＋ z２ ＜ １｝ ，f （x ，y ，z）在 D上的偏导数存在 ，且有

| f′x （x ，y ，z） | ≤ １ ，　 | f′y （x ，y ，z） | ≤ １ 　 （（x ，y ，z） ∈ D） ．

若对取定的点（x ，y） ：x２ ＋ y２ ≤ １ ，f （x ，y ，z）是 z的连续函数 ，则 f ∈ C（D） ．

（２）令 D ＝ ｛（x ，y） ：x２ ＋ y２ ≤ １｝ ．f ∈ C（D）且有偏导数 ．若 ｜ f （x ，y）｜≤ １（（x ，

y） ∈ D） ，则存在（x０ ，y０ ） ∈ D ，使得

抄 f （x０ ，y０ ）
抄 x

２

＋
抄 f （x０ ，y０ ）

抄 y

２

≤ １６ ．

　 　证明 　 （１）设（x０ ，y０ ，z０ ） ∈ D ，且 Δ x ，Δ y ，Δ z充分小 ，则

| f （x０ ＋ Δ x ，y０ ＋ Δ y ，z０ ＋ Δ z） － f （x０ ，y０ ，z０ ） |
≤ | f （x０ ＋ Δ x ，y０ ＋ Δ y ，z０ ＋ Δ z） － f （x０ ，y０ ＋ Δ y ，z０ ＋ Δ z） |
＋ | f （x０ ，y０ ＋ Δ y ，z０ ＋ Δ z） － f （x０ ，y０ ，z０ ＋ Δ z） |
＋ | f （x０ ，y０ ，z０ ＋ Δ z） － f （x０ ，y０ ，z０ ） |

≤ | f′x （x０ ＋ θ１ Δ x ，y０ ＋ Δ y ，z０ ＋ Δ z）Δ x | ＋ | f′y （x０ ，y０ ＋ θ２ Δ y ，z０ ＋ Δ z）Δ y |
＋ | f （x０ ，y０ ，z０ ＋ Δ z） － f （x０ ，y０ ，z０ ） |

≤ | Δ x | ＋ | Δ y | ＋ | f （x０ ，y０ ，z０ ＋ Δ z） － f （x０ ，y０ ，z０ ） | ．
由此以及依据题设即得所证 ．

（２）作 F（x ，y）＝ f（x ，y）＋ ２（x２ ＋ y２ ）（（x ，y） ∈ D） ，则 F（０ ，０） ≤ １ ，且 F（x ，y） ≥
１（x２ ＋ y２ ＝ １） ．从而可知存在点（x０ ，y０ ） ：x２０ ＋ y２０ ＜ １ ，使得 F（x０ ，y０ ）达到最大（小）
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值 ．由此得 F′x （x０ ，y０ ） ＝ ０ ＝ F′y （x０ ，y０ ） ．从而导出

f′x （x０ ，y０ ） ＝ － ４ x０ ，　 f′y （x０ ，y０ ） ＝ － ４ y０ ．

因此我们有

抄 f （x０ ，y０ ）
抄 x

２

＋
抄 f （x０ ，y０ ）

抄 y

２

＝ １６（x２０ ＋ y２０ ） ≤ １６ ．

　 　例 2畅1畅8 　试证明下列命题 ：

（１）设定义在区域 D上的 f （x ，y）满足
抄
抄 x f （x ，y） ＝ ０ ，　

抄
抄 y f （x ，y） ＝ ０ ，　 （x ，y） ∈ D ，

则 f （x ，y）＝ C（常数） ，（x ，y） ∈ D ．

注 　设 f（x ，y）定义在区域 D上 ．若 f′y （x ，y）＝ ０（（x ，y） ∈ D） ，则对任一点 X０ ＝ （x０ ，y０ ） ∈
D ，存在邻域 U（X０ ，δ） ，使得 f （x ，y）＝ F（x） ，（x ，y） ∈ U（X０ ，δ） ．但此结论不能推广到整个 D上 ，

例如令

D ＝ R２
＼｛（x ，y） ：x ≥ ０ ，y ＝ ０｝ ，　 f （x ，y） ＝

x３ ， x ＞ ０ ，y ＞ ０ ，

０ ， 其它 ，
　 （x ，y） ∈ D ，

则 f ∈ C（１）
（D）且有连续二阶偏导数 ．然而我们有

f′y （x ，y） ＝ ０ ，（x ，y） ∈ D ；　 f （１ ，１） ＝ １且 f （１ ，－ １） ＝ ０ ．

　 　又例如 D ＝ R２
＼｛（ x ，y） ：x ＝ ０ ，y ≥ ０｝ ，f （x ，y） ＝ y２ ， x ＞ ０且 y ≥ ０ ，

０ ， 其它 ，
　 （x ，y） ∈ D ，则

f′x （x ，y）＝ ０ ，（x ，y） ∈ D ．但 f 与 x 有关 ．

（２）设 f （x ，y） ，g（x ，y）在区域 D上存在偏导数 ．若有

抄 f
抄 x ＝

抄g
抄y

，　
抄 f
抄 y ＝ －

抄 g
抄 x ，　 f ２ （x ，y） ＋ g２ （x ，y） ＝ １ 　 （（x ，y） ∈ D） ，

则 f （x ，y） ，g（x ，y）在 D上皆为常数 ．

证明 　 （１）对 D中任意两点 X０ ＝ （x０ ，y０ ） ，X ＝ （x ，y） ，则有位于 D内的以
X０ ，X为端点连续折线 ，不妨设为 D中有点组 ：X１ ，X２ ，⋯ ，Xn － １ ，Xn ＝ X ：

X０ X１ ，X１ X２ ，⋯ ，Xn －１ Xn 炒 D ．

　 　对于线段X０ X１ （X１ ＝ （x１ ，y１ ）） ，应用中值公式可知

f （X１ ） － f （X０ ） ＝ f （x１ ，y１ ） － f （x０ ，y０ ）
＝ f′x （x０ ＋ θ（x１ － x０ ） ，y０ ＋ θ（y１ － y０ ））（x － x０ ）
＋ f′y （x０ ＋ θ（x１ － x０ ） ，y０ ＋ θ（y１ － y０ ））（y － y０ ） ＝ ０ ．

由此导出 f （X０ ） ＝ f （X１ ） ．类似地可推 f （X１ ） ＝ f （X２ ） ＝ ⋯ ＝ f （Xn） ．这说明 f （x０ ，

y０ ） ＝ f （x ，y） ．证毕 ．

（２）只需指出 g′x ＝ ０ ＝ g′y ，f′x ＝ ０ ＝ f′y （（x ，y） ∈ D） ．由于 f ２ （x ，y）＋ g２ （x ，y）＝
１ ，故对 x ，y求偏导可得

f （x ，y） f′x （x ，y） ＋ g（x ，y）g′x （x ，y） ＝ ０ ，
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f （x ，y） f′y （x ，y） ＋ g（x ，y）g′y （x ，y） ＝ ０ ．

即 f （x ，y） f′x （x ，y）＝ － g（x ，y）g′x （x ，y） ，f （x ，y） f′y （x ，y）＝ － g（x ，y）g′y （x ，y） ．再

根据 f′x （x ，y）＝ g′y （x ，y） ，f′y （x ，y）＝ － g′x （x ，y） （（x ，y） ∈ D） ，又可知

f （x ，y）g′y （x ，y） ＝ － g（x ，y）g′x （x ，y） ，　 f （x ，y）g′x （x ，y） ＝ g（x ，y）g′y （x ，y） ，

从而导出（（x ，y） ∈ D）
［ f ２ （x ，y） ＋ g２ （x ，y）］g′y （x ，y） ＝ ０ ，　 ［ f２ （x ，y） ＋ g２ （x ，y）］g′x （x ，y） ＝ ０ ．

这说明 g′x （x ，y）＝ ０ ＝ g′y （x ，y） ，（x ，y） ∈ D ．类似地可推得

f′x （x ，y） ＝ ０ ＝ f′y （x ，y） ，　 （x ，y） ∈ D ．

　 　 注 　设 f （x ，y）定义在区域 D上 ，且 f′y （x ，y）＝ ０（（x ，y） ∈ D） ．若对 D中任意两点（x ，y１ ） ，

（x ，y２ ） ：y１ ＜ y２ ，有

｛（x ，y） ：y１ ＜ y ＜ y２ ｝ 炒 D ，

则 f （x ，y）＝ φ（x） ．实际上我们有（０ ＜ θ ＜ １）

f （x ，y２ ） － f（x ，y１ ） ＝ f′y （x ，θ（y２ － y１ ））（y２ － y１ ） ＝ ０ ．

这说明 f（x ，y）之值与 y无关 ．

例 2畅1畅9 　试论下列函数在指定点的可微性 ：

（１） f （x ，y）＝ e － １／（ x２ ＋ y２ ）
， x２ ＋ y２ ＞ ０ ，

０ ， x２ ＋ y２ ＝ ０ ，
　 （０ ，０） ．

（２） f （x ，y）＝
x４／３ sin（y／x） ， x ≠ ０ ，

０ ， x ＝ ０ ，
　 （x ，y） ∈ R２

．

（３） f （x ，y）＝
（x２ ＋ y２ ）sin（１／（x２ ＋ y２ ）） ， x２ ＋ y２ ≠ ０ ，

０ ， x２ ＋ y２ ＝ ０ ，
　 （０ ，０） ．

解 　 （１）因为我们有

f′x （０ ，０） ＝ lim
x → ０

f （x ，０） － f （０ ，０）

x ＝ lim
x → ０

x －１ e－１／x２
＝ ０ ，

f′y （０ ，０） ＝ lim
y → ０

f （０ ，y） － f （０ ，０）

y ＝ lim
y → ０

y－１ e－１／y２
＝ ０ ，

所以 f （x ，y） － f （０ ，０）＝ e － １ ／（x２ ＋ y２ ）
＝ x２ ＋ y２ α（x ，y） ，其中

α（x ，y） ＝ e－１／（x２ ＋ y２ ）
／ x２ ＋ y２ ＝ e－１／ρ

２

／ρ → ０ 　 （ρ → ０） ，

ρ＝ x２ ＋ y２ ．由此知 f （x ，y）在点（０ ，０）处可微 ．

（２）因为我们有

抄 f （x ，y）
抄 x ＝

４
３
x１ ／３ sin y

x － yx －２／３ cos y
x ， x ≠ ０ ，

０ ， x ＝ ０ ，

抄 f （x ，y）
抄 y ＝

x１ ／３ cos y
x ， x ≠ ０ ，

０ ， x ＝ ０ ，
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且均在 D ＝ R２
＼｛（０ ，y） ：y ∈ R１

｝上连续 ，所以 f （x ，y）在 D上可微 ．

对点（０ ，y） ，因为其差商存在估计

| f （h ，k） － f （０ ，y） |
（h２ ＋ k２ ）１／２ ＝ O（| h | １／３ ） ＝ o（１） 　 （h → ０） ，

所以 f （x ，y）在点（０ ，y）上可微 ．

（３）注意到在 x２ ＋ y２ ≠ ０时有

f′x （x ，y） ＝ ２ xsin（１／（x２ ＋ y２ ）） －
２ x

x２
＋ y２ cos

１

x２ ＋ y２ ，

f′y （x ，y） ＝ ２ ysin １
x２ ＋ y２ －

２ y
x２

＋ y２
cos １

x２ ＋ y２ ，

在 x２ ＋ y２ ＝ ０时 ，又有

f′x （０ ，０） ＝ lim
x → ０

f （x ，０） － f （０ ，０）

x ＝ lim
x → ０

x２ sin（１／x２ ）
x ＝ ０ ，　 f′y （０ ，０） ＝ ０ ．

若取 xn ＝ １／２ nπ ，yn ＝ １／２ nπ（n∈ N） ，则得

lim
n → ∞

f′x （xn ，yn ） ＝ lim
n → ∞

－ ２ nπ ＝ － ∞ ．

从而知 f′x （x ，y）在点（０ ，０）处间断（类似地可推 f′y （x ，y）在点（０ ，０）处也间断） ，而

且在任一邻域 U０ （δ）上均无界 ．

但是因为 f′x （０ ，０）＝ ０ ＝ f′y （０ ，０） ，所以导出

f （x ，y） － f （０ ，０） ＝ （x２ ＋ y２ ）sin（１／（x２ ＋ y２ ）） ＝ ρ· α（ρ） ，

α（ρ） ＝ ρsin（１／ρ２ ） → ０ 　 （ρ ＝ x２ ＋ y２ → ０） ．

这说明 f （x ，y）在点（０ ，０）处可微 ．

例 2畅1畅10 　试论下列函数在指定点处的可微性 ：

（１） f （x ，y）＝ xy／ x２ ＋ y２ ， x２ ＋ y２ ≠ ０ ，

０ ， x２ ＋ y２ ＝ ０ ，
　 （０ ，０） ．

（２） f （x ，y）＝
３ xy ，　 （０ ，０） ．

解 　 （１） 由 ｜ f （x ，y）｜ ＝ ｜x y／ x２ ＋ y２ ｜ ≤ xy／ ２ → ０ （x → ０ ，y → ０） ，可知

f （x ，y）在点（０ ，０）处连续 ．因为我们有

f′x （０ ，０） ＝ lim
x → ０

f （x ，０） － f （０ ，０）

x ＝ lim
x → ０

０ ＝ ０ ，　 f′y （０ ，０） ＝ ０ ，

所以得到（ρ＝ x２ ＋ y２ ）
f （x ，y） － f （０ ，０） ＝ xy ／ x２ ＋ y２ ＝ ρ· α（x ，y） ，　 α（x ，y） ＝ xy ／ρ２ ．

易知 ρ→ ０时有 α（x ，y） ０ ，故 f （x ，y）在点（０ ，０）不可微 ．

注意 ，由 f′x （ x ，y） ＝
y

x２
＋ y２

－
x２ y

（x２ ＋ y２ ）３
，f′y （ x ，y） ＝

x
x２

＋ y２
－
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y２ x
（x２ ＋ y２ ）３

（x２ ＋ y２ ≠ ０） ，可知｜ f′x （x ，y）｜≤ ３／２ ，｜ f′x （x ，y）｜≤ ３／２ ．这说明 f （x ，

y）在点（０ ，０）的一个邻域上有有界偏导数 ．

（２）因为我们有 f′x （０ ，０）＝ ０ ＝ f′y （０ ，０） ，所以导出

f （x ，y） － f （０ ，０） ＝ ρ· α（x ，y） 　 （α（x ，y） ＝
３ xy ／ρ ，ρ ＝ x２ ＋ y２ ） ．

取 xn ＝ １／n ，yn ＝ １／n ，则 α（１／n ，１／n）＝ ３ n／ ２ → ＋ ∞ （n → ∞ ） ．这说明 f （x ，y）在点
（０ ，０）处不可微 ．

例 2畅1畅11 　解答下列命题 ：

（１）求函数（i）u＝ axyz （a＞ ０） ．（ii）u＝ xy y z z x 的微分 ．

（２）求可微函数 u＝ f （x ，y ，z）在 x ＝ t ，y ＝ t２ ，z ＝ t３ 时对 t的微分 ．

（３）设 x２
a２ ＋

y２
b２ ＋

z２
c２ ＝ １ ，lx ＋ my ＋ nz ＝ ０ ，则

d x
my ／b２ － mz ／c２ ＝

dy
lz ／c２ － nx ／a２ ＝

d z
mx ／a２ － ly ／b２ ．

　 　 （４）设 x２
a２ ＋

y２
b２ ＋

z２
c２ ＝ １ ，

x２
a２ ＋ λ

＋
y２

b２ ＋ λ
＋

z２
c２ ＋ λ

＝ １ ，则

x（b２ － c２ ）d x ＋
y（c２ － a２ ）

dy ＋
z（a２ － b２ ）d z ＝ ０ ． ①

　 　解 　 （１） （i）注意到 lnu＝ xy zln a ，故得
du
u ＝ lna（yzd x ＋ zxdy ＋ xyd z） ＝ xyz · ln a d x

x ＋
dy
y ＋

d z
z ，

du ＝ axyz · xy z d x
x ＋

dy
y ＋

d z
z lna ．

　 　 （ii）注意到 lnu＝ yln x ＋ zln y ＋ xln z ，故得
du
u ＝ dy · ln x ＋ y

x dx ＋ d z · ln y ＋ z
y dy ＋ d xln z ＋ x

z d z ，
du ＝ xy y z z x y

x ＋ ln z d x ＋
z
y ＋ ln x dy ＋ x

z ＋ lny d z ．

　 　 （２） du＝ f′１ d t＋ f′２ · ２ td t＋ f′３ · ３ t２ d t＝ （ f′１ ＋ ２ t f′２ ＋ ３ t２ f′３ ）d t ．
（３）对两式各求微分 ，可得

xdx
a２ ＋

ydy
b２ ＋

zd z
c２ ＝ ０ ，　 ld x ＋ mdy ＋ nd z ＝ ０ ．

从而可解出
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d x
y／b２ z／c２

m n

＝
dy

z／c２ x／a２

n l

＝
d z

x／a２ y／b２

l m

，

由此即得所证 ．

（４）对两式各求微分 ，可得

xd x
a２ ＋

ydy
b２ ＋

zd z
c２ ＝ ０ ，　

xd x
a２ ＋ λ

＋
ydy
b２ ＋ λ

＋
zd z
c２ ＋ λ

＝ ０ ．

从而可解出

xd x
－ λ（b２ － c２ ）／b２ c２ （b２ ＋ λ）（c２ ＋ λ）

＝
ydy

－ λ（c２ － a２ ）／c２ a２ （c２ ＋ λ）（a２ ＋ λ）

＝
zd z

－ λ（a２ － b２ ）／a２ b２ （a２ ＋ λ）（b２ ＋ λ）
，

或

xdx
a２ （a２ ＋ λ）（b２ － c２ ） ＝

ydy
b２ （b２ ＋ λ）（c２ － a２ ） ＝

zd z
c２ （c２ ＋ λ）（a２ － b２ ） ．

若记此值为 １／k ，又知
x（b２ － c２ ）dx ＝

kx２

a２ （a２ ＋ λ）
＝
kx２

λ

１

a２ －
１

a２ ＋ λ
＝

k
λ

x２
a２ －

x２
a２ ＋ λ

．

类似地可知

y（c２ － a２ ）
dy ＝

k
λ

y２
b２ －

y２
b２ ＋ λ

，　
z（a２ － b２ ）d z ＝

k
λ

z２
c２ －

z２
c２ ＋ λ

．

因此我们有

式 ① 左端 ＝
k
λ

x２
a２ ＋

y２
b２ ＋

z２
c２ －

x２
a２ ＋ λ

＋
y２

b２ ＋ λ
＋

z２
c２ ＋ λ

＝ ０ ．

　 　例 2畅1畅12 　试证明下列命题 ：

（１）设 z ＝ f （x ，y）可微 ，且 f （x ，y）（ydx ＋ xdy）是具有连续二阶偏导数的函
数 g（x ，y）的全微分 ，则 x f′x （x ，y）＝ y f′y （x ，y） ．

（２）设 x２ y２ ＋ x２ ＋ y２ － １ ＝ ０ ，则有微分等式

d x
１ － x４

＋
dy
１ － y４

＝ ０ 　 （xy ＞ ０） ．

　 　 （３）设
（x ＋ ay）d x ＋ ydy

（x ＋ y）２ 是某可微函数的全微分 ，则 a＝ ２ ．

证明 　 （１）由题设易知 g′x （x ，y）＝ y f （x ，y） ，g′y （x ，y）＝ x f （x ，y） ，从而又可得

抄 g（x ，y）
抄 x抄 y ＝ f （x ，y） ＋ f′y （x ，y） · y ，　

抄 g（x ，y）
抄 y抄 x ＝ f （x ，y） ＋ f′x （x ，y） · x ．

根据 g″xy ＝ g″y x即可得证 ．
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（２）对原题式求微分 ，易知

２ xy２ d x ＋ ２ x２ ydy ＋ ２ xdx ＋ ２ ydy ＝ ０ ，

x（１ ＋ y２ ）dx ＋ y（１ ＋ x２ ）dy ＝ ０ ． ①

从原题式还可解得

x２ ＝
１ － y２
１ ＋ y２

，　 y２ ＝
１ － x２
１ ＋ x２ ；　 x ＝ ±

１ － y２
１ ＋ y２

，　 y ＝ ±
１ － x２
x２ ＋ １

．

代入式 ① （注意 x y ＞ ０） ，我们有

１ － y２
１ ＋ y２

（１ ＋ y２ ）d x ＋ １ － x２
１ ＋ x２ （１ ＋ x２ ）dy ＝ ０ ，

１ － y４ dx ＋ １ － x４ dy ＝ ０ ．

　 　 （３）不妨设该可微函数为 z ＝ f （x ，y） ，则按定义可得

抄 z
抄 x ＝

x ＋ ay
（x ＋ y）２

，　
抄 z
抄y ＝

y
（x ＋ y）２

．

由此知

z ＝ ∫
ydy

（x ＋ y）２ ＋ g（x） ＝ ln | x ＋ y | ＋ x
x ＋ y ＋ g（x） ．

从而又得

抄 z
抄 x ＝

１
x ＋ y ＋

y
（x ＋ y）２ ＋ g′（x） ＝

x ＋ ２ y
（x ＋ y）２ ＋ g′（x） ．

联系到上面第一式 ，我们有
x ＋ ay

（x ＋ y）２
＝

x ＋ ２ y
（x ＋ y）２

＋ g′（x） ，或

g′（x） ＝
x ＋ ay

（x ＋ y）２
－

x ＋ ２y
（x ＋ y）２

＝
（a － ２）

（x ＋ y）２ y ．

这说明必须 a＝ ２ ．

例 2畅1畅13 　试证明下列命题 ：

（１）设 z ＝ f （x ，y）在区域 D上定义 ，X０ ＝ （x０ ，y０ ） ∈ D ．若存在 f′y （x０ ，y０ ） ，又

在邻域 U（X０ ，δ）上存在 f′x （x ，y） ，且 f′x （x ，y）在点（x０ ，y０ ）处连续 ，则 f （x ，y）在点
（x０ ，y０ ）处可微 ．

（２）设 f （x ，y）在原点的邻域 U０ （δ）上定义 ，f （x ，y）在点（０ ，０）处连续 ，在

U０ （δ）＼｛（０ ，０）｝上可微 ．若有

lim
（ x ，y） → （０ ，０）

f′x （x ，y） ＝ ０ ＝ lim
（x ，y） → （０ ，０）

f′y （x ，y） ，

则 f （x ，y）在点（０ ，０）处可微 ．

（３）设 f （x ，y） ＝ ｜x － y ｜g（x ，y） ，g（x ，y）在零点的邻域 U０ （δ）上连续 ，且

g（０ ，０）＝ ０ ，则 f （x ，y）在点（０ ，０）处可微 ．

（４）设 f （x ，y）在点（０ ，０）处可微 ，且 f （０ ，０）＝ ０ ，又假定 g（x ，y）在点（０ ，０）处
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连续 ，则 F（x ，y） ＝ f （x ，y） g（x ，y）在点（０ ，０）处可微 ，且有 d （ f g） ＝ fdg（在点
（０ ，０）处） ．

证明 　 （１）不妨假定（x０ ＋ Δ x ，y０ ＋ Δ y） ∈ U（X０ ，δ） ，我们有

f （x０ ＋ Δ x ，y０ ＋ Δ y） － f （x０ ，y０ ）
＝ f （x０ ＋ Δ x ，y０ ＋ Δ y） － f （x０ ，y０ ＋ Δ y） ＋ f （x０ ，y０ ＋ Δ y） － f （x０ ，y０ ）
＝ f′x （x０ ，y０ ＋ Δ y）Δ x ＋ o（Δ x） ＋ f′y （x０ ，y０ ）Δ y ＋ o（Δ y）
＝ f′x （x０ ，y０ ）Δ x ＋ αΔ x ＋ o（Δ x） ＋ f′y （x０ ，y０ ）Δ y ＋ o（Δ y） 　 （Δ x → ０ ，Δ y → ０） ，

其中 α＝ f′x （x０ ，y０ ＋ Δ y） － f′x （x０ ，y０ ） → ０（Δ y → ０） ．再由 ｜Δ y ｜ ≤ ρ ，｜Δ x ｜ ≤ ρ（ρ＝

（Δ x）２ ＋ （Δ y）２ ）可知lim
ρ → ０

［αΔ x ＋ o（Δ x）＋ o（Δ y）］／ρ＝ ０ ．这说明 f （x ，y）在点（x０ ，

y０ ）处可微 ．

（２）依题设知 ，对任给 ε＞ ０ ，存在 δ＞ ０ ，使得

抄 f （x ，y）
抄 x

２

＜
ε
２

，　
抄 f （x ，y）

抄 y

２

＜
ε
２
　 （０ ＜ x２ ＋ y２ ＜ δ） ，

从而应用中值定理与 Cauchy‐Schwarz公式 ，我们有

| f （x ，y） － f （０ ，０） | ＝ 抄 f （θx ，θy）
抄 x x ＋

抄 f （θx ，θy）
抄 y y

≤
抄 f （θx ，θy ）

抄 x
２

＋
抄 f （θx ，θy）

抄 y

２

· x２ ＋ y２ ＜ ε· x２ ＋ y２ ．

　 　 （３）因为我们有

f （x ，０） － f （０ ，０）

x ＝
| x | g（x ，０）

x ，　
f （０ ，y） － f （０ ，０）

y ＝
| y | g（０ ，y）

y
，

所以 f′x （０ ，０）＝ ０ ＝ f′y （０ ，０） ．注意到

［ f （x ，y） － f （０ ，０）］／ x２ ＋ y２ ＝ | x － y | g（x ，y）／ x２ ＋ y２

＝ r | cos x － sin x | g（rcosθ ，rsinθ）／r ≤ ２ g（rcosθ ，rsinθ） ．

　 　 （４）因为 f （x ，y） ＝ f′x （０ ，０）Δ x ＋ f′y （０ ，０）Δ y ＋ o（ρ）（ρ＝ x２ ＋ y２ → ０） ，所以

我们有（F（０ ，０）＝ ０ ，ρ→ ０）

Δ F＝ F（x ，y） － F（０ ，０） ＝ f （x ，y）g（x ，y）
＝ f′x （０ ，０）g（x ，y）Δ x ＋ f′y （０ ，０）g（x ，y）Δ y ＋ g（x ，y）o（ρ）
＝ f′x （０ ，０）g（０ ，０）Δ x ＋ f′y （０ ，０）g（０ ，０）Δ y ＋ R（x ，y） ；

R（x ，y）＝ f′x （０ ，０）［g（x ，y） － g（０ ，０）］Δ x ＋ f′y （０ ，０）［g（x ，y） － g（０ ，０）］Δ y
　 ＋ g（x ，y） · o（ρ） ．

注意到 g（x ，y）在点（０ ，０）处的连续性可知 R（x ，y）／ρ→ ０（ρ→ ０） ．这说明 F（x ，y）在
点（０ ，０）处可微 ．从而立即可得 F（x ，y）在点（０ ，０）处的微分为

dF | （０ ，０） ＝ g（０ ，０）［ f′x （０ ，０）Δ x ＋ f′y （０ ，０）Δ y］ ＝ gd f | （０ ，０） ．
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　 　例 2畅1畅14 　试证明下列命题 ：

（１）设 u（x ，y） ，v（x ，y）在 R２ 上可微 ．若有

抄u（x ，y）
抄 x ＝

抄 v（x ，y）
抄 y

，　
抄u（x ，y）

抄 y ＝ －
抄v（x ，y）

抄y
　 （（x ，y） ∈ R２

） ，

则在变换 x ＝ rcosθ ，y ＝ rsinθ下 ，上述方程组可表示为

抄u
抄 r ＝

１
r
抄v
抄θ

，　
１
r
抄u
抄θ

＝ －
抄 v
抄 r ．

　 　 （２）设 z ＝ f （x ，y）在区域 G 炒 R２ 上可微 ，又假定 x ＝ φ（s ，t） ，y ＝ ψ（s ，t）在区域
D 炒 R２ 上可微 ，且（x ，y） ∈ G（（s ，t） ∈ D） ，则 z ＝ f ［φ（s ，t） ，ψ（s ，t）］在 D上可微 ．

证明 　 （１）注意到 r ＝ x２ ＋ y２ ，θ＝ arctan（y／x）以及题设 ，我们有

１
r （x v′r ＋ y u′r ） ＝

１
r２ （y v′θ － xu′θ） ， ①

１
r （xu′r － y v′r ） ＝

１

r２ （y u′θ ＋ x v′θ） ． ②

以 y乘式 ① ，以 x乘式 ② ，相加可知

（x２ ＋ y２ ）u′r
r ＝

（y２ ＋ x２ ）v′θ
r２ 　 或 　 u′r ＝ １

r v θ ．

类似地可推得第二式 ．

（２）对 D中任一点 P０ ＝ （s０ ，t０ ） ，并记 X０ ＝ （x０ ，y０ ） ＝ （φ（s０ ，t０ ） ，ψ（s０ ，t０ ）） ，依

题设知 ，我们有

Δ z ＝ f（x ，y） － f（x０ ，y０ ） ＝ f′x （x０ ，y０ ）Δ x ＋ f′y （x０ ，y０ ）Δ y ＋ αρ ，　 α → ０（ρ → ０） ，

Δ x ＝ φ（s ，t） － φ（s０ ，t０ ） ＝ φ′s （s０ ，t０ ）Δ s ＋ φ′t （s０ ，t０ ）Δ t ＋ α１ ρ′ ，　 α１ → ０（ρ′ → ０） ，

Δ y ＝ ψ（s ，t） － ψ（s０ ，t０ ） ＝ ψ′s （s０ ，t０ ）Δ s ＋ ψ′t （s０ ，t０ ）Δ t ＋ α２ ρ′ ，　 α２ → ０（ρ′ → ０） ，

ρ ＝ （Δ x）２ ＋ （Δ y）２ ，　 ρ′ ＝ （Δ s）２ ＋ （Δ t）２ ．

由此可导出

Δ z ＝ ［ f′x （x０ ，y０ ）φ′s （s０ ，t０ ） ＋ f′y （x０ ，y０ ）ψ′s （s０ ，t０ ）］Δ s
＋ ［ f′x （x０ ，y０ ）φ′t （s０ ，t０ ） ＋ f′y （x０ ，y０ ）ψ′t （s０ ，t０ ）］Δ t
＋ αρ ＋ f′x （x０ ，y０ ）α１ ρ′ ＋ f′y （x０ ，y０ ）α２ ρ′ ．

注意到（估计上式最后三项）

I 扯 αρ ＋ f′x （x０ ，y０ ）α１ ρ′ ＋ f′y （x０ ，y０ ）α２ ρ′
ρ′

＝ α
ρ

ρ′
＋ f′x （x０ ，y０ ）α１ ＋ f′y （x０ ，y０ ）α２ ，

ρ

ρ′
＝

Δ x
ρ′

２

＋
Δ y
ρ′

２

，

Δ x
ρ′

＝ φ′s （s０ ，t０ ） Δ s
ρ′

＋ φ′t （s０ ，t０ ） Δ t
ρ′

＋ α１ ≤ | φ′s （s０ ，t０ ） | ＋ | φ′t （s０ ，t０ ） | ＋ M ．
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立即推知 I → ０（ρ′ → ０） ．证毕 ．

例 2畅1畅15 　试证明下列命题 ：

（１）存在 θ ：０ ≤ θ≤ ２π ，使得 ４／π ＝ cos（πθ／２）＋ sinπ（１ － θ）／２ ．

（２）设 f ∈ C（１）
（R２

） ．若
抄 f （x ，y）

抄 x ＝
抄 f （x ，y）

抄 y （（x ，y） ∈ R２
） ，则存在 g（ t）（ t ∈

R１
） ，使得 f （x ，y）＝ g（x ＋ y） （（x ，y） ∈ R２

） ．

（３）设 f （x ，y）在 R２ 上有连续的一阶偏导数 ．若有

f （x ，０） ＞ ０ 　 （x ∈ R１
） ，　

抄 f （x ，y）
抄 x ＝

抄 f （x ，y）
抄 y

　 （（x ，y） ∈ R２
） ，

则 f （x ，y）＞ ０ （（x ，y） ∈ R２
） ．

（４）设 u＝ yz ，v ＝ x z ，w ＝ xy（x ，y ，z ＞ ０） ．若三元可微函数 f 与 F满足
f （u ，v ，w） ＝ F（x ，y ，z） ， ①

则 u f′u ＋ v f′v ＋ w f′w ＝ x F′x ＋ yF′y ＋ z F′z ．
证明 　 （１）作函数 f （x ，y）＝ sinπ x ＋ cosπ y ，在中值公式

f （x ＋ h ，y ＋ k） － f （x ，y） ＝ f′x （ξ ，η）h ＋ f′y （ξ ，η）k ；　 ξ ＝ x ＋ θh ，η ＝ y ＋ θk
中取 x ＝ ０ ，y ＝ － １／２ ，h＝ k ＝ １／２ ，则可得（ξ＝ θ／２ ，η＝ － （１ － θ）／２）

［sin（x ＋ h）π ＋ cos（y ＋ k）π］ － ［sinπ x ＋ cosπ y］
＝ sin π

２
＋ cos（π · ０） － sin（０ · π） ＋ cos π

２
（＝ ２）

＝
１
２
（πcosξπ － πsinηπ） ＝

π
２

cos θπ
２

＋ sin １ － θ
２

π ．

由此即得 ４／π ＝ cos（πθ／２）＋ sin（π（１ － θ）／２） ．

（２）作变量替换 u＝ x ＋ y ，并令 h（u ，y）＝ f （u － y ，y） ，则得 h′y （u ，y）＝ － f′１ （u －
y ，y）＋ f′２ （u － y ，y）＝ ０（（u ，y）∈ R２

） ．这说明 h（u ，y）与 y无关 ，记为 g（u）＝ g（x ＋ y） ．

（３）对于 R２ 中两点（x ，y）与（x ＋ y ，０） ，则在两点间的连接直线段上 ，根据中

值定理可知 ，存在点（ξ ，η） ，使得

f （x ，y） － f （x ＋ y ，０） ＝
抄 f （ξ ，η）

抄 x －
抄 f （ξ ，η）

抄y y ＝ ０ ．

由此依题设得到 f （x ，y）＝ f （x ＋ y ，０）＝ ０ ．

（４）式 ①的意思是说 ，f （u ，v ，w）通过中间变量 x ，y ，z成为 x ，y ，z 的函数时等
于另一函数 F（x ，y ，z） ．这说明式 ①两端对 x ，y ，z求偏导应相等 ．我们有

f′uu′x ＋ f′v v′x ＋ f′w w′x ＝ F′x ，

f′uu′y ＋ f′v v′y ＋ f′w w′y ＝ F′y ，

f′uu′z ＋ f′v v′z ＋ f′w w′z ＝ F′z ，
　 或 　

z f′v ／２v ＋ y f′w ／２w ＝ F′x ，

z f′u ／２u ＋ x f′w ／２w ＝ F′y ，

y f′u ／２u ＋ x f′v ／２v ＝ F′z ．
由此立即解出 xF′x ＋ y F′y ＋ z F′z ＝ u f′u ＋ v f′v ＋ w f′w ．
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例 2畅1畅16 　解答下列问题 ：

（１）设 f （x ，y）在 R２ 上可微 ．若有

（i） f （x ，x２ ）＝ １ ，　 （ii） f′y （x ，y）＝ x２ ＋ ２y ，（x ，y） ∈ R２
，

试求 f （x ，y） ．

（２）设 f （x ，y）在 R２ 上有连续偏导数 ．若有

（i） f （x ，x２ ）＝ １ ，　 （ii） f′１ （x ，x２ ） ＝ x（x ∈ R１
） ，

试求 f′２ （x ，x２ ） ．

（３）设 f （x ，y）在 R２ 上可微 ，且有 f （１ ，１）＝ １ ，f′x （１ ，１） ＝ a ，f′y （１ ，１）＝ b ．又令
F１ （x）＝ f （x ，x） ，以及

F２ （x） ＝ f （x ，F１ （x）） ，⋯ ，Fn （x） ＝ f （x ，Fn －１ （x）） ，⋯ ，

试求 F′n（１） ．

解 　 （１）由（ii）可知 f （x ，y）＝ x２ y ＋ y２ ＋ g（x） ．从而由（i）得
１ ＝ f （x ，x２ ） ＝ ２ x４ ＋ g（x） ，　 g（x） ＝ １ － ２ x４ ．

这说明 f （x ，y）＝ １ ＋ y２ ＋ y x２ － ２ x４ ．

（２）由（i）知 f′１ （x ，x２ ） ＋ ２ x f′２ （x ，x２ ） ＝ ０ ．用（ii）代入得
x［１ ＋ ２ f′２ （x ，x２ ）］ ＝ ０ ．

从而我们有 ，f′２ （x ，x２ ） ＝ － １／２（x ≠ ０） ．又根据题设 ，f′２是连续函数 ，故 F′２ （０ ，０） ＝

－ １／２ ，即 f′２ （x ，x２ ） ＝ － １／２ ．

（３）因为有 F′n（x）＝ f′１ ［x ，Fn － １ （x）］＋ f′２ ［x ，Fn － １ （x）］F′n － １ （x） ，所以得 F′n （１）＝
F′１ ［１ ，Fn － １ （１）］ ＋ f′２ ［１ ，Fn － １ （１）］ F′n － １ （１） ．由条件知 F１ （１） ＝ f （１ ，１） ＝ １ ，⋯ ，

Fn （１）＝ １ ，从而有（F′１ （１） ＝ f′x （１ ，１）＋ f′y （１ ，１）＝ a＋ b）
F′n （１）＝ f′１ （１ ，１） ＋ f′２ （１ ，１）F′n －１ （１） ＝ a ＋ bF′n －１ （１）

＝ a ＋ b［a ＋ bF′n －２ （１）］ ＝ a ＋ ab ＋ b２ F′n －２ （１） ＝ ⋯

＝ a ＋ ab ＋ ab２ ＋ ⋯ ＋ abn －２ ＋ bn －１ F′１ （１）
＝ a ＋ ab ＋ ab２ ＋ ⋯ ＋ abn －１ ＋ bn ．

　 　例 2畅1畅17 　试证明下列命题 ：

（１）设 D 炒 R２ 是包含原点的凸区域 ，f ∈ C（１）
（D） ．若有

x 抄 f （x ，y）
抄 x ＋ y 抄 f （x ，y）

抄 y ＝ ０ 　 （（x ，y） ∈ D） ，

则 f （x） ≡ C（常数） ．

（２）设 f （x ，y）在 R２ 上连续可微 ．若

抄 f （x ，y）
抄 x ＋ f （x ，y） 抄 f （x ，y）

抄 y ＝ ０ 　 （（x ，y） ∈ R２
） ，

则 f （x ，y） ≡ C（常数） ．

证明 　 （１）注意用中值公式 ，可得（对（x ，y） ∈ D）
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f （x ，y） － f （０ ，０）＝ f′x （θx ，θy）x ＋ f′y （θx ，θy）y

＝
１
θ
［ f′x （θx ，θy）θx ＋ f′y （θx ，θy）θy］ ＝ ０ 　 （０ ＜ θ ＜ １） ．

　 　 注 　若 D不包含（０ ，０）点 ，则结论未必成立 ．例如 f （x ，y）＝ arctan（y／x） ．

（２）研究方程
dy
d x ＝ f （x ，y）过点（x０ ，y０ ）的解 y ＝ y（x） ：y０ ＝ y（x０ ） ．由条件知

d f （x ，y（x））
d x ＝

抄 f （x ，y）
抄 x ＋

抄 f （x ，y）
抄y

dy
d x ≡ ０ ．

从而得出
dy
d x ＝ f （x ，y（x））＝ C（常数） ．

现在考察任一条过点（x０ ，y０ ）的直线
L ：（y － y０ ） ＝ f （x０ ，y０ ）（x － x０ ） ．

如果在 L上有点（x１ ，y１ ） ，使得 f （x１ ，y１ ） ≠ f （x０ ，y０ ） ，那么下列两条直线必相交 ：

（i） （y － y０ ） ＝ f （x０ ，y０ ）（x － x０ ） ，　 （ii） y － y１ ＝ f （x１ ，y１ ）（x － x１ ） ．

导致矛盾 ．这说明 f （x ，y）在 L上是常数 ．证毕 ．

例 2畅1畅18 　解答下列命题 ：

（１）设 R２ 上可微函数 F（x ，y）满足
　 　 （i）在直角坐标系中有分解 ：F（x ，y）＝ f （x）＋ g（y） ，（x ，y） ∈ R２

．

　 　 （ii）在极坐标系中有 F（x ，y）＝ h（θ） ，（x ，y） ∈ R２
，０ ≤ θ≤ ２π ．

试求 F（x ，y）（x ≠ ０ ，y ≠ ０） ．

（２）在上题中 ，改 F（x ，y）为连续可微 ，又条件（ii）改为 F（x ，y） ＝ h（r） ，试求

F（x ，y） ．

（３）设 u＝ f （x ，y ，z）在 R２ 上可微 ；x ＝ rsinθ· cosφ ，y ＝ rsinθ· sinφ ，z ＝ rcosθ ．
　 　 （i）若 xu′x ＋ y u′y ＋ z u′z ＝ ０ ，则 u是 θ ，φ的函数 ．

　 　 （ii）若 u′x ／x ＝ u′y ／y ＝ u′z ／z ，则 u是 r的函数 ．

解 　 （１）由题设知 h（θ）＝ f （rcosθ）＋ g（rsinθ） ，故有

０ ＝
抄h（θ）
抄 r ＝ f′（rcosθ）cosθ ＋ g′（rsinθ）sinθ ，

从而可得 － x f′（x）＝ yg′（y） ，即知 yg′（y） ≡ C或 g（y）＝ Cln｜y｜ ．因此 ，根据 f′（x）＝
－ yg′（y）／x ＝ － C／｜x｜ ，或 f（x）＝ － Cln｜x｜ ．这说明 F（x ，y）＝ C（ － ln｜x｜＋ ln｜y｜） ．

（２）由条件知 F′θ ＝ ０ ，即

０ ＝
抄 F
抄 x · （－ rsinθ） ＋

抄F
抄 y · （rcosθ） ＝ － y 抄F

抄 x ＋ x 抄F
抄y ＝ － y f′（x） ＋ xg′（y） ．

由此得到 f′（x）／x ＝ g′（y）／y （x ≠ ０ ，y ≠ ０） ．若令此比值为 λ（常数） ，我们有

f′（x）＝ λx ，g′（y）＝ λy（因为 f′ ，g′连续 ，所以此式对 x ＝ y ＝ ０仍真） ．这说明

f （x） ＝
１
２
λx２

＋ C１ ，　 g（y） ＝
１
２
λy２

＋ C２ ，　 F（x ，y） ＝
λ
２
（x２ ＋ y２ ） ＋ C ．
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　 　 （３） （i）只需注意等式
f′r ＝ f′x x′r ＋ f′y y′r ＋ f′z z′r ＝ f′x· sinθ· cosφ ＋ f′y sinθsinφ ＋ f′z cosθ
＝ f′x· （x／r） ＋ f′y· （y／r） ＋ f′z· （z／r） ＝ ０ ．

　 　 （ii）注意到 f′θ ＝ f′x x′θ ＋ f′y y′θ ＋ f′z z′θ ＝ f′x rcosθcosφ ＋ f′y rcosθsinφ － f′z rsinθ ，又
依题设可得

f′x
x ＝

f′y
y ＝

f′z
z ＝

f′x rcosθcosφ ＋ f′y rcosθsinφ － f′z rsinθ
r２ sinθcosθcos２ φ ＋ r２ sinθcosθsin２

φ － r２ sinθcosθ ．
（因为分母 ＝ ０ ，所以分子 ＝ ０ ．）即 f′θ ＝ ０ ．此外 ，还有

f′ψ ＝ f′x· （－ rsinθsinφ） ＋ f′y· （rsinθcosφ） ＋ ０ ，

再依题设之比例又有

f′x
x ＝

f′y
y ＝

－ f′x rsinθ· sinφ ＋ f′y· rsinθcosφ
－ r２ sin２

θsinφcosφ ＋ r２ sin２
θsinφcosφ ．

（因为分母 ＝ ０ ，所以分子 ＝ ０ ．）即 f′φ ＝ ０ ．综上所述 ，即得所证 ．

例 2畅1畅19 　试证明下列命题 ：

（１）设 z ＝ f （x ，y）在 R２ 上可微 ．若有 b 抄 z
抄 x ＝ a 抄 z

抄 y（a≠ ０ ，b ≠ ０） ，则 z是 ax ＋ by

的函数 ．
倡
（２）设 X０ ＝ （a１ ，a２ ，⋯ ，an ） ∈ Rn

，f ∈ C（ ∞ ）
（Rn

） ．若 f （X０ ）＝ ０ ，则

f （x１ ，x２ ，⋯ ，xn ） ＝ ∑
n

i ＝ １

（xi － ai ）gi （xi ，x２ ，⋯ ，xn ） ，

其中 gi ∈ C（ ∞ ）
（Rn

）（i＝ １ ，２ ，⋯ ，n） ，gi （X０ ） ＝
抄 f （X０ ）

抄 xi （i＝ １ ，２ ，⋯ ，n） ．

（３）设 D ＝ ｛（x ，y） ：x２ ＋ y２ ＝ １｝ ，f （x ，y ，z）定义在 D × R１ 上 ．若 f ∈ C（D ×

R１
） ，f′z ∈ C（D × R１

） ，且有

f２ （x ，y ，z） ＋
抄 f （x ，y ，z）

抄 z
２

＞ ０ ，　 （x ，y ，z） ∈ D × R１
，

则对任意的 z０ ∈ R１
，均存在开集 G０ ：z０ ∈ G０ ，使得对一切（x ，y） ∈ D ，在 G０ 中至多

存在一个 z满足 f （x ，y ，z）＝ ０ ．

证明 　 （１）令 u＝ ax ＋ by ，v ＝ y ；即 x ＝ （u － bv）／a ，y ＝ v ．此时有 z ＝ f （（u －

bv）／a ，v） ．从而得

抄 z
抄v ＝

抄 z
抄 x

抄 x
抄v ＋

抄 z
抄y

抄y
抄v ＝

抄 z
抄 x －

b
a ＋

抄 z
抄y

＝ －
１
a b 抄 z

抄 x － a 抄 z
抄 y ＝ ０ 　 （a ≠ ０ ，b ≠ ０） ．

由此即知抄 z
抄v ＝ ０ ，z与 v 无关 ，只是 v ＝ ax ＋ by的函数 ．

倡
（２）不妨设 X０ ＝ （０ ，０ ，⋯ ，０） ，我们有
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f （x１ ，x２ ，⋯ ，xn ）＝∫
１

０

dd t f （tx１ ，tx２ ，⋯ ，tx n ）d t

＝ ∫
１

０ ∑
n

i ＝ １

f′x i （tx１ ，tx２ ，⋯ ，tx n ） · xi · d t

＝ ∑
n

i ＝ １

xi∫
１

０
f′x i （tx１ ，tx２ ，⋯ ，tx n ）d t ．

从而取 gi （X）＝ ∫
１

０
f x i （tx１ ，tx２ ，⋯ ，txn ）d t即可得证 ．

（３）对给定的 z０ ∈ R１
，令

F（x ，y ，z０ ） ＝ f ２ （x ，y ，z０ ） ＋
抄 f （x ，y ，z０ ）

抄 z
２

，　 （x ，y） ∈ D ，

易知 F∈ C（D）且 F（x ，y ，z０ ） ＞ ０ ，以及 min
（ x ，y） ∈ D

｛ F（x ，y ，z０ ）｝ ＞ ０ ．自然也存在（x０ ，

y０ ） ∈ D ，使得 F（x０ ，y０ ，z０ ）＝ min
（ x ，y） ∈ D

｛F（x ，y ，z０ ）｝ ．

如果对 n∈ N ，均有 zn ，xn ，yn ，使得

| zn － z０ | ＜ １／n ；　 min
（ x ，y） ∈ D

｛F（x ，y ，zn ）｝ ＝ F（xn ，yn ，zn ） ＝ ０ ．

（不妨假定（xn ，yn） → （珚x ，珔y）（n→ ∞ ，否则抽子列 ．）从而有 F（珚x ，珔y ，z０ ） ＝ ０ ，矛盾 ．因

此 ，对某个开集 G０ ：z０ ∈ G０ ，有 min
（x ，y） ∈ D

｛F（x ，y ，z）｝ ＞ ０（z ∈ G０ ） ．

如果对 n∈ N ，均有 G０ 中的 z′n ，z″n ：z′n ≠ z″n ，且有｜z′n － z０ ｜＋ ｜z″n － z０ ｜＜ １／n ，以

及（xn ，yn ） ∈ D ，使得

f （xn ，yn ，z′n ） ＝ f （xn ，yn ，z″n ） ＝ ０ ，

则由 Rolle定理可知 ，存在位于 z′n与 z″n之间的 珔z n ，使得 抄
抄y f （xn ，yn ，珔z n ） ＝ ０ ．（不妨

假定 lim
n → ∞

（xn ，yn ）＝ （珚x ，珔y） ∈ D ，否则抽子列 ．）从而导出

抄
抄 z f （珚x ，珔y ，z０ ） ＝ ０ ，　 f （珚x ，珔y ，z０ ） ≠ ０ ，

且对充分大的 n ，有 f （xn ，yn ，z′n） ≠ ０ ，f （xn ，yn ，z″n） ≠ ０ ，导致矛盾 ．因此 ，对某个

n０ ，如果有 z１ ≠ z２ ，｜z１ － z０ ｜＋ ｜z２ － z０ ｜＜ １／n０ ，那么就有 f２ （x ，y ，z１ ） ＋ f ２ （x ，y ，

z２ ） ＞ ０ ．

例 2畅1畅20 　试证明下列命题 ：

（１）设 f （x ，y）在开集 G 炒 R２ 上连续 ，X０ ＝ （x０ ，y０ ） ∈ G ，f （x ，y）在 G＼｛X０ ｝上

的偏导数连续 ．若存在极限 lim
X → X

０

f′x （x ，y） ，lim
X → X

０

f′y （x ，y） ，则 f （x ，y）的偏导数可连续

延拓到点（x０ ，y０ ） ．

（２）设 f （x ，y）在 R２
＼｛（０ ，０）｝上连续可微 ，且存在 M ＞ ０ ，使得

抄 f （x ，y）
抄 x ≤

M ，
抄 f （x ，y）

抄 y ≤ M（（x ，y） ∈ R２
＼｛（０ ，０）｝） ，则 f （x ，y）可连续延拓到 R２ 上 ．
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证明 　 （１）因为 f （x ，y）在 G＼｛X０ ｝上存在偏导数 ，所以有

［ f （x０ ＋ Δ x ，y０ ） － f （x０ ，y０ ）］／Δ x ＝ f′x （x０ ＋ θΔ x ，y０ ） ，　 ０ ＜ θ ＜ １ ．

又注意到偏导数当 X → X０ 时存在极限 ，故知 f′x （x０ ，y０ ）存在 ，且有

lim
Δ x → ０

f′x （x０ ＋ θΔ x ，y０ ） ＝ f′x （x０ ，y０ ） ．

这同时也说明偏导数在点 X０ 处连续 ．

（２）只需指出 ：对任一点列 Xn ＝ （xn ，yn ） → （０ ，０）（n → ∞ ） ，｛ f （xn ，yn ）｝必是
Canchy 列即可 ．为此 ，对任给 ε＞ ０ ，先取 N ，使得

| Xn － Xm | ＝ （xn － xm ）２ ＋ （yn － ym ）２ ＜ ε／４M 　 （n ≥ N） ．

　 　 （i）若联结点 Xn 与 Xm 的折线不过原点 ，则可用已知结果 ，得到

| f （Xn ） － f （Xm ） | ＜ M（ | xn － xm | ＋ | yn － ym | ） ＜ ε ．

　 　 （ii）若联结点 Xn 与 Xm 的折线过原点 ，则可移动该折线段使其离开原点相距

ε／４M ．此时可得

| f （Xn ） － f （Xm ） | ＜ M（| xn － xm | ＋ | yn － ym | ） ＋ ２M ·
ε

４M ≤ ε ．

　 　 注 　本命题对单元函数是不真的 ，例如 f （x）＝
１ ， x ＜ ０ ，

０ ， x ＞ ０ ．

例 2畅1畅21 　试证明下列命题 ：

（１） （Euler）设 f（x ，y ，z）是可微函数 ，则 u＝ f（x ，y ，z）是 n次齐次函数当且仅当
x f′x （x ，y ，z） ＋ y f′y （x ，y ，z） ＋ z f′z （x ，y ，z） ＝ nf （x ，y ，z） ． ①

　 　特例 　若 u＝ xn f （y／x ，z／x） ，则必有 x 抄u
抄 x ＋ y 抄u

抄y ＋ z 抄u
抄 z ＝ n · u ．

　 　 （２）设 f （x ，y ，z）是可微的 n次齐次函数 ，则其偏导（函）数均为 n － １次齐次
函数 ．

（３）设 f （x ，y ，z）是可微的 n次齐次函数 ，z ＝ φ（x ，y）是由方程 f （x ，y ，z） ＝ ０

确定的隐函数 ，则 φ（x ，y）是 n＝ １次齐次函数 ．

证明 　 （１）必要性 ．假定 f （tx ，ty ，tz）＝ tn f （x ，y ，z） ，则在两端对 t求导 ，得

x f′１ （tx ，ty ，tz ） ＋ y f′２ （tx ，ty ，tz ） ＋ z f′３ （tx ，ty ，tz ） ＝ ntn －１ f （x ，y ，z） ．

从而取 t＝ １即可得式 ① ．

充分性 ．假定式 ①成立 ，则作函数

F（t） ＝ f （tx０ ，ty０ ，tz ０ ）／tn ，　 （x０ ，y０ ，z０ ） ∈ R３
，

对 t求导 ，我们有

F′（t） ＝ ｛［ f′１ （tx０ ，ty０ ，tz ０ ）x０ ＋ f′２ （tx０ ，ty０ ，tz ０ ）y０ ＋ f′３ （tx０ ，ty０ ，tz ０ ）z０ ］t
－ nf （tx０ ，ty０ ，tz ０ ）｝／tn＋ １ ．

注意到式 ①中对应 x ，y ，z 为 tx０ ，ty０ ，tz０ ，即知 F′（ t） ＝ ０ ，F（ t） ＝ C（常数） ．因为

F（１） ＝ f （x０ ，y０ ，z０ ） ，所以 F（t） ＝ f （x０ ，y０ ，z０ ） ．即 f （ tx０ ，ty０ ，tz０ ） ＝ tn f （x０ ，y０ ，
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z０ ） ．由点（x０ ，y０ ，z０ ）的任意性即可得证 ．

（２）依题设知 f （tx ，ty ，tz）＝ tn f （x ，y ，z） ．在两端对 x求导 ，可得

f′１ （tx ，ty ，tz ）t ＝ tn f′１ （x ，y ，z） ，　 f′１ （tx ，ty ，tz ） ＝ tn －１ f′１ （x ，y ，z） ．

这说明 f′x （x ，y ，z）是 n － １次齐次函数 ．其它偏导数雷同 ．

（３）只需指出 xφ′x ＋ yφ′y ＝ φ ．为此 ，对方程 f （x ，y ，φ（x ，y））＝ ０求偏导可得

f′１ ＋ f′３ φ′x ＝ ０ ，　 f′２ ＋ f′３ φ′y ＝ ０ ．

再以 x和 y 各乘上述第一 ，第二式 ，并相加 ，我们有

x f′１ ＋ y f′２ ＋ f′３ （xφ′x ＋ yφ′y ） ＝ ０ ．

因为 f （x ，y ，z）是 n次齐次函数 ，所以

x f′１ （x ，y ，φ（x ，y）） ＋ y f′２ （x ，y ，φ（x ，y）） ＋ z f′３ （x ，y ，φ（x ，y））
＝ nf （x ，y ，φ（x ，y）） ＝ ０ ．

从而联系前一式 ，导出 － z f′３ ＋ f′３ （xφ′x ＋ yφ′y ）＝ ０ ，即

f′２ · （xφ′x ＋ yφ′y － z） ＝ ０ ，　 xφ′x ＋ yφ′y ＝ z ．
由此即得所证 ．

例 2畅1畅22 　试证明下列命题 ：

（１）在三角形 △ ABC中 ，BC的边长为 a ，AC的边长为 b ．若记 ∠ B ，∠ C以及
a ，b的改变量为 Δ B ，ΔC ，Δ a ，Δ b ，则有近似公式

Δ b
b ≈

Δ a
a ＋ （cotA ＋ cotB）ΔB ＋ cotA · ΔC ．

　 　 （２）在三角形 △ ABC中 ，记其边长各为 a ，b ，c ，则
　 　 （i） dc＝ cosB · da＋ cosA · db＋ a· sinB · dC ．

　 　 （ii） ８S · dS ＝ ∑
a ，b ，c

a（b２ ＋ c２ － a２ ）· dc（S是 △ ABC之面积 ，∑
a ，b ，c
表示对 a ，

b ，c轮换求和） ．

证明 　 （１）对正弦定理 asin（B ＋ C） ＝
bsinB ＝ ＝

csinC 取对数 ，可知

lnb ＝ lna － lnsin（B ＋ C） ＋ lnsinB ．

由此可得

db
b ＝

Δ a
a －

cos（B ＋ C）sin（B ＋ C）（ΔB ＋ ΔC） ＋
cosBsinB · ΔB

＝
Δ a
a ＋ cotA · （Δ B ＋ ΔC） ＋ cotB · Δ B ．

从而我们有Δ b
b ≈

db
b ＝

Δ a
a ＋ （cotA ＋ cotB）Δ B ＋ cotA · ΔC ．

（２） （i）根据余弦 、正弦定理 ：

c ＝ acosB ＋ bcosA ，　 a／sinA ＝ b／sinB ，

易知 dc＝ da· cosB ＋ db · cosA － asinB · dB － bsinA · dA ．又由 A ＋ B ＋ C ＝ π 可
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得 dA ＋ dB ＋ dC＝ ０ ，从而有

dc ＝ cosB · da ＋ cosA · db ＋ asinB · dC ．

　 　 （ii）令 p ＝ （a＋ b＋ c）／２ ，则 S ＝ p（p － a）（p － b）（p － c） ．从而可知

１６S２ ＝ （a ＋ b ＋ c）（－ a ＋ b ＋ c）（a － b ＋ c）（a ＋ b － c） ．

３２ S · dS ＝ （da ＋ db ＋ dc）（－ a ＋ b ＋ c）（a － b ＋ c）（a ＋ b － c）
＋ （－ da ＋ db ＋ dc）（a ＋ b ＋ c）（a － b ＋ c）（a ＋ b － c）
＋ （da － db ＋ dc）（a ＋ b ＋ c）（－ a ＋ b ＋ c）（a ＋ b － c）
＋ （da ＋ db － dc）（a ＋ b ＋ c）（－ a ＋ b ＋ c）（a － b ＋ c） ．

易知上式右端 da之系数为
（a － b ＋ c）（a ＋ b － c）［（－ a ＋ b ＋ c） － （a ＋ b ＋ c）］ ＋ （a ＋ b ＋ c）（－ a ＋ b ＋ c） ．

［（a ＋ b － c） ＋ （a － b ＋ c）］＝ ２a｛ － ［a２ － （b － c）２ ］ ＋ ［－ a２ ＋ （b ＋ c）２ ］｝
＝ ２a｛ － ２a２ ＋ ２b２ ＋ ２c２ ｝ ＝ ４a（－ a２ ＋ b２ ＋ c２ ） ．

类似地可推出 db与 dc之系数各为
４b（a２ － b２ ＋ c２ ） ，　 ４c（a２ ＋ b２ － c２ ） ．

由此立即得到 ８SdS ＝ ∑
a ，b ，c

a（b２ ＋ c２ － a２ ）da ，即
８SdS ＝ a（b２ ＋ c２ － a２ ）da ＋ b（a２ － b２ ＋ c２ ）db ＋ c（a２ ＋ b２ － c２ ）dc ．

　 　例 2畅1畅23 　应用公式 Δ u ≈ du计算下列数值的近似值 ：

（１） I ＝ １畅００２ × （２畅００３）
２
× （３畅００４）

３
．

（２） I ＝ （１畅０３）
２
／

３

０畅９８ ·
４

（１畅０５）
３
．

（３） I ＝ （１畅０２）
３
＋ （１畅９７）

３
．

（４） I ＝ sin２９° · tan４６° ．

（５） I ＝ （０畅９７）
１畅０５

．

解 　 （１）在近似公式（１ ＋ x）（２ ＋ y）２ （３ ＋ z）３ ≈ １ · ２
２
· ３

３
＋ ２

２
· ３

３
· x ＋ ２

２
·

３
３
· y ＋ ２

２
· ３

３
· z中 ，取 x ＝ ０畅００２ ，y ＝ ０畅００３ ，z ＝ ０畅００４ ，可得

I ≈ １０８ ＋ ０畅２１６ ＋ ０畅３２４ ＋ ０畅４３２ ＝ １０８畅９７２ ．

　 　 （２）用 f （x ，y ，z）＝ （１ ＋ x）２ ／
３

（１ － y）
４

（１ ＋ z）３的近似公式 ：

f （x ，y ，z） ≈ １ ＋ ２ x ＋ y／３ － z／４ 　 （x ＝ ０畅０３ ，y ＝ ０畅０２ ，z ＝ ０畅０５） ，

可得 I ≈ １ ＋ ０畅０６ ＋ ０畅００６６ － ０畅０１２５ ≈ １畅０５４ ．

（３）用近似公式 （１ ＋ x）３ ＋ （２ － y）３ ≈ ３ ＋ x／２ － ２ y（x ＝ ０畅０２ ，y ＝ ０畅０３） ，可

得 I ≈ ３ ＋ ０畅０１ － ０畅０６ ＝ ２畅９５ ．

（４）用 sin π
６

－ x tan π
４
＋ x ≈ sin π

６
· tan π

４
－ cos π

６
· tan π

４
· x ＋ sin π

６
·

x／cos２ π
４
（x ＝ ０畅０１７） ，可得 I ≈ ０畅５ － ０畅８６６ × ０畅０１７ ＋ ０畅０１７ ≈ ０畅５０２ ．
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（５）用近似公式（１ － x）１ ＋ y
≈ １ － x（x ＝ ０畅０３ ，y ＝ ０畅０５） ，可得 I ≈ １ － ０畅０３ ＝

０畅９７ ．

例 2畅1畅24 　试证明下列命题 ：

（１）设 u＝ φ（x ，y） ，v ＝ ψ（x ，y）是 R２ 上可微函数 ．若存在定义在 R２ 上的可微

函数 F（u ，v） ：
抄F（u ，v）

抄u ≠ ０ ，
抄F（u ，v）

抄 v ≠ ０（即无临界点） ，使得

F（φ（x ，y） ，ψ（x ，y）） ＝ ０ 　 （（x ，y） ∈ R２
） ，

则行列式 J ＝ 抄（u ，v）
抄（x ，y） ＝ ０（（x ，y） ∈ R２

） ．

（２） 设在 R２ 中两条曲线 L１ ，L２ 在点 P０ ＝ （x０ ，y０ ）处相交 ，又由变换 u ＝
φ（x ，y） ，v ＝ ψ（x ，y）将 L１ ，L２ 映为 uv平面上的曲线 l１ ，l２ ，且在 Q０ ＝ （u０ ，v０ ）处相
交 ．为使在 P０ 处 L１ 与 L２ 之交角及其转向均与 Q０ 处 l１ 与 l２ 的交角与转向相同的
条件是 u′x ＝ v′y ，v′x ＝ － u′y ．

证明 　 （１）取定点（x０ ，y０ ） ∈ R２
，则在点（x０ ，y０ ）处有

F′u· φ′x ＋ F′v· ψ′x ＝ ０ ，　 F′u· φ′y ＋ F′v· ψ′y ＝ ０ ． ①

依据题设知

F′u （φ（x０ ，y０ ） ，ψ（x０ ，y０ ）） ≠ ０ ，　 F′v （φ（x０ ，y０ ） ，ψ（x０ ，y０ ）） ≠ ０ ，

从而从式 ①导出

抄（u ，v）
抄（x ，y） （ x

０
，y
０
）
＝

φ′x （x０ ，y０ ） φ′y （x０ ，y０ ）
ψ′x （x０ ，y０ ） ψ′y （x０ ，y０ ）

＝ ０ ．

注意到点（x０ ，y０ ）的任意性 ，即得所证 ．

（２）因为 du＝ u′x d x ＋ u′y dy ，dv ＝ v′x dx ＋ v′ydy ，所以有

dvdu ＝ v′x ＋ v′y dyd x u′x ＋ u′y dyd x ．

若记 L１ ，L２ 在 P０ 处的切线斜率各为
dy
dx １

，
dy
d x ２

；l１ ，l２ 在 Q０ 处的切线斜率各为

dvdu １
，
dvdu ２

，则按交角相同可知

dy
dx ２

－
dy
dx １

１ ＋
dy
dx １

dy
dx ２

＝ tanθ ＝

dvdu ２
－

dvdu １

１ ＋
dvdu １

dvdu ２

．

　 　现在用 dvdu i
＝ v′x ＋ v′y dy

d x i
u′x ＋ u′y dy

dx i
（i ＝ １ ，２）代入上式右端 ，经计

算后易知其等式成立的条件就是 u′x ＝ v′y ，u′y ＝ － v′x ．
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２畅２ 　高阶偏导数与高阶（全）微分（以二元函数为例）

函数 z ＝ f （x ，y）的一阶偏导数 f′x （x ，y） ，f′y （x ，y）仍是区域 D上的二元函数 ．若对它们还可

求一阶偏导数 ，其结果称为 f （x ，y）的二阶偏导数 ．f′x关于 x 的偏导数 ，称为 f 关于 x 的二阶偏

导数 ，记为（ f′x ）′x ＝ f″xx ，
抄
抄 x

抄 f
抄 x ＝

抄
２ f
抄 x２或 z″xx ＝ z′x２ ．

f′x关于 y的偏导数 ，称为 f 的混合二阶偏导数 ，记为

z″xy ，　 （ f′x ）′y ＝ f″xy 　 或 　
抄
抄 y

抄 f
抄 x ＝

抄
２ f

抄 y抄 x
．

同样可理解

（ f′y ）′x ＝ f″y x 　 或 　
抄
抄 x

抄 f
抄 y ＝

抄
２ f

抄 x抄 y ，　 （ f′y ）′y ＝ f″yy 　 或 　
抄
抄y

抄 f
抄 y ＝

抄
２ f
抄 y２

．

　 　定理 2畅2畅1 　设 f （x ，y）在点（x０ ，y０ ）的邻域上存在二阶偏导数 f ″xy （x ，y） ，f ″y x （x ，y） ．若

f″xy （x ，y） ，f″y x （x ，y）在点（x０ ，y０ ）处连续 ，则 f″xy （x０ ，y０ ） ＝ f″y x （x０ ，y０ ） ．

注 　记 Δ u＝ 抄
２ u

抄 x２ ＋
抄
２ u
抄y２ （三元函数时 ，则再加一项抄

２ u
抄 z２ ） ，称 Δ u＝ ０为 Laplace方程 ，Δ ＝

抄
２

抄 x２ ＋

抄
２

抄 y２称为 Laplace算符 ．

设 D 是一个区域 ，以 C（n）
（D）表示在 D 上有直到 n 阶的连续偏导数的函数全体 ．

f ∈ C（３）
（D）表示 f 具有连续的三阶偏导数 ，此时又可推得 f 碶xy x ＝ f 碶xxy等等 ．

当 x ，y为自变量时 ，二元函数 u ＝ f （x ，y）的微分为 du ＝ f′x （x ，y）d x ＋ f′y （x ，y）dy ，这里

d x ＝ Δ x ，dy ＝ Δ y与 x ，y无关 ，所以相对于 x ，y来说是常数 ．我们将 du看成 x ，y的函数 ，再求一

次微分 ，其结果称为 u＝ f（x ，y）的二阶微分 ，记作

d２ u＝ d（du） ＝
抄
抄 x（ f′x d x ＋ f′y dy）dx ＋ 抄

抄 y（ f′x d x ＋ f′y dy）dy
＝ f″xx （d x）２ ＋ ２ f″xy d xdy ＋ f″yy （dy）２ ＝ f″xx d x２ ＋ ２ f″xy dxdy ＋ f″yy dy２ ，

其中 dx２ 是（dx）２ 的缩写 ，不是对 x２ 求微分 ．

如把偏导数 抄
抄 x运算理解成算子 ，它是把 C（１）

（D）中函数映为 C（D）中函数的算子 ：

抄
抄 x ：C（１）

（D） → C（D） ，　 f （x ，y） 抄 f（x ，y）
抄 x ，

引入算子概念后 ，一 、二阶微分可视作算子 d x 抄
抄 x ＋ dy 抄

抄 y作用到 f 上的结果 ：

du ＝ dx 抄
抄 x ＋ dy 抄

抄y f ，　 d２ u ＝ d x 抄
抄 x ＋ dy 抄

抄 y
２

f ，

后者即对 f 连续作用算子 d x 抄
抄 x ＋ dy 抄

抄 y运算两次的结果 ，应用数学归纳法 ，可以证明

dn u ＝ d x 抄
抄 x ＋ dy 抄

抄 y
n

f ＝ ∑
n

k ＝ ０

Ck
n

抄
n f

抄 xn － k抄 yk
dxn － kdyk 　 Ck

n ＝
n ！

k ！（n － k） ！ ．

　 　例 2畅2畅1 　解答下列问题 ：
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（１）设 z ＝ arccos x／y ，求 z″xy ，z″y x ．

（２）设 f （x ，y） ＝ （x５ y － x３ y２ ）／（x４ ＋ x２ y ＋ y２ ） ，f （０ ，０） ＝ ０ ，求 f ″xy （０ ，０） ，

f″y x （０ ，０） ．

（３）设 φ（t）在 R１ 上二次可导 ，ψ（t）在 R１ 上可微 ．令

f （x ，y） ＝ φ（x ＋ y） ＋ φ（x － y） ＋∫
x ＋ y

x － y ψ
（t）d t ，

求 f″xx （x ，y） ，f″xy （x ，y） ．

解 　 （１）因为 z′x ＝ －
１
２
（x y － x２ ）－ １／２

，z′y ＝ x
２
（xy３ － x２ y２ ）－ １／２

，所以

z″xy ＝ x
４
（xy － x２ ）－３／２

＝ z″y x ．

　 　 （２）因为我们有 f′x （０ ，y）＝ ０ ，f′y （x ，０）＝ x ，f′x （０ ，０）＝ ０ ，f′y （０ ，０）＝ ０ ，所以

f″xy （０ ，０）＝ lim
y → ０

f x （０ ，y） － f′x （０ ，０）

y ＝ ０ ，

f″y x （０ ，０）＝ lim
x → ０

f′y （x ，０） － f′y （０ ，０）

x ＝ lim
x → ０

x
x ＝ １ ．

　 　 （３）因为 f′x （x ，y）＝ φ′（x ＋ y）＋ φ′（x － y）＋ ψ（x ＋ y） － ψ（x － y） ，所以

f″xx （x ，y） ＝ φ″（x ＋ y） ＋ φ″（x － y） ＋ ψ′（x ＋ y） － ψ′（x － y） ．

f″xy （x ，y） ＝ φ″（x ＋ y） － φ″（x － y） ＋ ψ（x ＋ y） ＋ ψ′（x ＋ y） ．

　 　例 2畅2畅2 　解答下列问题 ：

（１）设 f （x ，y ，z）＝ １／ x２ ＋ y２ ＋ z２ ，求 g（x ，y ，z）＝ 抄 f
抄 x

２

＋
抄 f
抄 y

２

＋
抄 f
抄 z

２

．

（２）设（i） f （x ，y）＝ x／（x２ ＋ y２ ） ，（ii） f （x ，y） ＝ ln x２ ＋ y２ ，试求 g（x ，y） ＝

x 抄
抄 x ＋ y 抄

抄 y
２

f （x ，y） ．

解 　 （１）记 r ＝ x２ ＋ y２ ＋ z２ ，我们有

抄 f
抄 x ＝ －

x
r３ ，　

抄 f
抄y ＝ －

y
r３ ，　

抄 f
抄 z ＝ －

z
r３ ．

由此知 g（x ，y ，z）＝ １／r４ ．

（２） （i）由
x 抄
抄 x ＋ y 抄

抄 y f （x ，y）＝ x 抄
抄 x

x
x２

＋ y２ ＋ y 抄
抄y

x
x２

＋ y２

＝ x y２
－ x２

（x２ ＋ y２ ）２ ＋ y － ２ xy
（x２ ＋ y２ ）２
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＝ －
x

x２
＋ y２ ＝ － f （x ，y） ，

可知 g（x ，y）＝ － （ － f （x ，y））＝ f （x ，y） ．

（ii）由 x 抄
抄 x ＋ y 抄

抄 y f （x ，y）＝ x２
x２ ＋ y２ ＋

y２
x２ ＋ y２

＝ １可知 ，g（x ，y）＝ ０ ．

例 2畅2畅3 　讨论下列函数 f （x ，y）及 f′x ，f′y ，f″xy ，f″y x的存在性与连续性关系 ．

（１） f （x ，y）＝
１ ， y ＝ x ≠ ０ ，

０ ， y ≠ x或 y ＝ x ＝ ０ ．

（２） f （x ，y）＝
（x ＋ y）３ sin １

x ＋ y ， x ＋ y ≠ ０ ，

０ ， x ＋ y ＝ ０ ．

（３） f （x ，y）＝
y x２ sin １

x ， x ≠ ０ ，

０ ， x ＝ ０ ，

（４） f （x ，y）＝
xy x

２
－ y２

x２ ＋ y２
， x２ ＋ y２ ≠ ０ ，

０ ， x２ ＋ y２ ＝ ０ ．

解 　 （１） f″xy （０ ，０）＝ f″y x （０ ，０） ，f （x ，y）在点（０ ，０）处不连续 ．

（２） f′x （x ，y） ，f′y （x ，y）在 R２ 上连续 ，不存在 f″xy （０ ，０） ．

（３） f″xy （０ ，０）＝ f″y x （０ ，０） ，f″xy与 f ″y x在点（０ ，０）处不连续 ．

（４） f″xy （０ ，０）＝ － １ ，f″y x （０ ，０）＝ １但不相等 ．

例 2畅2畅4 　解答下列问题 ：

（１）设 u＝ f （x ，y）有连续二阶偏导数 ；x ＝ φ（t） ，y ＝ ψ（t） ，求d２ ud t２ ．

（２）设 u＝ f （x ，y ，z）有连续二阶偏导数 ；z ＝ xey ，求 抄
２ u

抄 x抄 y ．

（３）设 z ＝ f （x ，y）有连续二阶偏导数 ，且有

抄
２ z

抄 x２ －
抄
２ z

抄y２ ＝ ０ ，　 f （x ，２ x） ＝ x ，　 f′１ （x ，２ x） ＝ x２ ，

求 f″１１ （x ，２ x） ，f″１２ （x ，２ x） ．

（４）设 f （u ，v）有连续二阶偏导数 ．若
抄
２ f
抄u２ ＋

抄
２ f
抄 v２ ＝ １ ，令 F（x ，y） ＝ f ［x y ，（x２ －

y２ ）／２］ ，求 I ＝ 抄
２ F
抄 x２ ＋

抄
２ F
抄y２ ．

解 　 （１）由dud t ＝ 抄u
抄 x

dxd t ＋ 抄u
抄y

dy
d t ，可知
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d２ ud t２ ＝
dd t 抄u

抄 x
dxd t ＋ 抄u

抄 x
d２ xd t２ ＋

dd t 抄u
抄 y

dy
d t ＋

抄u
抄 y

d２ y
d t２

＝
抄
２ u

抄 x２
d xd t

２

＋ ２
抄
２ u

抄 y抄 x
d xd t

dy
d t ＋

抄
２ u

抄 y２
dy
d t

２

＋
抄u
抄 x

d２ xd t２ ＋
抄u
抄 y

d２ y
d t２ ．

　 　 （２）由抄u
抄 x ＝ f′１ ＋ f′３ 抄 z

抄 x ＝ f′１ ＋ ey f′３ ，可知

抄u
抄 x抄 y ＝ f″１２ ＋ f″１３ 抄 z

抄 y ＋ ey f′３ ＋ ey f″３２ ＋ f″３３ 抄 z
抄 y

＝ f″１２ ＋ xey f ″１３ ＋ ey f′３ ＋ ey f ″３２ ＋ xe２ y f ″３３ ．

　 　 （３）在 f （x ，２ x）＝ x两端对 x 求导 ，已知

f′１ （x ，２ x） ＋ ２ f′２ （x ，２ x） ＝ １ ，　 即 x２ ＋ ２ f′２ （x ，２ x） ＝ １ ．

再对 x求导 ，又得 ２ x ＋ ２ f″２１ （x ，２ x）＋ ４ f″２２ （x ，２ x）＝ ０ ，或

f″２１ （x ，２ x） ＋ ２ f″２２ （x ，２ x） ＝ － x ．

　 　此外 ，又在式 f′１ （x ，２ x）＝ x２ 两端对 x求导 ，我们有

f″１１ （x ，２ x） ＋ ２ f″１２ （x ，２ x） ＝ ２ x ．

注意到（依题设） f″１１ ＝ f″２２ ，f″１２ ＝ f″２１ ，故综上所述导出

f″１１ （x ，２ x） ＝ － ４ x／３ ，　 f″１２ （x ，２ x） ＝ ５ x／３ ．

　 　 （４）由抄F
抄 x ＝ y 抄 f

抄u ＋ x 抄 f
抄 v ，

抄F
抄y ＝ x 抄 f

抄u － y 抄 f
抄v ，可知

抄
２ F
抄 x２ ＝ y２ 抄

２ f
抄u２ ＋ ２ xy 抄

２ f
抄u抄v ＋ x２ 抄

２ f
抄v２ ＋

抄 f
抄v ，

抄
２ F
抄 y２ ＝ x２ 抄

２ f
抄u２ － ２ xy 抄

２ f
抄u抄v ＋ y２ 抄

２ f
抄v２ －

抄 f
抄v ．

从而得到 I ＝ x２ ＋ y２ ．

例 2畅2畅5 　试证明下列命题 ：

（１）设 z ＝ e － x２ ／４ y
／ y ，则 z″xx ＝ z′y ．

（２）设 z ＝ eay · cos（aln x） ，则 z″xx ＋ z″yy ／x２ ＋ z′x ／x ＝ ０ ．

（３）设 f （t） ，g（t）可微 ，z ＝ x２ f （y／x）＋ y － ２ g（y／x） ，则

x２ z″xx ＋ ２ xyz″xy ＋ y２ z″yy ＋ xz′x ＋ yz′y ＝ ４ z ．
　 　 （４）设 u＝ u（x ，t）满足

抄u
抄 t ＝ a２ 抄

２ u
抄 x２ 　 （热传导方程） ，

则 v ＝ v（x ，t）＝ e － x２ ／４ a２ t u（x／a２ t ，－ １／a４ t）／a t（t＞ ０）也满足该微分方程 ．

证明 　 （１）由 z′x ＝ － xe － x２ ／４ y
／２ y３／２ ，z′y ＝ e － x２ ／４ y

（ － １／２ y３／２ ＋ x２ ／４ yy２
） ，可知

z″xx ＝ － ２
－ １ y － ３ ／２

｛e － x２ ／４ y
＋ xe － x２ ／４ y

（ － x／２y）｝ ．由此即得所证 ．
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（２）因为我们有 z′x ＝ － aeay · sin（aln x）／x ，z′y ＝ aeay cos（aln x） ，所以

z″xx ＝ － aeay ｛acos（aln x） － sin（aln x）｝／x２ ，　 z″yy ＝ a２ eay · cos（aln x） ．

由此立即得证 ．

（３）因为我们有

z′x ＝ ２ x f y
x － y f′ y

x －
１

x２ yg′
y
x ， z′y ＝ x f′ y

x － ２y －３ g y
x ＋

１

xy２ g′ y
x ，

所以其二阶偏导数为

z″xx ＝ ２ f y
x － ２

y
x f′

y
x ＋

y２
x２ f″

y
x ＋

１

x４ g″
y
x ＋

２

x３ yg′
y
x ，

z″xy ＝ ２ f′ y
x －

y
x f ″

y
x － f′ y

x －
１

x３ yg″
y
x ＋

１

x２ y２ g′
y
x ，

z″yy ＝ f″ y
x ＋

６

y４ g
y
x －

２

xy３ g′ y
x －

２

xy３ g′ y
x ＋

１

x２ y２ g″
y
x ．

由此即可得证 ．

（４）因为我们有

抄v
抄 t ＝ －

u
２ a t３

＋
x２ u

４a３ t５
－ x抄u

抄 x a３ t５ ＋
抄u
抄 t a５ t５ e－ x２ ／４ a２ t

，

抄
２ v

抄 x２ ＝ －
u

２ a３ t３
＋

x２ u
４a５ t５

－ x抄u
抄 x a５ t５ ＋

抄
２ u

抄 x２ a５ t５ e－ x２ ／４ a２ t
，

所以通过计算可得

抄v
抄 t － a２ 抄

２ v
抄 x２ ＝

１

a５ t５
e－ x２ ／４ a２ t 抄u

抄 t － a２ 抄
２ u

抄 x２ ＝ ０ ．

　 　例 2畅2畅6 　试证明下列函数满足 Laplace方程 ：

（１） ln x２ ＋ y２ ．　 （２） arctan（y／x） ．　 （３） ３ x２ y － y３ ．　 （４） y／（x２ ＋ y２ ） ．

（５） x ＋ x２ ＋ y２ ．　 （６） １／（x２１ ＋ x２２ ＋ ⋯ ＋ x２n ）（n － ２）／２ （n＝ ２ ，３ ，⋯ ） ．

证明 　以（６）中 n＝ ３为例 ，即 u＝ （x２ ＋ y２ ＋ z２ ）－ １／２
．记 r ＝ x２ ＋ y２ ＋ z２ ，则

抄u
抄 x ＝ －

１
r２

抄 r
抄 x ＝ －

１
r２

x
r ＝ －

x
r３ ，

抄
２ u

抄 x２ ＝ －
１

r３ ＋
３ x
r４

抄 r
抄 x ＝ －

１

r３ ＋
３ x２
r５ ，

抄
２ u
抄 y２ ＝ －

１

r３ ＋
３ y２

y５
，　

抄
２ u
抄 z２ ＝ －

１

r３ ＋
３ z２
r５ ．

从而可得 Δ u＝ － ３／r３ ＋ ３（x２ ＋ y２ ＋ z２ ）／r５ ＝ ０ ．

例 2畅2畅7 　试证明下列函数 u（x ，y ，z）满足 Δ u＝ ０（r ＝ x２ ＋ y２ ＋ z２ ） ．
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（１） u（x ，y ，z）＝
１ １ １

x y z
x２ y２ z２

．　 （２） u＝ x z
x２

＋ y２ ．　 （３） u＝ １
r ln r ＋ z

r － z ．

证明 　 （１）只需注意

u″xx ＝
０ １ １

０ y z
２ y２ z２

＝ ２（z － y） ，　 u″yy ＝ ２（x － z） ，　 u″z z ＝ ２（y － x） ．

　 　 （２）（３）证略 ．

例 2畅2畅8 　试证明下列命题 ：

（１） 设 u ＝ u （ x ，y ）有连续二阶偏导数 ，且满足 Δ u ＝ ０ ，则 v ＝

u x
x２

＋ y２ ，
y

x２
＋ y２ 满足 Δ v ＝ ０ ．

（２）设 u＝ f （x ，y ，z）有连续三阶偏导数 ，且满足 Δ u ＝ ０ ，则 v ＝ xu′x ＋ y u′y ＋
z u′z满足 Δ v ＝ ０ ．

（３）设 u（x ，y ，z） ，v（x ，y ，z）有连续三阶偏导数 ，且满足 Δ u＝ ０ ，Δ v ＝ ０ ，则函数

w（x ，y ，z） ＝ u（x ，y ，z） ＋ （x２ ＋ y２ ＋ z２ ）v（x ，y ，z）
满足 Δ （Δ w）＝ ０ ．

证明 　 （１）令 φ（x ，y）＝ x／（x２ ＋ y２ ） ，ψ（x ，y）＝ y／（x２ ＋ y２ ） ，则

抄
２ v

抄 x２ ＝ u″１１ （φ′x ）２ ＋ ２u″１２ φ′x· ψ′x ＋ u″２２ （ψ′x ）２ ＋ u′１ φ″xx ＋ u′２ · ψ″xx ，

抄
２ v

抄 y２ ＝ u″１１ （φ′y ）２ ＋ ２u″１２ φ′y· ψ′y ＋ u″２２ （ψ′y ）２ ＋ u′１ φ″yy ＋ u′２ ψ″yy ．

由此可知

Δ v ＝ u″１１ ［（φ′x ）２ ＋ （φ′y ）
２
］ ＋ u″２２ ［（ψ′x ）２ ＋ （ψ′y ）

２
］

＋ ２u″１２ （φ′x ψ′x ＋ φ′yψ′y ） ＋ u′１ Δ φ ＋ u′２ Δ ψ ，

其中关于 φ ，ψ的偏导有

φ′x ＝ （y２ － x２ ）／（x２ ＋ y２ ）２ ，　 φ′y ＝ － ２ xy ／（x２ ＋ y２ ）２ ，

φ″xx ＝ ２ x（x２ － ３y２ ）／（x２ ＋ y２ ）３ ，　 φ″yy ＝ ２ x（３ y２ － x２ ）／（x２ ＋ y２ ）３ ．

ψ′x ＝ － ２ xy ／（x２ ＋ y２ ）２ ，　 ψ′y ＝ （x２ － y２ ）／（x２ ＋ y２ ）２ ，

ψ″xx ＝ ２y（３ x２ － y２ ）／（x２ ＋ y２ ）３ ，　 ψ″yy ＝ ２ y（y２ － ３ x２ ）／（x２ ＋ y２ ）３ ．

由此易知 φ′x · ψ′x ＋ φ′y · ψ′y ＝ ０ ，Δ φ ＝ ０ ，Δ ψ ＝ ０ ．综上结果以及 Δ u ＝ ０ ，即得 Δ v ＝
Δ u／（x２ ＋ y２ ）２ ＝ ０ ．

（２）由 v′x ＝ u′x ＋ xu″xx ＋ y u″xy ＋ z u″x z可知
v″xx ＝ ２u″xx ＋ xu碶xx x ＋ y u碶xx y ＋ zu碶xx z ．

也还可导出
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v″yy ＝ ２u″yy ＋ xu碶yy x ＋ y u碶yy y ＋ zu碶yy z ，

v″z z ＝ ２u″z z ＋ xu碶z z x ＋ y u碶z z y ＋ zu碶z z z ．

从而可得 Δ v ＝ ２（Δ u）＋ x 抄
抄 x（Δ u）＋ y 抄

抄 y（Δ u）＋ z 抄
抄 z（Δ u）＝ ０ ．

（３）关于 w（x ，y ，z）的二阶偏导数 ，易知为

w″xx ＝ u″xx ＋ ２ v ＋ ４ x v′x ＋ （x２ ＋ y２ ＋ z２ ）v″xx ，

w″yy ＝ u″yy ＋ ２v ＋ ４ y v′y ＋ （x２ ＋ y２ ＋ z２ ）v″yy ，

w″z z ＝ u″z z ＋ ２v ＋ ４ z v′z ＋ （x２ ＋ y２ ＋ z２ ）v″z z ．

从而可得 Δ w ＝ Δ u＋ ６ v ＋ ４（x v′x ＋ yv′y ＋ z v′z ）＋ （x２ ＋ y２ ＋ z２ ）Δ v ．

而根据题又导出 Δ w ＝ ６ v ＋ ４ （ x v′x ＋ y v′y ＋ z v′z ） ．由此易算出 抄
２
（Δ w）
抄 x２ ，

抄
２
（Δ w）
抄 y２ ，

抄
２
（Δ w）
抄 z２ ，并将它们相加 ，我们有

Δ（Δ w） ＝ １４ · Δ v ＋ ４（x v碶xx x ＋ y v碶xx y ＋ z v碶xx z ＋ x v碶yy x
＋ y v碶yyy ＋ z v碶yy z ＋ x v碶z z x ＋ yv碶z z y ＋ z v碶z z z ）

＝ １４ · Δ v ＋ ４ x · 抄（Δ v）
抄 x ＋ ４y 抄（Δ v）

抄 y ＋ ４ z 抄（Δ v）
抄 z ＝ ０ ．

　 　例 2畅2畅9 　试证明下列命题 ：

（１）设 z ＝ f （x ，y）满足 Δ z ＝ ０ ，x ＝ φ（u ，v） ，y ＝ ψ（u ，v）是二次可微函数 ．若有

抄（x ，y）
抄（u ，v） ≠ ０ ，　

抄 x
抄u ＝

抄 y
抄v ，　

抄 x
抄v ＝ －

抄 y
抄u ， ①

则 z ＝ f （φ（u ，v） ，ψ（u ，v））满足抄
２ z

抄u２ ＋
抄
２ z
抄v２ ＝ ０ ．

（２） 设 v ＝ f （ x ，y ，z ）是 n 次齐次函数 ，且 Δ v ＝ ０ ，则 u ＝ v／r２ n ＋ １
（ r ＝

x２ ＋ y２ ＋ z２ ）满足 Δ u＝ ０ ．

（３）设 u＝ u（x ，y ，z） ，v ＝ v（x ，y ，z）满足 Δ u＝ ０ ，Δ v ＝ ０ ，则 Δ （uv） ＝ ２（u′x v′x ＋
u′y v′y ＋ u′z v′z ） ．

证明 　 （１）据复合函数求导法以及题设 ，我们有

抄
２ z

抄u２ ＝
抄
２ z

抄 x２
抄φ

抄u
２

－ ２
抄
２ z

抄 x抄y
抄φ

抄u
抄ψ

抄u ＋
抄
２ z

抄 y２
抄ψ

抄u
２

＋
抄 z
抄 x

抄
２

φ

抄u２ ＋
抄 z
抄y

抄
２

φ

抄u２ ，

抄
２ z
抄v２ ＝

抄
２ z

抄 x２
抄φ

抄 v
２

＋ ２
抄
２ z

抄 x抄 y
抄φ

抄u
抄φ

抄 v ＋
抄
２ z

抄 y２
抄 φ

抄u
２

＋
抄 z
抄 x

抄
２

φ

抄v２ ＋
抄 z
抄 y

抄
２

φ

抄v２ ．

将此两式相加 ，可知

抄
２ z
抄u２ ＋

抄
２ z
抄v２ ＝

抄φ

抄u
２

＋
抄φ

抄v
２

抄
２ z

抄 x２ ＋
抄
２ z

抄 y２ ＋
抄
２

φ

抄u２ ＋
抄
２

φ

抄v２
抄 z
抄 x ． ②

在式 ①中 ，第一式对 u求导 ，第二式对 v求导 ，又可得
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抄
２

φ

抄u２ ＝
抄
２

ψ

抄 v抄u ，　
抄
２

φ

抄v２ ＝ －
抄
２

ψ

抄u抄v ；　
抄
２

φ

抄u２ ＋
抄
２

ψ

抄v２ ＝ ０ ．

因此推出（注意题设）

０ ≠
抄（φ ，ψ）

抄（u ，v） ＝

抄φ

抄u
抄φ

抄 v
抄ψ

抄u
抄ψ

抄 v

＝

抄φ

抄u
抄φ

抄v

－
抄φ

抄 v
抄φ

抄u

＝
抄φ

抄u
２

＋
抄φ

抄v
２

．

从而由式 ②立即得到抄
２ z

抄u２ ＋
抄
２ z
抄v２ ＝ ０ ．

（２）注意到 r′x ＝ x／r ，故知
u′x ＝ v′x ／r２ n＋ １ － （２n ＋ １）v · r′x ／r２ n＋ ２ ＝ v′x ／r２ n＋ １ － （２n ＋ １）x v ／r２ n＋ ３ ，

u″xx ＝ v″xx ／r２ n＋ １ － ２（２n ＋ １）x v′x ／r２ n＋ ３ － （２n ＋ １）v／r２ n＋ ３

＋ （２n ＋ １）（２n ＋ ３）v · x２ ／r２ n＋ ５ ．

注意到 u对变量 x ，y ，z 的对称性 ，易从 u″xx的表示中悟得 u″yy ，u″z z ．从而有

Δ u ＝
Δ v
r２ n＋ １ － ２（２n ＋ １）

nv
r２ n＋ ３ － ３（２n ＋ １）

v
r２ n＋ ３

＋ （２n ＋ １）（２n ＋ ３）
v

r２ n＋ ３ ．　 　 （x v′x ＋ y v′y ＋ z v′z ＝ nv ）

根据 Δ v ＝ ０立即导出

Δ u ＝ －
（２n ＋ １）（２n ＋ ３）v

r２ n＋ ３ ＋
（２n ＋ １）（２n ＋ ３）v

r２ n＋ ３ ＝ ０ ．

　 　 （３）因为我们有抄
２
（uv）
抄 x２ ＝ v 抄

２ u
抄 x２ ＋ ２

抄u
抄 x

抄v
抄 x ＋ u 抄

２ v
抄 x２ ，以及

抄
２
（uv ）
抄y２ ＝ v 抄

２ u
抄y２ ＋ ２

抄u
抄 y

抄v
抄y ＋ u 抄

２ v
抄y２ ，　

抄
２
（uv ）
抄 z２ ＝ v 抄

２ u
抄 z２ ＋ ２

抄u
抄 z

抄 v
抄 z ＋ u 抄

２ v
抄 z２ ，

所以得到 Δ（uv）＝ v（Δ u） ＋ ２（u′x v′x ＋ u′y v′y ＋ u′z v′z ） ＋ u（Δ v） ．由此以及题设条件即

得所证 ．

例 2畅2畅10 　试证明下列命题 ：

（１）设 u＝ f （x ，y）有二阶连续偏导数 ，则在极坐标 x ＝ rcosθ ，y ＝ rsinθ替换下
有表示式

抄
２ u

抄 x２ ＋
抄
２ u
抄y２ ＝

抄
２ u
抄 r２ ＋

１
r
抄u
抄 r ＋

１
r２

抄
２ u
抄θ

２ ．

　 　 （２） 设 u ＝ f （x ，y ，z ）有二阶连续偏导数 ，则在球坐标 x ＝ rsinθcosφ ，y ＝
rsinθsinφ ，z ＝ rcosθ替换下有表示式

I ＝ 抄u
抄 x

２

＋
抄u
抄y

２

＋
抄u
抄 z

２

＝
抄u
抄 r

２

＋
１

r２
抄u
抄θ

２

＋
１

r２ sin２
θ

抄u
抄φ

２

，

J ＝
抄
２ u

抄 x２ ＋
抄
２ u
抄 y２ ＋

抄
２ u
抄 z２ ＝

１

r２
抄
抄 r r２ 抄u

抄 r ＋
１sinθ 抄

抄θ
sinθ抄u

抄θ
＋

１sin２
θ
抄
２ u
抄φ

２ ．
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　 　证明 　 （１）由抄u
抄 r ＝

抄u
抄 xcosθ＋ 抄u

抄 ysinθ可知
抄
２ u
抄 r２ ＝

抄
２ u

抄 x２ cos２ θ ＋ ２
抄
２ u

抄 x抄 ysinθ· cosθ ＋ 抄
２ u

抄 y２ sin
２
θ ．

类似地可得 ，

抄
２ u
抄θ

２ ＝ r２ sin２
θ
抄
２ u

抄 x２ － ２ r２ sinθ· cosθ 抄
２ u

抄 x抄 y ＋ r２ cos２ θ 抄２ u
抄 y２ － rcosθ 抄u

抄 x － r 抄u
抄ysinθ ．

由此立即得证 ．

（２）将球坐标变换视为下列二种变换的合成 ：

（i） x ＝ Rcosφ ，y ＝ Rsinφ ，z ＝ z ；　 （ii） R ＝ rsinθ ，φ＝ φ ，z ＝ rcosθ ．
则根据（i）可知 抄u

抄 x
２

＋
抄u
抄 y

２

＝
１

R２

抄u
抄φ

２

＋
抄u
抄R

２

．由此得

I ＝ １

R２

抄u
抄φ

２

＋
抄u
抄R

２

＋
抄u
抄 z

２

．

又依据（ii）可推出
抄
２ u

抄R２ ＋
抄
２ u
抄 z２ ＝

１

r２
抄u
抄θ

２

＋
抄u
抄 r

２

，　
１

R２

抄u
抄φ

２

＝
１

r２ sin２
θ

抄u
抄φ

２

．

由此即得所证 ．

为证第二等式 ，首先由（i）知
J ＝

抄
２ u

抄R２ ＋
１
R

抄u
抄R ＋

１

R２

抄
２ u
抄φ

２ ＋
抄
２ u
抄 z２ ．

其次依据（ii）可得
抄
２ u

抄R２ ＋
抄
２ u
抄 z２ ＝

抄
２ u
抄 r２ ＋

１
r
抄u
抄 r ＋

１

r２
抄
２ u
抄θ

２ ，

且知 １
R
抄u
抄R ＝

１
rsinθ 抄u

抄 rsinθ＋ 抄u
抄θ

cosθ
r ＝

１
r
抄u
抄 r ＋

cosθ
r２ sinθ抄u抄θ ，由 R ＝ rsinθ ，即可得证 ．

例 2畅2畅11 　试证明下列命题 ：

（１）设 u＝ f （x ，y ，z）有连续二阶偏导数 ，则在正交变换

x ＝ a１１ ξ ＋ a１２ η ＋ a１３ ζ ＋ l１ ，

y ＝ a２１ ξ ＋ a２２ η ＋ a２３ ζ ＋ l２ ，

z ＝ a３１ ξ ＋ a３２ η ＋ a３３ ζ ＋ l３ ，

　

∑
３

j ＝ １

a２i j ＝ １ 　 （i ＝ １ ，２ ，３） ，

∑
３

j ＝ １

aj i ak j ＝ ０ 　 （i ≠ k）

下 Laplace算符 Δ u形式不变 ．

（２）设 z ＝ f （x ，y）有连续二阶偏导数 ，且有

抄
２ z

抄 x２
抄
２ z

抄 y２ －
抄
２ z

抄 x抄 y
２

＝ ０ ．

若能将 x视为变量 y 与 z 的函数 ，则上述方程形式不变 ．
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证明 　 （１）因为 u′ξ ＝ u′x x′ξ ＋ u′y y′ξ ＋ u′z z′ξ ＝ a１１ u′x ＋ a２１ u′y ＋ a３１ u′z ，所以
u″ξξ ＝ a２１１ u″x２ ＋ a２２１ u″yy ＋ a２３１ u″z z ＋ ２a１１ a２１ u″xy ＋ ２a２１ a３１ u″y z ＋ ２a３１ a１１ u″z x ．

类似地可得

u″ηη ＝ a２１２ u″xx ＋ a２２２ u″yy ＋ a２３２ u″zz ＋ ２a１２ a２２ u″xy ＋ ２a２２ a３２ u″y z ＋ ２a３２ a１２ u″z x ，

u″ζζ ＝ a２１３ u″xx ＋ a２２３ u″yy ＋ a２３３ u″z z ＋ ２a１３ a２３ u″xy ＋ ２a２３ a３３ u″y z ＋ ２a３３ a１３ u″z x ．

从而我们有 u″ξξ ＋ u″ηη ＋ u″ζζ ＝ u″xx ＋ u″yy ＋ u″z z ．

（２）应用一阶微分形式不变性 ，可知

d x ＝
抄 x
抄ydy ＋ 抄 x

抄 z
抄 z
抄 xd x ＋

抄 z
抄ydy ．

比较上式两端 d x ，dy的系数 ，我们有

１ ＝
抄 x
抄 z

抄 z
抄 x ，　 ０ ＝

抄 x
抄 y ＋

抄 x
抄 z

抄 z
抄 y ，　

抄 z
抄 x ＝ １

抄 x
抄 z ，　

抄 z
抄 y ＝ －

抄 x
抄 y

抄 x
抄 z ．

从而其二次偏导为

抄
２ z

抄 x２ ＝
抄
抄 z １

抄 x
抄 z

抄 z
抄 x ＝ －

抄
２ x
抄 z２

抄 x
抄 z

３

，

抄
２ z

抄 x抄y ＝
抄
抄 y １

抄 x
抄 z ＋

抄
抄 z １

抄 x
抄 z

抄 z
抄 y ＝

抄
２ x
抄y２

抄 x
抄 y －

抄
２ x

抄 z抄 y
抄 x
抄 z

抄 x
抄 z

３

，

抄
２ z

抄 y２ ＝ －
抄
２ x
抄 y２

抄 x
抄 z

２

－ ２
抄
２ x

抄 z抄 y
抄 x
抄 z

抄 x
抄 y ＋

抄
２ x
抄 z２

抄 x
抄 y

２
抄 x
抄 z

３

．

因此可得出

抄
２ z

抄 x２
抄
２ z

抄y２ －
抄
２ z

抄 x抄 y
２

＝
抄
２ x
抄 z２

抄
２ x
抄 y２ －

抄
２ x

抄 z抄y
抄 x
抄 z

２

＝ ０ ．

由此即知抄
２ x
抄 z２

抄
２ x
抄 y２ －

抄
２ x

抄 z抄 y
２

＝ ０ ．

　 　例 2畅2畅12 　解答下列问题 ：

（１）设 z ＝ f （x ，y）在区域 D 炒 R２ 上满足方程

抄
２ z

抄 x２ －
抄
２ z

抄 y２ ＋ λ
抄 z
抄 x ＋ λ

抄 z
抄 y ＝ ０ ． ①

试定 α ，β值 ，使得在变换 u＝ ze αx ＋ βy下 ，式 ①中消失一阶偏导数项 ．

（２）设 z ＝ f （x ，y）在 R２ 上满足方程

６
抄
２ z

抄 x２ ＋
抄
２ z

抄 x抄 y －
抄
２ z

抄y２ ＝ ０ ． ②

试定 a值 ，使得在变换 u＝ x －２y ，v ＝ x ＋ ay（a≠ －２）下 ，式 ②化简为 抄
２ z

抄u抄v ＝ ０ ．

（３）设 u＝ f （x ，y）在 R２ 上有连续二阶偏导数 ，且满足方程

A 抄
２ u

抄 x２ ＋ ２B 抄
２ u

抄 x抄y ＋ C 抄
２ u
抄y ＝ ０ 　 （AC － B２

＜ ０ ，C ≠ ０） ， ③
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若在变换 ξ＝ x ＋ λ１ y ，η＝ x ＋ λ２ y 下 ，式 ③ 化为 抄
２ u

抄ξ抄η
＝ ０ ，则 λ１ ，λ２ 是方程 Cλ２ ＋

２Bλ ＋ A ＝ ０的相异根 ．

解 　 （１）由题设知 z ＝ ue － αx － βy ，故易得

抄 z
抄 x ＝

抄u
抄 x － αu e－ αx － βy ，　

抄 z
抄 y ＝

抄u
抄 y － βu e－ αx － βy ，

抄
２ z

抄 x２ ＝
抄
２ u

抄 x２ － ２α
抄u
抄 x ＋ α

２ u e－ αx － βy ，

抄
２ z

抄 y２ ＝
抄
２ u
抄y２ － ２β

抄u
抄 y ＋ β

２ u e－ αx － βy ．

将它们代入式 ① ，我们有

抄
２ u

抄 x２ －
抄
２ u
抄y２ ＋ （λ － ２α）

抄u
抄 x ＋ （λ ＋ ２β）

抄u
抄 y ＋ （α

２
－ β

２
－ λα － λβ）u ＝ ０ ．

由此知当 α＝ λ／２ ，β＝ － λ／２即可消去一阶偏导数项 ．

（２）经计算易知

抄
２ z

抄 x２ ＝
抄
２ z

抄u２ ＋
抄
２ z

抄u抄 v ＋
抄
２ z

抄v抄u ＋
抄
２ z
抄v２ ，

抄
２ z

抄 y２ ＝ － ２ － ２
抄
２ z

抄u２ ＋ a 抄
２ z

抄u抄v ＋ a － ２
抄
２ z

抄v抄u ＋ a抄
２ z
抄v２ ，

抄
２ z

抄 x抄 y ＝ － ２
抄
２ z
抄u２ ＋ a 抄

２ z
抄u抄v － ２

抄
２ z

抄v抄u ＋ a 抄
２ z
抄v２ ．

将它们代式 ② ，我们有

（６ ＋ ３a） 抄
２ z

抄u抄v ＋ （４ ＋ ２ a） 抄
２ z

抄v抄u ＋ （６ ＋ a － a２ ） 抄
２ z
抄v２ ＝ ０ ．

　 　因为 ６ ＋ a － a２ ＝ （３ － a）（２ ＋ a）必须为 ０ ，所以 a＝ ３ ．又此时必须有 抄
２ z

抄v抄u ＝

抄
２ z

抄u抄v ，方程变为（１０ ＋ ５ a） 抄
２ z

抄u抄v ＝ ０ ．这说明最后结论为 ：a＝ ３ ，混合偏导数相等 ．

（３）因为我们有

抄
２ u

抄 x２ ＝
抄
２ u
抄ξ

２ ＋ ２
抄
２ u

抄ξ抄η
＋
抄
２ u
抄η

２ ，　
抄
２ u
抄 y２ ＝ λ

２
１
抄
２ u
抄ξ

２ ＋ ２λ１ λ２
抄
２ u

抄ξ抄η
＋ λ

２
２
抄
２ u
抄η

２ ，

抄
２ u

抄 x抄y ＝ λ１
抄
２ u
抄ξ

２ ＋ λ２
抄
２ u

抄ξ抄η
＋ λ１

抄
２ u

抄η抄ξ
＋ λ２

抄
２ u
抄η

２ ．

所以从原方程可导出

０ ＝ （A ＋ ２Bλ１ ＋ Cλ２１ ） 抄
２ u
抄ξ

２ ＋ ［２A ＋ ２B（λ１ ＋ λ２ ） ＋ ２Cλ１ λ２ ］ 抄
２ u

抄ξ抄η

＋ （A ＋ ２Bλ２ ＋ Cλ２２ ） 抄
２ u
抄η

２ ．
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易知 ２A ＋ ２B（λ１ ＋ λ２ ） ＋ ２Cλ１ λ２ ＝ － C（λ１ － λ２ ）
２
≠ ０ ，依题设等价于 A ＋ ２Bλ１ ＋

Cλ２１ ＝ ０ ，A ＋ ２Bλ２ ＋ Cλ２２ ＝ ０ ．证毕 ．

例 2畅2畅13 　解答下列问题 ：

（１）设 u＝ u（x ，y）＝ u（ x２ ＋ y２ ）是二次连续可微函数 ．若有抄
２ u

抄 x２ ＋
抄
２ u
抄 y２ ＝ x２ ＋

y２ （x２ ＋ y２ ≠ ０） ，试求 u（x ，y） ．

（２）假设当一个二次连续可微函数 v （ x ，y）满足 抄
２ v

抄 x抄 y ＝ ０ 时 ，就可推知

v ＝ f （x）＋ g（y） ．试证明 ．

　 　 （i） 若二次连续可微函数 u（x ，y）满足 抄
２ u

抄 x２ ＝
抄
２ u

抄 y２ ，则 u ＝ f （ x － y） ＋

f （x ＋ y） ．

　 　 （ii）若二次连续可微函数 u＝ F（x ，y ，z ，t）只是 r ＝ x２ ＋ y２ ＋ z２与 t的函

数 ，且满足 c２ Δ u＝ 抄
２ u
抄 t２ ，则 u＝ φ（r － ct）／r ＋ ψ（r ＋ ct）／r（r ≠ ０） ．

（３）设 f （x）二次可导 ，r ＝ x２ ＋ y２ ＋ z２ ．若 u ＝ f （r）且 Δ u＝ F（r） ．试用 f 的
导数表出 F ．

解 　 （１）记 r ＝ x２ ＋ y２ ，易知

抄
２ u

抄 x２ ＝
抄
２ u
抄 r２

x
r

２

＋
dud r y

２

r３ ，　
抄
２ u
抄y２ ＝

抄
２ u
抄 r２

y
r

２

＋
dud r x

２

r３ ．

从而可得

抄
２ u

抄 x２ ＋
抄
２ u
抄y２ ＝

d２ ud r２ ＋
１
r
dud r ＝ x２ ＋ y２ ＝ r２ 　 （r ≠ ０） ．

应用常微分方程理论 ，从上式可解出

dud r ＝
r３
４

＋
C１

r ，　 u（r） ＝
r４
１６

＋ C１ ln r ＋ C２ ．

这说明 u（x ，y）＝ （x２ ＋ y２ ）２ ／１６ ＋ C１ ln（x２ ＋ y２ ）／２ ＋ C２ ．

（２） （i）作变量替换 s ＝ x － y ，t ＝ x ＋ y ，则

抄u
抄 x ＝

抄u
抄s

抄 s
抄 x ＋

抄u
抄 t

抄 t
抄 x ＝

抄u
抄 s ＋

抄u
抄 t ，　

抄u
抄 y ＝ －

抄u
抄 s ＋

抄u
抄 t ，

抄
２ u

抄 x２ ＝
抄
２ u
抄s２ ＋ ２

抄
２ u

抄 s抄 t ＋
抄
２ u
抄 t２ ，　

抄
２ u
抄 y２ ＝

抄
２ u
抄s２ － ２

抄
２ u

抄 s抄 t ＋
抄
２ u
抄 t２ ．

注意到 抄
２ u

抄 s抄 t ＝ ０ ．立即可得 u＝ f （s）＋ f （t）＝ f （x － y）＋ g（x ＋ y） ．

　 　 （ii）令 f （r ，t）＝ u · r ，即 u＝ f （r ，t）／r ，则
抄u
抄 x ＝

抄 f
抄 r

１
r －

f
r２

x
r ，　

抄u
抄y ＝

抄 f
抄 r

１
r －

f
r２

y
r ，
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抄
２ u

抄
２ x２ ＝

抄
２ f
抄 r２

１
r －

抄 f
抄 r

１

r２ －
抄 f
抄 r

１

r２ ＋ ２
f
r３

x
r

２

＋
抄 f
抄 r

１
r －

f
r２

y２ ＋ z２
r３ ，

抄
２ u

抄 y２ ＝
抄
２ f
抄 r２

１
r － ２

抄 f
抄 r

１

r２ ＋
f
r３

y
r

２

＋
抄 f
抄 r

１
r －

f
r２

z２ ＋ x２
r３ ．

类似地可导出抄
２ u
抄 z２的公式 ．从而可知 Δ u＝ 抄

２ f
抄 r２

１
r ，且依题设得到

c２ Δ u ＝
抄
２ u
抄 t２ 　 为 　 c２ 抄

２ f
抄 r２ ＝

抄
２ f
抄 t２ ．

　 　进一步 ，令 ct＝ s ，则导出
抄 f
抄 t ＝

抄 f
抄s

dsd t ＝ c 抄 f
抄 s ，　

抄
２ f
抄 t２ ＝ c 抄

抄 t
抄 f
抄 s ＝ c 抄

２ f
抄s２

dsd t ＝ c２ 抄
２ f
抄 s２ ．

将此代入前式 ，我们有
抄
２ f
抄 r２ ＝

抄
２ f
抄 s２ ．这说明

f ＝ φ（r － s） ＋ ψ（r ＋ s） ＝ φ（r － ct） ＋ ψ（r ＋ ct） ，

u ＝ f （r ，t）／r ＝ φ（r － ct）／r ＋ ψ（r ＋ ct）／r ．

　 　 （３）经计算易得抄
２ u

抄 x２ ＝ f″x２
／r２ ＋ f′／r － f′x２

／r３ ，以及

抄
２ u

抄 y２ ＝ f″ · y２ ／r２ ＋ f′／r － f′ · y２ ／r３ ，　
抄
２ u
抄 z２ ＝ f″· z２ ／r２ ＋ f′／r － f′ · z２ ／r３ ．

从而我们有

Δ u＝ f″ · （x２ ＋ y２ ＋ z２ ）／r２ ＋ ３ f′／r － （x２ ＋ y２ ＋ z２ ） f′／r３

＝ f″ ＋ ３ f′／r － f′／r ＝ f″ ＋ ２ f′／r ＝ F（r） ．

　 　例 2畅2畅14 　解答下列问题 ：

（１）试求满足 f （x ，０）＝ x ，f （０ ，y）＝ y２ 的方程 抄
２ z

抄 x抄 y ＝ x ＋ y的解 z ＝ f （x ，y） ．

（２）试证明方程（u（x ，y）有连续二阶偏导数）
抄
２ u

抄 x２ ＋ ２
抄
２ u

抄 x抄 y ＋
抄
２ u
抄y２ ＝ ０通过变换

ξ＝ x ＋ y ，η＝ x － y得解 u ＝ （x ＋ y）φ（x － y）＋ ψ（x － y） ．

（３）设 u＝ u（r ，t）有连续二阶偏导数 ，且满足 １

r２
抄
抄 r r２ 抄u

抄 r ＝
抄
２ u
抄 t２ ，则 u＝ ［ f （r ＋

t）＋ g（r － t）］／r ．
（４） f （x ，y）有连续二阶偏导数 ．若有

　 　 （i） f （x ，y）＝ f （y ，x） ，

　 　 （ii） f （x ，y）＋ f （y ，z）＋ f （z ，x）＝ ３ f x ＋ y ＋ z
３

，
x ＋ y ＋ z

３
．

试求 f （x ，y） ．

解 　 （１）由题设知
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抄 f （x ，y）
抄y ＝

x２
２

＋ xy ＋ φ０ （y） ，　 f （x ，y） ＝
x２ y
２

＋
xy２

２
＋ φ（y） ＋ ψ（x） ，

其中 φ（y）＝∫
y

０
φ０ （t）dt ．注意到 f（x ，０）＝ x ，故 f （x ，０） ≡ ψ（x）＝ x ．从而知 f （x ，y）＝

x２ y
２

＋
xy２
２

＋ φ（y）＋ x ．又注意到 f （０ ，y）＝ y２ ，故有 f （０ ，y） ≡ φ（y） ＝ y２ ．总之 ，我们

有 f （x ，y）＝ （x２ y ＋ xy２ ）／２ ＋ y２ ＋ x ．

　 　 （２）注意到抄
２ u

抄 x２ ＝
抄
２ u
抄ξ

２ ＋ ２
抄
２ u

抄ξ抄η
＋
抄
２ u
抄η

２ ，以及

抄
２ u

抄 x抄 y ＝
抄
２ u
抄ξ

２ －
抄
２ u
抄η

２ ，　
抄
２ u
抄 y２ ＝

抄
２ u
抄ξ

２ － ２
抄
２ u

抄ξ抄η
＋
抄
２ u
抄η

２ ，

则由题设知抄
２ u
抄ξ

２ ＝ ０ ，即抄u
抄ξ

＝ φ（η） ，或 u＝ ξφ（η）＋ ψ（η） ．由此即得所证 ．

（３）令 u＝ F（r ，t）／r（即 F（r ，t）＝ r · u（r ，t）） ，则

抄u
抄 r ＝

F′r
r －

F
r２ ，　

抄
抄 r r２ 抄u

抄 r ＝ r F″r ．

由此可知 F″r r ＝ F″t t ．再作变换 ξ＝ r ＋ t ，η＝ r － t ，则又知
F′r ＝ F′ξ＋ F′η ，　 F′t ＝ F′ξ － F′η ；

F″r r ＝ F″ξξ ＋ ２F″ξη ＋ F″ηη ，　 F″tt ＝ F″ξξ － ２F″ξη ＋ F″ηη ．

从而得 F″ξη ＝ ０ ．即 F′ξ ＝ φ（ξ） ．因此我们有

F（ξ ，η） ＝ ∫φ（ξ）dξ ＋ g（η） ＝ f （ξ） ＋ g（η） ＝ f （r ＋ t） ＋ g（r － t） ．

　 　 （４）依题设易知
抄
２ f （x ，y）
抄 x抄y ≡ C ．从而可得 f （x ，y） ＝ Cxy ＋ g（x） ＋ g（y） ．因此

推出 g″（t）＝ C ，从而存在 a ，b及 c ，使得
f （x ，y） ＝ a（x２ ＋ Axy ＋ y２ ） ＋ b（x ＋ y） ＋ c ．

　 　例 2畅2畅15 　试证明下列命题 ：

（１）设 f （x ，y）在 R２ 上有连续二阶偏导数 ，且 f （x ，y） ≠ ０（（x ，y） ∈ R２
） ，则

f （x ，y）＝ g（x） · h（y）之充分必要条件为

f （x ，y） 抄
２ f （x ，y）
抄 y抄 x ＝

抄 f （x ，y）
抄 x ·

抄 f （x ，y）
抄 y

．

　 　 （２）设 f （t）在 R１ 上二次可导 ．若对任一调和函数 u ＝ u（x ，y）（即 Δ u＝ ０） ，使

得 F（x ，y）＝ f ［u（x ，y）］也调和 ，则 f （t）＝ at＋ b ．
（３）设 u（x ，y） ，v（x ，y）是调和函数 ．若有 ｜u（x ，y） ＋ iv（x ，y）｜＝ C（常数） ，则

u（x ，y） ，v（x ，y）均为常数 ．

证明 　 （１）必要性显然 ．下证充分性 ．由题设可知
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抄
抄y

f′x （x ，y）
f （x ，y） ＝

f″xy （x ，y） · f （x ，y） － f′x （x ，y） f′y （x ，y）
f ２ （x ，y）

＝ ０ ．

（不妨假定 f （x ，y）＞ ０ ．）从而得到

f′x （x ，y）／ f （x ，y） ＝ φ（x） ，　∫
f′x （x ，y）
f （x ，y）

d x ＝∫φ（x）d x ．

由此又有

ln f （x ，y） ＝ ∫φ（x）dx ＋ ψ（y） ，　 f （x ，y） ＝ e∫φ（ x）d x
· eψ（ y） ．

令 g（x） ＝ e∫φ（x）d x
，h（y） ＝ eψ（ y） ，即得所证 ．

（２）由 F′x ＝ f′（u） · u′x ，F′y ＝ f′（u）u′y可知
F″xx ＝ f′（u）u″xx ＋ f″（u）（u′x ）２ ，　 F″yy ＝ f′（u）u″yy ＋ （u′y ）２ f″（u） ．

从而导出 F″xx ＋ F″yy ＝ f′（u）［u″xx ＋ u″yy ］＋ f″（u）［（u′x ）２ ＋ （u′y ）２ ］ ．

现在假定 u″xx ＋ u″yy ＝ ０ ，F″xx ＋ F″yy ＝ ０ ，则得到 f″（u）［（u′x ）２ ＋ （u′y ）２ ］＝ ０ ．

注意到存在调和函数（例如 u＝ x ＋ y） ，使得（u′x ）２ ＋ （u′y ）２ ≠ ０ ．从而只有 f″（u）＝
０（u ∈ R１

） ，即得所证 ．

（３）由题设可知 u２ ＋ v２ ＝常数 ，故可得

u · u′x ＋ vv′x ＝ ０ ，　 u · u′y ＋ vv′y ＝ ０ ，

u· u″xx ＋ （u′x ）２ ＋ vv″xx ＋ （v′x ）２ ＝ ０ ，　 uu″yy ＋ （u′y ）２ ＋ vv″yy ＋ （v′y ）２ ＝ ０ ．

从而我们有（相加）

u（u″xx ＋ u″yy ） ＋ v（v″xx ＋ v″yy ） ＋ （u′x ）２ ＋ （v′x ）２ ＋ （u′y ）２ ＋ （v′y ）２ ＝ ０ ．

注意到（条件）u″xx ＋ u″yy ＝ ０ ＝ v″xx ＋ v″yy ，上式成为

（u′x ）２ ＋ （v′x ）２ ＋ （u′y ）２ ＋ （v′y ）２ ＝ ０ ．

这说明 u′x ＝ ０ ＝ u′y ＝ v′x ＝ v′y ．由此即可得证 ．

例 2畅2畅16 　试证明下列命题 ：

（１）设 f （x ，y）在原点的邻域 U０ （δ）上存在一阶偏导数 ．若 f′x （x ，y） ，f′y （x ，y）
在（０ ，０）处可微 ，则 f″xy （０ ，０）＝ f″y x （０ ，０） ．

　 　 （２）设 f′x ，f′y ，f″y x在点（x０ ，y０ ）的一个邻域内存在 ．若 f ″y x （x ，y）在点（x０ ，y０ ）
处连续 ，则存在 f″xy （x０ ，y０ ） ，且有 f″xy （x０ ，y０ ） ＝ f″y x （x０ ，y０ ） ．

　 　 （３）设 f （x ，y）在点（x０ ，y０ ）的一个邻域存在 f″xy ，f″y x ．若 f″xy在点（x０ ，y０ ）处对
x连续 ，f″y x对 y 在点（x０ ，y０ ）处连续 ，则 f″xy （x０ ，y０ ） ＝ f″y x （x０ ，y０ ） ．

证明 　 （１）取 h≠ ０ ，使得由顶点（０ ，０） ，（h ，０） ，（h ，h） ，（０ ，h）组成的正方形含
于 U０ （δ） ，并考察改变量

Δ（h） ＝ f （h ，h） － f （h ，０） － f （０ ，h） ＋ f （０ ，０） ．

只需指出存在极限lim
h → ０

Δ （h）／h且等于 f ″xy （０ ，０） ，f″y x （０ ，０） ．

为此 ，作 F（x）＝ f （x ，h） － f （x ，０） ，则 Δ （h） ＝ F（h） － F（０） ．根据中值定理可
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知 ，存在位于 ０与 h之间的 ξ ，使得

F（h） － F（０） ＝ F′（ξ）h ＝ h｛ f′x （ξ ，h） － f′x （ξ ，０）｝ ．

　 　因为 f′x （x ，y）在点（０ ，０）处可微 ，所以有 Taylor展式
f′x （ξ ，h） ＝ f′x （０ ，０） ＋ f″xx （０ ，０）ξ ＋ f″xy （０ ，０）h ＋ （ξ

２
＋ h２ ）１／２ α（h） ，

f′x （ξ ，０） ＝ f′x （０ ，０） ＋ f″xx （０ ，０）ξ ＋ ξ· β（h） ，

其中当 h → ０时 ，有 α（h） → ０ ，β（h） → ０ ．将上式代入 Δ（h） ，导出

Δ（h） ＝ f″y x （０ ，０）h２ ＋ γ（h） ，　 γ（h） ＝ h（ξ２ ＋ h２ ）１／２ α（h） ＋ h | ξ | β（h） ．

因为｜ξ｜≤ ｜h｜ ，所以 ０ ≤ ｜γ（h）｜≤ ２ h２ ｜α（h）｜＋ h２ ｜β（h）｜ ．由此即知

lim
h → ０

Δ （h）
h２ ＝ f″y x （０ ，０） ．

类似地 ，以 G（y）＝ f （h ，y） － f （０ ，y）代 F（x） ，也能推出

lim
h → ０

Δ（h）
h２ ＝ f″xy （０ ，０） ．

　 　 （２）我们考察二阶偏导数的定义 ：

f″xy （x０ ，y０ ） ＝ lim
Δ y → ０

f′x （x０ ，y０ ＋ Δ y） － f′x （x０ ，y０ ）
Δ y

＝ lim
Δ y → ０

１
Δ y lim

Δ x → ０

f （x０ ＋ Δ x ，y０ ＋ Δ y） － f （x０ ，y０ ＋ Δ y）
Δ x

－ lim
Δ x → ０

f （x０ ＋ Δ x ，y０ ） － f （x０ ，y０ ）
Δ x ＝ lim

Δ y → ０
lim
Δ x → ０

S
Δ xΔ y ，

S ＝ f （x０ ＋ Δ x ，y０ ＋ Δ y） － f （x０ ，y０ ＋ Δ y） － f （x０ ＋ Δ x ，y０ ） ＋ f （x０ ，y０ ） ．

注意到 f （x ，y）在邻域中对 x可导 ，故当 Δ y充分小时 ，存在极限 lim
Δ x → ０

S／Δ x ．

现在令 g（y） ＝ f （x０ ＋ Δ x ，y） － f （x０ ，y） ，则可写出

S
Δ xΔ y ＝ ［g（y０ ＋ Δ y） － g（y０ ）］／Δ xΔ y ＝ g′y （y０ ＋ θ１ Δ y）／Δ x

＝
１
Δ x［ f′y （x０ ＋ Δ x ，y０ ＋ θ１ Δ y） － f′y （x０ ，y０ ＋ θ１ Δ y）］

＝ f″y x （x０ ＋ θ２ Δ x ，y０ ＋ θ１ Δ y） 　 （０ ＜ θ１ ，θ２ ＜ １） ．

再注意到 f″y x在点（x０ ，y０ ）处连续 ，立即导得

lim
Δ x → ０
Δ y → ０

S
Δ xΔ y ＝ f″y x （x０ ，y０ ） ．

这说明重极限 lim
Δ x → ０
Δ y → ０

S
Δ xΔ y存在且等于累次极限 f ″y x （x０ ，y０ ） ，故结论为真 ．

（３）考察在点（x０ ，y０ ）的邻域内的函数差 φ（y） ＝ f （x０ ＋ Δ x ，y） － f （x０ ，y） ，则

φ′（y）＝ f′y （x０ ＋ Δ x ，y） － f′y （x０ ，y） ．我们有

·４６· 第 ２章 　多元函数微分学



φ（y０ ＋ Δ y） － φ（y０ ） ＝ φ′（y０ ＋ θ１ Δ y）Δ y
＝ ［ f′y （x０ ＋ Δ x ，y０ ＋ θ１ Δ y） － f′y （x０ ，y０ ＋ θ１ Δ y）］Δ y
＝ ［ f″y x （x０ ，y０ ＋ θ１ Δ y）Δ x ＋ o（Δ x）］Δ y
＝ f″y x （x０ ，y０ ＋ θ１ Δ y）Δ xΔ y ＋ o（Δ x）Δ y 　 （０ ＜ θ１ ＜ １ ，Δ x → ０） ． ①

　 　再考察 ψ（x）＝ f （x ，y０ ＋ Δ y） － f （x ，y０ ） ，又有

ψ（x０ ＋ Δ x） － ψ（x０ ） ＝ ψ′（x０ ＋ θ２ Δ x）Δ x
＝ ［ f′x （x０ ＋ θ２ Δ x ，y０ ＋ Δ y） － f′x （x０ ＋ θ２ Δ x ，y０ ）］Δ x
＝ ［ f″xy （x０ ＋ θ２ Δ x ，y０ ）Δ y ＋ o（Δ y）］Δ x
＝ f″xy （x０ ＋ θ２ Δ x ，y０ ）Δ xΔ y ＋ o（Δ y）Δ x 　 （０ ＜ θ２ ＜ １ ，Δ y → ０） ． ②

　 　因为成立等式

φ（y０ ＋ Δ y） － φ（y０ ） ＝ f （x０ ＋ Δ x ，y０ ＋ Δ y） － f （x０ ，y０ ＋ Δ y）
－ f （x０ ＋ Δ x ，y０ ） ＋ f （x０ ，y０ ） ，

ψ（x０ ＋ Δ x） － ψ（x０ ） ＝ f （x０ ＋ Δ x ，y０ ＋ Δ y） － f （x０ ＋ Δ x ，y０ ）
－ f （x０ ，y０ ＋ Δ y） ＋ f （x０ ，y０ ） ，

所以根据 ① ，②可知（Δ x → ０ ，Δ y → ０）
f″y x （x０ ，y０ ＋ θ１ Δ y）Δ x · Δ y ＋ o（Δ x）Δ y

＝ f″xy （x０ ＋ θ２ Δ x ，y０ ）Δ x · Δ y ＋ o（Δ y）Δ x ．

注意到 o（Δ x）Δ y／Δ xΔ y → ０ ，o（Δ y）Δ x／Δ xΔ y → ０（Δ x → ０ ，Δ y → ０） ，以及 f ″y x （x ，y）
在点（x０ ，y０ ）处对 y连续 ，f″xy （x ，y）在点（x０ ，y０ ）处对 x连续 ，故当 Δ x ，Δ y → ０时 ，

由上式导出 f″y x （x０ ，y０ ） ＝ f″xy （x０ ，y０ ） ．

　 　例 2畅2畅17 　试证明下列命题 ：

（１）设 f （x ，y ，z）有连续二阶偏导数 ，且是 n次齐次函数 ，则

x 抄
抄 x ＋ y 抄

抄y ＋ z 抄
抄 z

２

f （x ，y ，z） ＝ n（n － １） f （x ，y ，z） ．

　 　 （２） 设 v ＝ v （ x ，y ，z ）是 n 次齐次函数 ．若 Δ v ＝ ０ ，则 u ＝ v／r２ n ＋ １
（ r ＝

x２ ＋ y２ ＋ z２ ）也是调和函数 ，即 Δ u＝ ０ ．

（３）设 f （x ，y ，z）有连续二阶偏导数 ，且是 n次齐次函数 ，则

f″xx f ″xy f ″x z f′x
f″y x f ″yy f ″y z f′y
f″z x f ″zy f ″z z f′z
f′x f′y f′z ０

÷

f″xx f ″xy f ″x z
f″y x f ″yy f ″y z
f″z x f ″zy f ″z z

＝ －
n

n － １
f ．

　 　 （４）设 f （x ，y）在 R２ 上有连续二阶偏导数 ，且 f （x ，y） 厨 ０ ，以及

抄
２ f （x ，y）
抄 x２ ＋

抄
２ f （x ，y）
抄 y２ ＝ ０ 　 （（x ，y） ∈ R２

） ．
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若 f （x ，y）是 k次齐次函数 ，则 k ∈ N ．

（５）设 Pn ＝ Pn （x ，y ，z）是 n次齐次多项式 ，则

dn Pn（x ，y ，z） ＝ n ！· Pn（d x ，dy ，d z） ．

　 　证明 　 （１）依题设知

x f′x （x ，y ，z） ＋ y f′y （x ，y ，z） ＋ z f′z （x ，y ，z） ＝ nf （x ，y ，z） ． ①

以 tx０ ，ty０ ，tz０ 代 x ，y ，z ，并对 t求导可得
x０ f′x ＋ y０ f′y ＋ z０ f′z ＋ tx２

０ f″xx ＋ ty２
０ f″yy ＋ tz ２０ f″z z

　 ＋ t（２ x０ y０ f″xy ＋ ２ x０ z０ f″x z ＋ ２ y０ z０ f″y z ） ＝ n（x０ f′x ＋ y０ f′y ＋ z０ f′z ） ．

令 t＝ １ ，则可推出

x２０ f″xx ＋ y２０ f″yy ＋ z２０ f″z z ＋ ２（x０ y０ f″xy ＋ x０ z０ f″x z ＋ y０ z０ f″y z ）
＝ （n － １）（x０ f′x ＋ y０ f′y ＋ z０ f′z ） ． ②

　 　综合 ① ，② ，我们有

x０ 抄
抄 x ＋ y０ 抄

抄y ＋ z０ 抄
抄 z

２

f （x０ ，y０ ，z０ ） ＝ n（n － １） f （x０ ，y０ ，z０ ） ．

由此即得所证（（x０ ，y０ ，z０ ） ∈ R３ 是任意的） ．

（２）计算偏导数 ，易知

u′x ＝ v′x ／r２ n＋ １ － （２n ＋ １）vr′x ／r２ n＋ ２ ＝ v′x ／r２ n＋ １ － （２n ＋ １）x v ／r２ n＋ ３ ，

u″xx ＝ v″xx
r２ n＋ １ － （２n ＋ １）

v′x r′x
r２ n＋ ２ － （２n ＋ １）

v ＋ x v′x
r２ n＋ ３ － （２n ＋ ３）

xv r′x
r２ n＋ ４

＝
v″xx
r２ n＋ １ － ２（２n ＋ １）

x v′x
r２ n＋ ３ －

（２n ＋ １）v
r２ n＋ ３ ＋ （２n ＋ １）（２n ＋ ３）

vx２

r２ n＋ ５ ．

利用变量 x ，y ，z的对称性 ，立即可写出 u″yy ，u″z z ，经计算可得

Δ u ＝
Δ v
r２ n＋ １ － ２（２n ＋ １）

nv
r２ n＋ ３ －

３（２n ＋ １）v
r２ n＋ ３ ＋

（２n ＋ １）（２n ＋ ３）v
r２ n＋ ３ ．

注意到 Δ v ＝ ０ ，立即导出

Δ u ＝ －
（２n ＋ １）（２n ＋ ３）v

r２ n＋ ３ ＋
（２n ＋ １）（２n ＋ ３）v

r２ n＋ ３ ＝ ０ ．

　 　 （３）由题设知 ，x f′x ＋ y f′y ＋ z f′z ＝ n f ，以及偏导数是（n － １）次齐次 ，又知

x f ″xx ＋ y f ″xy ＋ z f ″x z ＝ （n － １） f′x ，

x f ″y x ＋ y f ″yy ＋ z f ″y z ＝ （n － １） f′y ，

x f ″z x ＋ y f ″z y ＋ z f ″z z ＝ （n － １） f′z ，
从以上四式中消去 x ，y ，z ，我们有

f″xx f ″xy f ″x z （n － １） f′x
f″y x f ″yy f ″y z （n － １） f′y
f″z x f ″zy f ″z z （n － １） f′z
f′x f′y f′z n f

＝ ０ ．
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将此行列式改写为

f″xx f ″xy f ″x z （n － １） f′x ＋ ０

f″y x f ″yy f ″y z （n － １） f′y ＋ ０

f″z x f ″zy f ″z z （n － １） f′z ＋ ０

f′x f′y f′z ０ ＋ nf

＝ ０ ．

由此就可导出

f″xx f ″xy f ″x z （n － １） f′x
f″y x f ″yy f ″y z （n － １） f′y
f″z x f ″zy f ″z z （n － １） f′z
f′x f′y f′z ０

＝ －

f″xx f ″xy f ″x z ０

f″y x f ″yy f ″y z ０

f″z x f ″zy f ″z z ０

f′x f′y f′z n f

，

从而我们有

（n － １）

f″xx f ″xy f ″x z f′x
f″y x f ″yy f ″y z f′y
f″z x f ″zy f ″z z f′z
f′x f′y f′z ０

＝ － nf
f″xx f ″xy f ″x z
f″y x f ″yy f ″y z
f″z x f ″zy f ″z z

．

即得所证 ．

（４）采用极坐标 x ＝ rcosθ ，y ＝ rsinθ（０ ≤ r ＜ ∞ ，０ ≤ θ≤ ２π） ，依题设 f （x ，y） ＝
rk f （cosθ ，sinθ）＝ rk g（θ） ．注意到 Laplace算符 Δ 在极坐标下有表示

Δ ＝
抄
２

抄 x２ ＋
抄
２

抄y２ ＝
抄
２

抄 r２ ＋
１
r

抄
抄 r ＋

１

r２
抄
２

抄θ
２ ，

故可得

０ ＝ Δ （rk g（θ）） ＝ k（k － １）rk －２ g（θ） ＋ krk －２ g（θ） ＋ rk －２ g″（θ）
＝ rk －２ ［k２ g（θ） ＋ g″（θ）］ ．

这说明 g（θ）是常微分方程 g″（θ）＋ k２ g（θ）＝ ０的一个解 ，注意到此方程的一般解为

g（θ）＝ acoskθ＋ bsinkθ ，且 g（θ）必须以 ２π为周期 ，故 k必须是整数 ．

（５）在式 Pn （tx ，ty ，tz）＝ tn Pn（x ，y ，z）中对 t求 n次导数 ，可知

P（n）
n （tx ，ty ，tz ） ＝ n ！Pn （x ，y ，z） ． ③

　 　另一方面 ，令 F（t）＝ Pn （tx ，ty ，tz） ．我们有

F′（t）＝ 抄 Pn

抄 x x ＋
抄 Pn

抄y y ＋
抄 Pn

抄 z z ＝ x 抄
抄 x ＋ y 抄

抄 y ＋ z 抄
抄 z Pn ，

F″（t）＝ x２ 抄
２ Pn

抄 x２ ＋ y２ 抄
２ Pn

抄y２ ＋ z２ 抄
２ Pn

抄 z２ ＋ ２
抄 Pn

抄 x抄 yxy ＋ ２
抄 Pn

抄 x抄 z x z ＋ ２
抄 Pn

抄 y抄 z yz

＝ x 抄
抄 x ＋ y 抄

抄 y ＋ z 抄
抄 z

２

Pn ，

且根据归纳法 ，不难导出

·７６·２畅２ 　高阶偏导数与高阶（全）微分（以二元函数为例）



F（n）
（t） ＝ x 抄

抄 x ＋ y 抄
抄 y ＋ z 抄

抄 z
n

Pn （tx ，ty ，tz ） ．

因为 Pn 是 n次齐次多项式 ，所以其 n阶偏导数是常数 ，与 t无关 ．这说明

F（n）
（t） ＝ x 抄

抄 x ＋ y 抄
抄 y ＋ z 抄

抄 z
n

Pn （x ，y ，z） ． ④

比较式 ③与 ④ ，且以 dx ，dy ，d z代 x ，y ，z ，即可得证 ．

例 2畅2畅18 　解答下列问题 ：

（１）试求复合函数 u＝ f （ξ ，η） ；ξ＝ xy ，η＝ x／y的一 、二阶微分 ．

（２）设 f （x ，y）在区域 D上连续可微 ．若存在 g（x ，y） ，使得

dg（x ，y） ＝ f （x ，y）（yd x ＋ xdy） ，

则 x 抄 f
抄 x ＝ y 抄 f

抄y ．

解 　 （１）由 du＝ f′１ · （yd x ＋ xdy）＋ f′２ · （yd x － xdy）／y２ 可知
d２ u ＝ f″１１ · （yd x ＋ xdy）２ ＋ ２ f″１２ （y２ d x２ － x２ dy２ ）／y２

＋ f″２２ · （yd x － xdy）２ ／y２ ＋ ２ f′１ · dxdy － ２ f′２ · （yd x － xdy）dy／y３ ．

　 　 （２）依题设知
抄 g
抄 x ＝ y f ，抄 g

抄 y ＝ x f ．由 f 之可微性又知

抄g
抄 y抄 x ＝ f ＋ y f′y ，　

抄 g
抄 x抄y ＝ f ＋ x f′x （x ，y） ．

注意到 f ，f′x ，f′y皆连续函数 ，故上两式相等 ．从而有 y f′y ＝ x f′x ．

２畅３ 　隐函数的求导法（以二 、三元函数为例）

在这里 ，先介绍隐函数的求导方法 ，至于隐函数的存在性与可导性将在第 ３章中介绍 ．下面

总假定函数 f 在区域 D上具有连续偏导数 ．

（１）设（x０ ，y０ ） ∈ D ，f （x ，y） ＝ ０在 D上确定了 y 是 x 的函数 y ＝ φ（x） ，y０ ＝ φ（x０ ） ，若有

f′y （x０ ，y０ ） ≠ ０ ，则在适当区间 Iδ ＝ ［x０ － δ ，x０ ＋ δ］上 f （x ，φ（x））＝ ０ ，且
dy
d x ＝ － f′x ／ f′y ．

（２）设 f（x ，y ，z）＝ ０确定了 z是 x ，y的函数 ，且 f′z ≠ ０ ，则

抄 z
抄 x ＝ － f′x ／ f′z ，　

抄 z
抄y ＝ － f′y ／ f′z ．

　 　 （３）设由方程组 f （x ，y ，z）＝ ０ ，g（x ，y ，z）＝ ０确定 y ＝ φ（x） ，z ＝ ψ（x） ，且 J＝ 抄（ f ，g）
抄（y ，z） ≠ ０ ，则

dy
dx ＝ －

f′x f′z
g′x g′z

J ，　
d zdx ＝ －

f′y f′x
g′y g′x

J ．

　 　 （４）设由方程组 f （x ，y ，u ，v） ＝ ０ ，g（x ，y ，u ，v） ＝ ０确定了 u ＝ φ（x ，y） ，v ＝ ψ（x ，y）且 J ＝
抄（ f ，g）
抄（u ，v） ≠ ０ ，则
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抄u
抄 x ＝ －

f′x f′v
g′x g′v

J ，　
抄u
抄y ＝ －

f′y f′v
g′y g′v

J ，

抄v
抄 x ＝ －

f′u f′x
g′u g′x

J ，　
抄u
抄y ＝ －

f′u f′y
g′u g′y

J ．

　 　 （５）设由方程组 f （x ，y ，z ，u ，v ，w）＝ ０ ，g（x ，y ，z ，u ，v ，w）＝ ０ ，h（x ，y ，z ，u ，v ，w） ＝ ０ ，确定了

u＝ u（x ，y ，z） ，v ＝ v（x ，y ，z） ，w ＝ w（x ，y ，z） ，且 J ＝ 抄（ f ，g ，h）
抄（u ，v ，w） ≠ ０ ，则

抄u
抄 x ＝ －

f′x f′v f′w
g′x g′v g′w
h′x h′v h′w

J ．

其余类推 ．

例 2畅3畅1 　解答下列问题 ：

（１）设 z ＝ z（x ，y）由方程 z３ － ３ xy z ＝ a３ 所确定 ，试求 抄
２ z

抄 x抄 y（z
２
≠ x y） ．

（２）设 z ＝ z（x ，y）由方程 z x ＝ yz 所确定 ，求抄
２ z

抄 x２ ．

（３）设 z ＝ z（x ，y）由方程 z ＝ x２ － y２ · tan（z／ x２ － y２ ）所确定 ，试求 抄
２ z

抄 x抄 y ．

解 　 （１）在原式两端对 x求导 ，可得抄 z
抄 x ＝

y z
z ２ － xy

．从而知

抄
２ z

抄 x抄y ＝
（z２ － xy） z ＋ y 抄 z

抄y － yz ２ z 抄 z
抄 y － x （z２ － xy ）２

＝ z（z４ － ２ z２ xy － x２ y２ ）／（z２ － xy）３ ．

　 　 （２）对原式取对数 ，得 xln z ＝ zlny ．在两端对 x求导 ，我们有

抄
２ z

抄 x２ ＝ －
１

x２
zln zln z － １

＋
１
x
（ln z ＋ １）（ln z － １） － （zln z）／z

（ln z － １）
２

＝ zln z（ln z － ２）／xz （ln z － １）
２
．

　 　 （３）在原式两端对 x求导 ，可解出（记 u＝ x２ － y２ ）

抄 z
抄 x ＝ －

x
u tan z

u ＋ ucos －２ z
u ·

x z
u３

１ － ucos －２ z
u ·

１
u

．

由题设知 tan z
u ＝

z
u ，cos － ２ z

u ＝
z２
u２ ＋ １ ，代入前式 ，我们有

抄 z
抄 x ＝ －

－
x
u

z
u ＋

xz
u２

z２
u２ ＋ １

－ z２ ／u２ ＝
x z

x２
－ y２ 　 （x２ ≠ y２ ） ．
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抄
２ z

抄 x抄 y ＝
（x２ － y２ ）x 抄 z

抄 y － x z （－ ２ y）

（x２ － y２ ）２ ＝
（x２ － y２ ）x（－ y z ）／（x２ － y２ ） ＋ ２ xyz

（x２ － y２ ）２

＝ xyz ／（x２ － y２ ）２ 　 （x２ ≠ y２ ） ．

　 　例 2畅3畅2 　解答下列问题 ：

（１）设 x２ － x y ＋ ２ y２ ＋ x － y － １ ＝ ０ ，试求 x ＝ ０ ，y ＝ １时 y′ ，y″ ，y碶 ．

（２）设（x２ ＋ y２ ）２ ＝ ３ x２ y － y３ ，试求 x ＝ ０ ，y ＝ ０时的 y′ ．

解 　 （１）在原式两端对 x求导三次 ，可得

２ x － y － xy′ ＋ ４ yy′ ＋ １ － y′ ＝ ０ ，

２ － ２ y′ － xy″ ＋ ４ y′２ ＋ ４yy″ － y″ ＝ ０ ，

－ ３ y″ ＋ xy碶 ＋ １２ y′y″ ＋ ４yy碶 － y碶 ＝ ０ ．

以 x ＝ ０ ，y ＝ １代入 ，可知

３ y′ ＝ ０ ，　 ２ ＋ ３y″ ＝ ０ ，　 ２ ＋ ３y碶 ＝ ０ ．

由此导得 y′＝ ０ ，y″＝ － ２／３ ，y碶 ＝ － ２／３ ．

（２）令 y ＝ tx ，则由原式可解出

x ＝ （３ t － t３ ）／（１ ＋ t２ ）２ ，　 y ＝ （３ t２ － t４ ）／（１ ＋ t２ ）２ ．

从而可知在 t＝ ０ ，３ ，－ ３时有 x ＝ ０ ，y ＝ ０ ．因为

dy
d x ＝

（１ ＋ t２ ）（６ t － ４ t３ ） － ４ t（３ t２ － t４ ）
（１ ＋ t２ ）（３ － ３ t２ ） － ４ t（３ t － t３ ） ，

所以在 t＝ ０ ，３ ，－ ３时得出 y′＝ ０ ，３ ，－ ３ ．

例 2畅3畅3 　解答下列问题 ：

（１）设 f 可微 ，z ＝ z（x ，y）由 f （x ＋ y ＋ z ，x２ ＋ y２ ＋ z２ ） ＝ ０确定 ，试求 z′x ．

（２）设 f （u）可微 ，且方程 y ＝ f （x２ ＋ y２ ） ＋ f （x ＋ y）确定隐函数 y ＝ g（x） ．若

g（０）＝ ２ ，f′（２）＝ １／２ ，f′（４）＝ １ ，试求 g′（０） ．

（３）设 z ＝ z（x ，y）由方程 z ＝ x ＋ yφ（z）确定 ，u＝ f （z） ，其中 φ（z） ，f （z）任意
次可导 ，试证明

抄
n u

抄 yn ＝
抄
n －１

抄 xn －１ φ
n
（z） 抄u

抄 x ，　 n ∈ N ．

　 　解 　 （１）在原式两端对 x求导 ，我们有

f′１ · （１ ＋ z′x ） ＋ f′２ · （２ x ＋ ２ zz′x ） ＝ ０ ，　 z′x ＝ －
f′１ ＋ ２ x f′２
f′１ ＋ ２ z f′２

．

　 　 （２）记 φ（x ，y）＝ f （x２ ＋ y２ ） ，ψ（x ，y）＝ f （x ＋ y） ，则

y′＝ g′（x） ＝ φ′x· （２ x ＋ ２ yy′） ＋ ψ′x· （１ ＋ y′）
＝ ２ xφ′x ＋ ２ yφ′x y′ ＋ ψ′x ＋ ψ′x· y′ ．

由此知 y′＝ g′（x）＝ （２ xφ′x ＋ ψ′x ）／（１ － ２ yφ′x － ψ′x ） ，从而得
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g′（０）＝ f′［０ ＋ g（０）］
１ － ２ g（０） f′［０ ＋ g２ （０）］ － f′［０ ＋ g（０）］

＝
f′（２）

１ － ２ · ２ · f′（４） － f′（２） ＝ －
１
７

．

　 　 （３）应用归纳法 ．首先对 z ＝ x ＋ yφ（z）求导 ，可知

抄 z
抄 x ＝ １ １ － y 抄φ

抄 z ，　
抄 z
抄y ＝ φ（z） １ － y 抄φ

抄 z y 抄φ
抄 z ≠ １ ． ①

由此以及 u＝ f （z） ，则求导又可得

抄u
抄y ＝

d f
d z

抄 z
抄y ＝

d f
d z φ（z） １ － y dφd z ，　

抄u
抄 x ＝

d f
d z １ － y dφd z ．

这说明抄u
抄y ＝ φ（z）抄u抄x ，即 n＝ １时式 ①为真 ．其次假定式 ①对 n＝ k＞ １时为真 ，即抄

k u
抄yk ＝

抄
k － １

抄 xk － １ φ
k
（z）抄u

抄 x ，则对 n＝ k ＋ １ ，有

抄
k ＋ １ u

抄 yk ＋ １ ＝
抄
k

抄 xk －１ 抄 y φ
k
（z） 抄u

抄 x ＝
抄
k －１

抄 xk －１
抄
抄y φ

k
（z） 抄u

抄 x ． ②

　 　注意到抄u
抄y ＝ φ（z）抄u抄 x ，

抄 z
抄 y ＝ φ（z）抄 z抄 x以及式 ① ，可导出

抄
抄y φ

k
（z） 抄u

抄 x ＝ kφk －１
（z） dφd z

抄 z
抄 y

抄u
抄 x ＋ φ

k
（z） 抄

２ u
抄 x抄 y

＝ kφk －１
（z） dφd z φ（z）

抄 z
抄 x

抄u
抄 x ＋ φ

k
（z） 抄

抄 x
抄u
抄 y

＝ kφk
（z） dφd z

抄 z
抄 x

抄u
抄 x ＋ φ

k
（z） 抄

抄 x φ（z） 抄u抄 x

＝ kφk
（z） dφd z

抄 z
抄 x

抄u
抄 x ＋ φ

k
（z） φ（z） 抄

２ u
抄 x２ ＋

dφd z
抄 z
抄 x

抄u
抄 x

＝ （k ＋ １）φ
k
（z） dφd z

抄 z
抄 x

抄u
抄 x ＋ φ

k ＋ １
（z） 抄

２ u
抄 x２

＝
抄
抄 x φ

k＋ １
（z） 抄u

抄 x ．

由此以及式 ② ，即得

抄
k ＋ １ u

抄 yk＋ １ ＝
抄
k

抄 xk φ
k＋ １

（z） 抄u
抄 x ．

　 　例 2畅3畅4 　解答下列问题 ：

（１）设 z ＝ z（x ，y）由方程 x／z ＝ ln（z／y）＋ １所确定 ，试求 d２ z ．

（２）设 F（u ，v）二次可微 ．z ＝ z（x ，y）由方程 F x
z ，

y
z ＝ ０确定 ，试求 d２ z ．
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解 　 （１）对原式求一阶微分 ，可得

zd x － xd z
z ２ ＝

y
z
yd z － zdy

y２ ，

yzdx － xyd z － yzd z ＋ z２ dy ＝ ０ ．

再微分 ，我们有 y（x ＋ z）d２ z ＝ zdxdy ＋ （zdy － xdy）d z － yd z２ ，即

d２ z ＝ － z２ （ydx － xdy）２ ／y２ （x ＋ z）３ 　 （x ≠ － z） ．

　 　 （２）由题设易知

F′１ zd x － xd z
z ２ ＋ F′２ zdy － yd z

z ２ ＝ ０ ． ①

以 z２ 乘两端 ，并再求微分 ，我们有

F″１１ （zd x － xd z）２
z２ ＋ ２F″１２ （zd x － xd z）（zdy － yd z）

z２

　 ＋ F″２２ （zdy － yd z）２
z２ － （xF′１ ＋ yF′２ ）d２ z ＝ ０ ．

从式 ①解出 d z ＝ z（F′１ d x ＋ F′２ dy）／（xF′１ ＋ y F′２ ） ，并得

zd x － xd z ＝ zF′２ （yd x － xdy）／（xF′１ ＋ yF′２ ） ，

zdy － yd z ＝ － zF′１ （yd x － xdy）／（xF′１ ＋ yF′２ ） ．

从而可导出

d２ z ＝ （xF′１ ＋ yF′２ ）－３
［（F′２ ）２ F″１１ － ２F′１ F′２ F″１２ ＋ （F′１ ）２ F″２２ ］（yd x － xdy）２ ．

　 　例 2畅3畅5 　试证明下列命题 ：

（１）设 u＝ u（x ，y ，z）由 F（u２ － x２ ，u２ － y２ ，u２ － z２ ）＝ ０确定 ，其中 F可微 ，则

x －１ u′x ＋ y－１ u′y ＋ z －１ u′z ＝ u－１
．

　 　 （２）设 u＝ u（x ，y ，z）由 x２
a２ ＋ u ＋

y２
b２ ＋ u ＋

z２
c２ ＋ u ＝ １确定 ，则

（u′x ）２ ＋ （u′y ）２ ＋ （u′z ）２ ＝ ２（xu′x ＋ y u′y ＋ zu′z ） ．

　 　 （３）设 z ＝ f （u） ，且 u ＝ u（x ，y）是由方程 u ＝ φ（u） ＋∫
x

y ψ
（t）d t确定 ，其中

f （u） ，φ（u）均可导 ，且 ψ（t）与 φ′（u）均连续 ，φ′（u） ≠ １ ，则 ψ（y）抄 z抄 x ＋ ψ（x）抄 z抄 y ＝ ０ ．

证明 　 （１）记 X ＝ u２ － x２ ，Y ＝ u２ － y２ ，Z＝ u２ － z２ ．在方程两端对 x求导 ，可知

F′X · X′x ＋ F′Y Y′x ＋ F′ZZ′x ＝ ０ ，

F′X （２uu′x － ２ x） ＋ F′Y · ２uu′x ＋ F′Z· ２uu′x ＝ ０ ．

由此可推 uu′x （F′X ＋ F′Y ＋ F′Z ）＝ xF′X ，或写成

x －１ u′x· （F′X ＋ F′Y ＋ F′Z ） ＝ u－１ F′X ．

类似地可得

y－１ u′y （F′X ＋ F′Y ＋ F′Z ） ＝ u－１ F′Y ，　 z －１ u′z· （F′X ＋ F′Y ＋ F′Z ） ＝ u－１ F′Z ．
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从而将上述三式相加 ，即得所证 ．

（２）在原式两端对 x ，y ，z分别求导 ，可得

２ x
a２ ＋ u － Au′x ＝ ０ ，　 A ＝

x２
（a２ ＋ u）２ ＋

y２
（b２ ＋ u）２ ＋

z２
（c２ ＋ u）２ ．

２ y
b２ ＋ u － Au′y ＝ ０ ，　

２ z
c２ ＋ u － Au′z ＝ ０ ．

由此可知（u′x ）２ ＋ （u′y ）２ ＋ （u′z ）２ ＝ ４／A ，xu′x ＋ y u′y ＋ z u′z ＝ ２／A ．即得所证 ．

（３）由原表达式两端求导 ，可知

抄u
抄 x ＝ φ′（u） 抄u抄 x ＋ ψ（x） ，　

抄u
抄 y ＝ φ′（u） 抄u抄 y － ψ（y） ．

抄u
抄 x ＝

ψ（x）
１ － φ′（u）

，　
抄u
抄y ＝

－ ψ（y）
１ － φ′（u）

．

注意到 z通过 u变成 x ，y的函数 ，故可得

抄 z
抄 x ＝ f′（u） 抄u

抄 x ，　
抄 z
抄 y ＝ f′（u） 抄u

抄 y ．

从而我们有

ψ（y） 抄 z抄 x ＋ ψ（x） 抄 z抄 y ＝ ψ（y） f′（u） ψ（x）
１ － φ′（u）

＋ ψ（x） f′（u） － ψ（y）
１ － φ′（u）

＝ f′（u）［ψ（y）ψ（x） － ψ（x）ψ（y）］／（１ － φ′（u）） ＝ ０ ．

　 　例 2畅3畅6 　试证明下列命题 ：

（１）设 f （x ，y ，z）可微 ．若在方程 f （x ，y ，z） ＝ ０中 ，其中任一变量均可视为其

余二个变量的函数 ，并用 d xdy z
表示固定 z 时 x 对 y 求导 ，则

dxdy z

dy
d z x

d zdx y
＝ － １ ．

　 　 （２）设 F（u ，v）可微 ，则在 F′v ≠ ０ 处由方程 F（xy ，z － ２ x） ＝ ０所确定的函数

z ＝ z（x ，y）满足 x z′x － yz′y ＝ ２ x ．

（３）设 f （x ，y ，z）是 n次齐次的可微函数 ．若方程 f （x ，y ，z）＝ ０隐含函数 z ＝
φ（x ，y）（即 f′z ≠ ０ ，见隐函数存在定理） ，则 φ（x ，y）是一次齐次函数 ．

证明 　 （１）对原方程求微分得 f′x d x ＋ f′y dy ＋ f′z d z ＝ ０ ．若视 z为常数 ，则 d z ＝
０ ．从而知d xdy ＝ － f′y ／ f′x ．类似地可知

dy
d z x

＝ － f′z ／ f′y ，
d zdx y

＝ － f′x ／ f′z ．由此相乘

即可得证 ．

（２）在原方程两端对 x ，y各求导 ，可得

F′u· y ＋ F′v （z′x － ２） ＝ ０ ，　 F′u· x ＋ F′v z′y ＝ ０ ．

由此导出（x z′x － y z′y － ２ x）F′v ＝ ０ ，从而可知 x z′x － yz′y － ２ x ＝ ０ ．
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（３）只需指出 xφ′x ＋ yφ′y ＝ φ ．为此 ，在 f （x ，y ，z）＝ ０两端对 x ，y各求导可得
f′x ＋ f′z z′x ＝ ０ ，　 f′y ＋ f′z· z′y ＝ ０ ．

以 x ，y各乘一式并相加 ，有 x f′x ＋ y f′y ＋ f′z · （x z′x ＋ y z′y ） ＝ ０ ．注意到 x f′x ＋ y f′y ＋
z f′z ＝ n f ＝ ０ ，故导出

－ z f′z ＋ f′z· （xz′x ＋ yz′y ） ＝ ０ 　 即 　 f′z· （xz′x ＋ yz′y － z） ＝ ０ ．

因此由题设推得 x z′x ＋ y z′y ＝ z ．
例 2畅3畅7 　解答下列问题 ：

（１）设 u（x ，y）是由方程组 u＝ yz ＋ z x ＋ xy ，x２ ＋ y２ ＋ z２ ＝ １所确定 ，试求 u″x y ．

（２）设 y（x） ，z（x）是由方程组 lx ＋ my ＋ nz ＝ p ，x２ ＋ y２ ＋ z２ ＝ a２ 所确定 ，试求

y″ ，z″ ．

（３）设 u（x ，y ，z） ，v（x ，y ，z） ，w（x ，y ，z）是由方程组
u ＋ v ＋ w ＝ x ，　 uv ＋ v w ＋ w u ＝ y ，　 uv w ＝ z

所确定 ，试求 u ，v ，w的一阶偏导数 ．

证明 　 （１）依第二式所确定的 z （x ，y）对 x 及 y 之导数为 z′x ＝ － x／z ，z′y ＝
－ y／z ．而在第一式对 x求导可知

u′x ＝ yz′x ＋ z′x· x ＋ z ＋ y ＝ y ＋ z － x（x ＋ y）／z ，
因此再对 y求导 ，我们有

u″x y ＝ １ ＋ z′y － x／z ＋ x（x ＋ y）z′y ／z２ ＝ １ － （x ＋ y）z － xy（x ＋ y）／z３ ．

　 　 （２）在原方程组两端对 x求导 ，可得

l ＋ my′ ＋ nz′ ＝ ０ ，　 x ＋ yy′ ＋ zz′ ＝ ０ ， ①

且从中可解出 y′＝ （lz － nx）／（ny － mz） ，z′＝ （mx － ly）／（ny － mz） ．在 ①的两式中

再各对 x求导 ，又得

my″ ＋ nz″ ＝ ０ ，　 １ ＋ （y′）２ ＋ yy″ ＋ （z′）２ ＋ zz″ ＝ ０ ．

用 y′ ，z′的表示式代入上式 ，并解出 y″ ，z″ ，我们有

y″ ＝ －
n［（ny － mz ）２ ＋ （lz － nx）２ ＋ （mx － ly）２ ］

（ny － mz ）２ ，

z″ ＝
m［（ny － mz ）２ ＋ （lz － nx ）２ ＋ （mx － ly）２ ］

（ny － mz ）２ ．

　 　 （３）对原三式两端作微分 ，可得

du ＋ dv ＋ dw ＝ d x ，

（v － w）du ＋ （w ＋ u）dv ＋ （u ＋ v）dw ＝ dy ，

v wdu ＋ w udv ＋ uvdw ＝ d z ．
由此解出
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du＝
d x １ １

dy w ＋ u u ＋ v
d z w u u v

１ １ １

v ＋ w w ＋ u u ＋ v
v w w u uv

＝ （u２ d x － udy ＋ d z）／（u － v）（u － w） ．

类似地可得

dv ＝
v２ d x － vdy ＋ d z
（v － u）（v － w） ，　 dw ＝

w２ d x － wdy ＋ d z
（w － u）（w － v） ．

由此即知（对 du等式中令 dy ＝ d z ＝ ０ ，⋯ ）

抄u
抄 x ＝

u２
（u － v）（u － w） ，　

抄u
抄y ＝

－ u
（u － v）（u － w） ，　

抄u
抄 z ＝

１
（u － v）（u － w） ．

类似地可导出其它偏导数 ．

例 2畅3畅8 　解答下列问题 ：

（１）设 f （u ，v ，w） ，g（u ，v ，w） ，h（u ，v ，w）是可微函数 ，u＝ u（x ，y ，z）由方程组
x ＝ f （u ，v ，w） ，　 y ＝ g（u ，v ，w ，） 　 z ＝ h（u ，v ，w）

所确定 ，试求抄u
抄 x ，

抄u
抄y ，

抄u
抄 z ．

（２）设 f （x ，y ，z ，t） ，g（y ，z ，t） ，h（z ，t）是可微函数 ，u（x ，y）是由方程组
u ＝ f （x ，y ，z ，t） ，　 g（y ，z ，t） ＝ ０ ，　 h（z ，t） ＝ ０

所确定 ．若
抄（g ，h）
抄（z ，t） ≠ ０ ，试求抄u

抄 y ．

解 　 （１）微分原方程组 ，可得

d x ＝ f′udu ＋ f′v dv ＋ f′w dw ，

dy ＝ g′udu ＋ g′v dv ＋ g′w dw ，

d z ＝ h′udu ＋ h′v dv ＋ h′w dw ．

由此又导出

du＝
d x f′v f′w
dy g′v g′w
d z h′v h′w

抄（ f ，g ，h）
抄（u ，v ，w）

＝
抄（g ，h）
抄（v ，w）d x ＋

抄（h ，f ）
抄（v ，w）dy ＋

抄（ f ，g）
抄（v ，w）d z

抄（ f ，g ，h）
抄（u ，v ，w） ．

从而我们有

抄u
抄 x ＝

I１
I ，　

抄u
抄 y ＝

I２
I ，　

抄u
抄 z ＝

I３
I ，

I ＝
抄（ f ，g ，h）
抄（u ，v ，w） ，　 I１ ＝

抄（g ，h）
抄（v ，w） ，　 I２ ＝

抄（h ，f ）
抄（v ，w） ，　 I３ ＝

抄（ f ，g）
抄（v ，w） ．
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　 　 （２）因为抄u
抄y ＝ f′y ＋ f′z z′y ＋ f′t t′y ，以及

g′y ＋ g′z z′y ＋ g′t t′y ＝ ０ ，

h′z· z′y ＋ h′t t′y ＝ ０ ，
　 t′y ＝ －

h′z
h′t z′y ，

所以导出

g′y ＋ g′z z′y －
g′t
h′t h′z z′y ＝ ０ ，　 z′y ＝

g′y
g′t h′z ／h′t － g′z

＝
g′y h′t

抄（g ，h）
抄（t ，z）

．

从而我们有

抄u
抄 y ＝ f′y － f′z g′y h′t

抄（g ，h）
抄（z ，t） ＋ f′t h′z g′y h′t h′t抄（g ，h）

抄（z ，t）

＝ f′y － g′y·
抄（ f ，h）
抄（z ，t）

抄（g ，h）
抄（z ，t） ．

　 　例 2畅3畅9 　试证明下列命题 ：

（１）设 f 、g是二元可微函数 ，且 u＝ φ（x ，y） ，v ＝ ψ（x ，y）由方程组 x ＝ f （u ，v） ，

y ＝ g（u ，v）所确定 ．若有 f′u · φ′x ＝ １ ，则 x只是 u的函数 ，或 y只是 v 的函数 ．

（２）设 φ（u ，v） ，ψ（u ，v）有一阶连续偏导数 ，且有

抄φ

抄u
抄ψ

抄v －
抄φ

抄v
抄ψ

抄u ＝ １ ． ①

若在方程组 x ＝ φ（u ，v） ，y ＝ ψ（u ，v）中 ，x与 v 是独立变量 ，则式 ①变成
抄y
抄v ＝

抄u
抄 x ．

（３）设 f （u）可导 ，u（x ，y）可微 ，若 z ＝ z（x ，y）由方程组
（z － f （u））２ ＝ x２ （y２ － u２ ） ， ②

（z － f （u）） f′（u） ＝ ux２
③

给定 ，则抄 z
抄 x

抄 z
抄 y ＝ xy ．

证明 　 （１）在 x ＝ f （u ，v）两端对 x求导 ，可得

１ ＝ f′u· u′x ＋ f′v v′x ＝ f′u· φ′x ＋ f′v ψ′x ＝ １ ＋ f′v· ψ′x ．

依条件立即导出 f′v · ψ′x ＝ ０ ，即 f′v ＝ ０ 或 ψ′x ＝ ０ ．若 f′v ＝ ０ ，则 x只是 u的函数 ；若

ψ′x ＝ ０ ，则 v只是 y 的函数 ，即 y只是 v 的函数 ．

（２）由题设知 ，对每个 x和 v ，存在唯一的 u ，v ，使得 x ＝ φ（u ，v） ，y ＝ ψ（u ，v） ．

换句话说 ，存在 α（x ，v） ，β（x ，v） ，使得 u＝ α（x ，v） ，y ＝ β（x ，v） ．我们有

φ′１ u′v ＋ φ′２ ＝ ０ ，　 φ′１ u′x ＝ １ ；　 ψ′１ u′v ＋ ψ′２ ＝ y′v ，　 ψ′１ u′x ＝ y′x ． ④

由此可知 φ′１ y′v ＝ ψ′１ φ′１ u′v ＋ ψ′２ φ′１ ＝ － ψ′１ φ′２ ＋ φ′１ ψ′２ ＝ １（题设 ① ） ．再以 u′x乘两端 ，再注

意到 ④中第二式 ，即所证 ．

（３）对式 ②作微分 ，可知
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２（z － f （u））（d z － f′（u）du） ＝ ２ x（y２ － u２ ）dx ＋ ２ x２ （ydy － udu） ．

依据 ③ ，可知上式 du之系数为 ０ ．再注意到式 ② ，又可得

d z ＝ （z － f （u））dx／x ＋ x２ ydy／（z － f （u）） ，

d zdx ＝
z － f （u）

x ，　
抄 z
抄 y ＝

x２ y
z － f （u）

　 （z ≠ f （u）） ．

从而我们有

抄 z
抄 x

抄 z
抄 y ＝

z － f （u）
x

x２ y
z － f （u） ＝ xy ．

２畅４ 　三维空间几何形态的描述

设空间曲线 L由参数方程 x ＝ x（t） ，y ＝ y（ t） ，z ＝ z（ t）表示 ，又 X０ ＝ （x０ ，y０ ，z０ ） ∈ L（x０ ＝
x（t０ ） ，y０ ＝ y（t０ ） ，z０ ＝ z（t０ ）） ．又 x（t） ，y（t） ，z（t）在 t０ 处可导 ，且满足 x′２ （t０ ） ＋ y′２ （t０ ） ＋ z′２ （t０ ） ≠
０ ，则 L在点 X０ 处的切线方程和切向量 T为

x － x０
x′（t０ ） ＝

y － y０
y′（t０ ） ＝

z － z０
z′（t０ ） ，　 T ＝ （x′（t０ ） ，y′（t０ ） ，z′（t０ ）） ．

L在点 X０ 处的法平面为

x′（t０ ）（x － x０ ） ＋ y′（t０ ）（y － y０ ） ＋ z′（t０ ）（z － z０ ） ＝ ０ ．

　 　设空间曲面 S由参数方程
x ＝ x（u ，v） ，　 y ＝ y（u ，v） ，　 z ＝ z（u ，v） ，　 （u ，v） ∈ D（区域）

表示 ，X０ ＝ （x０ ，y０ ，z０ ） ∈ S ，其中 x０ ＝ x（u０ ，v０ ） ，y０ ＝ y（u０ ，v０ ） ，z０ ＝ z（u０ ，v０ ） ，（u０ ，v０ ） ∈ D ．又

x（u ，v） ，y（u ，v） ，z（u ，v）在点（u０ ，v０ ）处可微 ，且在点（u０ ，v０ ）处的矩阵
抄 x
抄u

抄 y
抄u

抄 z
抄u

抄 x
抄v

抄 y
抄 v

抄 z
抄 v （u

０
，v
０
）

的秩等于 ２ ．若记 A ＝
抄（y ，z）
抄（u ，v） X

０

，B ＝
抄（z ，x）
抄（u ，v） X

０

，C ＝ 抄（x ，y）
抄（u ，v） X

０

（A ，B ，C不同时为 ０） ，则曲面

S在点 X０ 处的法向量为

n ＝ （A ，B ，C） ＝

i j k
x′u y′u z′u
x′v y′v z′v X

０

．

而 S在点 X０ 处的切平面方程为

A（x － x０ ） ＋ B（y － y０ ） ＋ C（z － z０ ） ＝ ０ ，

S在点 X０ 处的法线方程为

x － x０
A ＝

y － y０
B ＝

z － z０
C ，

法线的方向余弦为
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cosα ＝ ± A ／ A２
＋ B２

＋ C２
，　 cosβ ＝ ± B／ A２

＋ B２
＋ C２

，　 cosγ ＝ ± C／ A２
＋ B２

＋ C２
．

　 　设空间曲面 S是由方程 F（x ，y ，z）＝ ０表示 ，X０ ＝ （x０ ，y０ ，z０ ） ∈ S ．又 F（x ，y ，z）在点 X０ 处

可微 ，且在三个偏导数 F′x （x０ ，y０ ，z０ ） ，F′y （x０ ，y０ ，z０ ） ，F′z （x０ ，y０ ，z０ ）中至少有一个不是 ０ ，则 S
在点 X０ 处的切平面方程为

F′x （x０ ，y０ ，z０ ）（x － x０ ） ＋ F′y （x０ ，y０ ，z０ ）（y － y０ ） ＋ F′z （x０ ，y０ ，z０ ）（z － z０ ） ＝ ０ ，

而 S在点 X０ 处的法线方程为

x － x０
F′x （x０ ，y０ ，z０ ） ＝

y － y０
F′y （x０ ，y０ ，z０ ） ＝

z － z０
F′z （x０ ，y０ ，z０ ） ．

法向量为 n＝ （F′x （x０ ，y０ ，z０ ） ，F′y （x０ ，y０ ，z０ ） ，F′z （x０ ，y０ ，z０ ）） ，方向余弦为

cosα ＝ ± F′x （X０ ）／k ，　 cosβ ＝ ± F′y （X０ ）／k ，　 cosγ ＝ ± F′z （X０ ）／k ，
其中 k ＝ （F′x （X０ ））

２
＋ （F′y （X０ ））

２
＋ （F′z （X０ ））

２
．

注 　 若曲面由 z ＝ f （x ，y）给出 ，且 f （x ，y）在点 （x０ ，y０ ）处可微 ．此时 ，可视其为 z －

f （x ，y）＝ ０确定的隐函数 ，则

切平面方程 ： z － z０ ＝ f′x （x０ ，y０ ）（x － x０ ） ＋ f′y （x０ ，y０ ）（y － y０ ） ，

法线方程 ：
x － x０

f′x （x０ ，y０ ） ＝
y － y０

f′y （x０ ，y０ ） ＝
z － z０
－ １

．

cosα ＝ ±
p

１ ＋ p２ ＋ q２
，　 cosβ ＝ ±

q
１ ＋ p２ ＋ q２

，　 cosγ ＝ 碢
１

１ ＋ p２ ＋ q２
，

其中 p ＝ f′x （x０ ，y０ ） ，q＝ f′y （x０ ，y０ ） ．

设空间曲线 L由方程组 f （x ，y ，z）＝ ０ ，g（x ，y ，z） ＝ ０表示 ，X０ ＝ （x０ ，y０ ，z０ ） ∈ L（即 f （x０ ，

y０ ，z０ ）＝ ０ ，g（x０ ，y０ ，z０ ） ＝ ０） ．又 f （x ，y ，z） ，g（x ，y ，z）在点 X０ 处可微 ，且记

A ＝
抄（ f ，g）
抄（y ，z） X

０

，　 B ＝
抄（ f ，g）
抄（z ，x） X

０

，　 C ＝
抄（ f ，g）
抄（x ，y） X

０

．

若 A ，B ，C不同时为 ０ ，则 L在点 X０ 处的切向量为 T＝ （A ，B ，C） ，L在点 X０ 处的切线方程与法

平面方程为

x － x０
A ＝

y － y０
B ＝

z － z０
C ，　 A（x － x０ ） ＋ B（y － y０ ） ＋ C（z － z０ ） ＝ ０ ．

　 　例 2畅4畅1 　解答下列问题 ：

（１）求曲线 x ＝ asin２ t ，y ＝ bsin tcos t ，z ＝ ccos２ t在 t ＝ π／４处的切线方程 ，法平

面方程 ．

（２）求曲线 x２ ＋ y２ ＋ z２ ＝ ４a２ ，x２ ＋ y２ ＝ ２ax在点 X０ ＝ （a ，a ，２ a）处的切线方
程与法平面方程 ．

（３）试证明曲线 x ＝ aetcos t ，y ＝ aet sin t ，z ＝ aet 与圆锥面 x２
＋ y２ ＝ z２ 的各条

母线之交角均相等 ．

解 　 （１） t＝ π／４相当于点 x０ ＝ a／２ ，y０ ＝ b／２ ，z０ ＝ c／２ ，再注意到 x′（t）｜t ＝ π／４ ＝

a ，y′（t）｜t ＝ π／４ ＝ ０ ，z′（t）｜t ＝ π／４ ＝ － c ，故切线方程为
x － a／２

a ＝
z － c／２
－ c ，　 y ＝

b
２

．
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从而法平面方程为

a x －
a
２

＋ （－ c） z －
c
２

＝ ０ 　 或 　 ax － cz ＝ （a２ － c２ ）／２ ．

　 　 （２）令 f （x ，y ，z）＝ x２ ＋ y２ ＋ z２ － ４a２ ，g（x ，y ，z）＝ x２ ＋ y２ － ２ ax ，则可得

f′x （X０ ） ＝ ２ a ，　 f′y （X０ ） ＝ ２a ，　 f′z （X０ ） ＝ ２ ２ a ；
g′x （X０ ） ＝ ０ ，　 g′y （X０ ） ＝ ２a ，　 g′z （X０ ） ＝ ０ ．

由此知切线方程为

x － a
－ ４ ２ a２

＝
y － a
０

＝
z － ２ a
４a２ 　 或 　 x ＋ ２ z ＝ ３a ，　 y ＝ a ．

而法平面方程为 ２ x － z ＝ ０ ．

（３）设点（x ，y ，z）在圆锥面上 ，其母线方向为 l ＝ （x ，y ，z） ，切向量 τ为

（aet （cos t － sin t） ，aet （sin t ＋ cos t） ，aet ） ＝ （x － y ，x ＋ y ，z） ．

由此可知 ，l与 τ之交角的余弦为

cos（l ，τ）＝ l · τ／ | l |· | τ |
＝ ［x（x － y） ＋ y（x ＋ y） ＋ z２ ］／（ x２ ＋ y２ ＋ z２

　 · （x － y）２ ＋ （x ＋ y）２ ＋ z２ ）
＝ ２ z２ ／ ２ z２ · ３ z２ ＝ ２／ ６ ． 证毕 ．

　 　例 2畅4畅2 　解答下列问题 ：

（１）证明螺旋线 x ＝ acos t ，y ＝ asin t ，z ＝ bt的切线与 z轴形成一定角 α ．

（２）设 f（x ，y）可微 ，则对于由方程组

z ＝ f（x ，y） ，　 （x － x０ ）／cosθ ＝ （y － y０ ）／sinθ
确定的曲线 ，它在点 X０ ＝ （x０ ，y０ ，z０ ）处之切线与 xOy平面的夹角 α满足 ：

cosα ＝ ［ f′xcosθ＋ f′y sinθ］／ １ ＋ （ f′xcosθ＋ f′y sinθ）２ ．

　 　 （３）设 z ＝ f（x ，y）可微 ，且它与平面 xy之交线为 y ＝ ２x２ － ３x ＋ ４ ．若抄 z
抄 x （１ ，３）

＝

２ ，试求抄 z
抄 y （１ ，３）

．

（４）给定光滑曲线 x ＝ x （ t） ，y ＝ y （ t） ，z ＝ z （ t） ，证明它到原点的距离

x２ （t）＋ y２ （t）＋ z２ （t）为常数当且仅当位移向量 （ x （ t） ，y （ t） ，z （ t））与切向量
（x′（t） ，y′（t） ，z′（t））的内积为零 ．

解 　 （１）因为 x′（t）＝ － asin t ，yt ＝ acos t ，z t ＝ b ，所以
cosα ＝ z′t ／ （x′t ）２ ＋ （y′t ）２ ＋ （z′t ）２ ＝

b
a２ ＋ b２

．

　 　 （２）令 φ（x ，y）＝ z － f （x ，y） ，ψ（x ，y）＝ （x － x０ ）sinθ － （y － y０ ）cosθ ，则有
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抄（φ ，ψ）

抄（y ，z） ＝ cosθ ，　 抄（φ ，ψ）

抄（z ，x） ＝ sinθ ，　 抄（φ ，ψ）

抄（x ，y） ＝ f′x cosθ ＋ f′y sinθ ．
从而可知

cosα ＝ （ f′xcosθ ＋ f′y sinθ）／ １ ＋ （ f′x cosθ ＋ f′y sinθ）２ ．

　 　 （３）由题设知 f（x ，２x２ －３ x ＋ ４）＝ ０ ，在两端对 x求导可得 f′１ ＋ f′２ · （４x － ３）＝
０ ．因为 z′x ｜（１ ，３） ＝ ２ ，所以有

f′２ | （１ ，３） ＝
抄 z
抄y （１ ，３）

＝ － f′１ ／（４ x － ３） | （１ ，３） ＝ － ２ ．

　 　 （４）必要性 ．假定 x２ （t） ＋ y２ （t）＋ z２ （t）＝ C（常数） ，则得

x（t）x′（t） ＋ y（t）y′（t） ＋ z（t）z′（t） ＝ ０ ，　 即内积 　 （x ，y ，z）（x′ ，y′ ，z′） ＝ ０ ．

　 　充分性 ．假定 x（t）x′（t）＋ y（t）y′（t）＋ z（t）z′（t）＝ ０ ，即

dd t［x２ （t） ＋ y２ （t） ＋ z２ （t）］ ＝ ０ 　 或 　 x２ （t） ＋ y２ （t） ＋ z２ （t） ＝ C 　 （常数） ．

　 　例 2畅4畅3 　试证明下列命题 ：

（１）设平面上有一点 P ，一条直线 L以及一条曲线 C ．若过 L上任一点 Q作曲
线 C之切线总与直线 PQ垂直 ，则 C的方程为 ４ay ＝ x２ ．

（２）若曲线在每一点处的法平面都经过一个定点 ，则它必是一条球面曲线 ．

（３）设 F（x ，y）是 n次多项式 ，则 n次代数曲线 F（x ，y） ＝ ０在每点上作出的

切线至多有 n（n － １）条 ，作出的法线至多有 n２ 条 ．

证明 　 （１）设 L 为 x 轴作直角坐标系 ，使点 P有坐标（０ ，a） ，Q的坐标为（b ，
０） ，则直线 PQ的方程为

x
b ＋

y
a ＝ １ 　 或 　 y ＝ －

a
b x ＋ a ．

从而可知曲线 C上任一点处之切线方程为

y ＝
b
a （x － b） 　 或 　 ay － bx ＋ b２ ＝ ０ ． ①

　 　记 f （x ，y）＝ ay － bx ＋ b２ ，则 f′b ＝ ２b － x ＝ ０ ．由此可解出 b ＝ x／２ ．代入式 ①我

们有 ４ay ＝ x２ ．

（２）假定曲线由 x（t） ，y（t） ，z（ t）表示 ，则其上任一点（X ，Y ，Z）处的法平面方
程为 x′（t）（X － x）＋ y′（t）（Y － y）＋ z′（t）（Z － z） ＝ ０ ．若记经过的定点为（a ，b ，c） ，

则又知

x′（t）（X － a） ＋ y′（t）（Y － b） ＋ z′（t）（Z － c） ＝ ０ ，

dd t｛（X － a）２ ＋ （Y － b）２ ＋ （Z － c）２ ｝ ＝ ０ ，

由此即知（X － a）２ ＋ （Y － b）２ ＋ （Z － c）２ ＝ r２ （r为常数） ，证毕 ．

（３）首先 ，我们知道曲线 F（x ，y）＝ ０在点（X ，Y ）处的切线方程为
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（X － x）F′x ＋ （Y － y）F′y ＝ ０ 　 或 　 XF′x ＋ Y F′y ＝ xF′x ＋ yF′y ． ②

　 　其次 ，对 n次多项式 F（x ，y） ，若记其中的 k次齐次多项式为 f k ，则可写成
F（x ，y）＝ f n ＋ f n －１ ＋ ⋯ ＋ f k ＋ ⋯ ＋ f１ ＋ f０ ，

xF′x ＋ yF′y ＝ nf n ＋ （n － １） f n －１ ＋ ⋯ ＋ kf k ＋ ⋯ ＋ f１
＝ n（ f n ＋ f n －１ ＋ ⋯ ＋ f１ ＋ f０ ） － （ f n －１ ＋ ２ f n －２ ＋ ⋯ ＋ nf ０ ） ．

从而根据 ②可知

XF′x ＋ Y F′y ＋ f n －１ ＋ ２ f n －２ ＋ ⋯ ＋ nf ０ ＝ n（ f n ＋ f n －１ ＋ ⋯ ＋ f１ ＋ f０ ） ，

XF′x ＋ Y F′y ＋ f n －１ ＋ ２ f n －２ ＋ ⋯ ＋ nf ０ ＝ ０ ．

　 　现在设定点是（x０ ，y０ ） ，则过此点应有

x０ F′x ＋ y０ F′y ＋ f n －１ ＋ ⋯ ＋ nf ０ ＝ ０ ． ③

将此方程与 F（x ，y）＝ ０联立 ，就可解出切点之坐标 ．注意到式 ③ 是（n － １）次代数
式 ，而 F（x ，y）＝ ０是 n次代数式 ，所以一般地讲 ，可解得 n（n － １）个根（包含复根） ．

这说明从点（x０ ，y０ ）处作出的切线至多有 n（n － １）条 ．

注意到法线方程为 X F′y － Y F′x ＝ xF′y － y F′x ，故过定点（x０ ，y０ ）处的条件应是
x０ F′y － y０ F′x ＝ xF′y － yF′x ．

这是关于 x ，y的 n次代数式 ，它与 F（x ，y）＝ ０之交点显然至多有 n２ 个 ．证毕 ．

例 2畅4畅4 　试证明下列命题 ：

（１）设 F（x ，y）有二阶连续偏导数 ，且
抄F
抄 y ≠ ０ ，则对任意的常数 C ，F（x ，y）＝ C

的解 y ＝ f （x）是一条直线的充分必要条件是
抄F
抄y

２
抄
２ F
抄 x２ － ２

抄F
抄 x

抄 F
抄 y

抄
２ F

抄 x抄 y ＋
抄F
抄 x

２
抄
２ F
抄 y２ ＝ ０ ． ①

　 　 （２）由方程 y ＝ xφ（z）＋ ψ（z）确定的 z ＝ z（x ，y）满足
抄 z
抄y

２
抄
２ z

抄 x２ － ２
抄 z
抄 x

抄 z
抄 y

抄
２ z

抄 x抄 y ＋
抄 z
抄 x

２
抄
２ z

抄 y２ ＝ ０ ． ②

　 　证明 　 （１）由 F（x ，f （x））＝ C可知 y′＝ f′（x）＝ － F′x ／F′y ．进一步又可导得

y″＝ f″（x） ＝ － ［（F″x x ＋ F″x y y′）F′y － F′x （F″x y ＋ F″y y y′）］／（F′y ）２

＝ －
抄F
抄 y

２
抄
２ F
抄 x２ － ２

抄F
抄 x

抄F
抄 y

抄
２ F

抄 x抄 y ＋
抄F
抄 x

２
抄
２ F
抄 y２

抄F
抄 y

２

．

因此式 ①成立当且仅当 f″（x）＝ ０ ．证毕 ．

（２） 由题设知 z ＝ C（常数）与 z ＝ z （x ，y）之交线是直线 ，故
d２ y
d x２ ＝ ０ ．而在

z（x ，y）＝ C两端求导可得
抄 z
抄 x ＋

抄 z
抄yy′ ＝ ０ 　 或 　 y′ ＝ －

抄 z
抄 x

抄 z
抄y ．

从而我们有（再对 x求导）
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抄
２ z

抄 x２ ＋ ２
抄 z

抄 y抄 x · y′ ＋
抄
２ z

抄y２ （y′）
２
＋
抄 z
抄 yy″ ＝ ０ ．

以 y′代入即得式 ② ．

例 2畅4畅5 　解答下列问题 ：

（１）求曲面 x ＝ ucosv ，y ＝ usinv ，z ＝ v在点 X０ ＝ （ ２ ，２ ，π／４）处之切平面方程 ．

（２）求 x２ ＋ ２ y２ ＋ ３ z２ ＝ ２１在点 X０ ＝ （１ ，－ ２ ，２）处的法线方程 ．

（３）求椭球面 x２ ／a２ ＋ y２ ／b２ ＋ z２ ／c２ ＝ １在点 X０ ＝ （x０ ，y０ ，z０ ）处的切平面 ．

（４）求曲面 x２ ＋ ２ y２ ＋ ３ z２ ＝ ２１的平行于平面 x ＋ ４ y ＋ ６ z ＝ ０的切平面 ．

解 　 （１）易知该曲面在点 X０ （u０ ＝ ２ ，v０ ＝ π／４）处两个切向量为

τ１ ：（x′u ，y′u ，z′u ） | X０ ＝ （cosv ，sin v ，０） | X０ ＝
２
２

，
２
２

，０ ．

τ２ ：（x′v ，y′v ，z′v ） | X０ ＝ （－ usin v ，ucosv ，１） | X０ ＝ （－ ２ ，２ ，１） ．

由此即知该曲面在 X０ 处的法向量为

n ＝

i j k
x′u y′u z′u
x′v y′v z′v

　 或 　 （１ ，－ １ ，２ ２） ．

因此 ，切面方程为（x － ２） － （y － ２）＋ ２ ２（z － π／４）＝ ０ ．

（２）令 F（x ，y ，z） ＝ x２ ＋ ２y２ ＋ ３ z２ － ２１ ，则曲面方程可写为 F（x ，y ，z） ＝ ０ ．因

此该曲面在点 X０ 处的法向量为（F′x ，F′y ，F′z ）｜X
０
＝ （２ ，－ ８ ，１２） ．从而其法线方程为

x － １
１

＝
y ＋ ２

－ ４
＝
z － ２
６

．

　 　 （３）该曲面在点 X０ 处的法向量为（２ x０ ／a２ ，２ y０ ／b２ ，２ z０ ／c２ ） ．故切平面方程为

x０
a２ （x － x０ ） ＋

y０
b２ （y － y０ ） ＋

z０
c２ （z － z０ ） ＝ ０ ．

注意到点 X０ 在曲面上 ：x２０ ／a２ ＋ y２０ ／b２ ＋ z２０ ／c２ ＝ １ ，因此切平面方程可化简为

x０ x／a２ ＋ y０ y／b２ ＋ z０ z／c２ ＝ １ ．

（４）注意曲面的法向量是（x ，２ y ，３ z） ，而依题设知

x
１

＝
２y
４

＝
３ z
６

＝ λ　 或 　 x ＝ λ ，　 y ＝ ２λ ，　 z ＝ ２λ ．

代入曲面方程可得 λ＝ ± １ ，从而求出曲面上的两个切点应为（ ± １ ，± ２ ，± ２） ，而两

个切平面方程就是

（x 碢 １） ＋ ４（y 碢 ２） ＋ ６（z 碢 ２） ＝ ０ ，

x ＋ ４y ＋ ６ z ＝ ２１ ，　 x ＋ ４ y ＋ ６ z ＝ － ２１ ．

　 　例 2畅4畅6 　试证明下列命题 ：
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（１）设 F（u ，v）可微 ，则曲面 F x － a
z － c ，

y － b
z － c ＝ ０的所有切平面过一定点 ．

（２）设 F（u ，v）可微 ，并给定曲面 F（nx － ly ，ny － mz） ＝ ０ ，则其所有的切平面

都与某定直线平行 ．

（３）设有二次曲面（a ，b ，c ，d ，e ，f ，g ，h ，i ，j是常数）

ax２
＋ by２

＋ cz ２ ＋ dxy ＋ ey z ＋ f x z ＋ gx ＋ hy ＋ iz ＋ j ＝ ０ ，

若从一点 X０ 可作该曲面的切线 ，则曲面上的这些切点共面 ．

（４）设 F（x ，y ，z）是可微的 n次齐次函数 ，则曲面 F（x ，y ，z） ＝ １上点（x０ ，y０ ，

z０ ）的切平面方程为
x · F′x （x０ ，y０ ，z０ ） ＋ y · F′y （x０ ，y０ ，z０ ） ＋ zF′z （x０ ，y０ ，z０ ） ＝ n ．

　 　证明 　 （１）设 X０ ＝ （x０ ，y０ ，z０ ）是曲面上一点 ，则点 X０ 处的法向量为

n ： F′１ ／（z － c） ，F′２ ／（z － c） ，F′１ · －
x － a

（z － c）２ ＋ F′２ · －
y － b

（z － c）２ X
０

．

从而知其切平面方程为

x － x０
z０ － c · F′１

X
０

＋
y － y０
z０ － c

F′２
X
０

－
（x０ － a）
（z０ － c）２ F′１ X

０

＋
y０ － b

（z０ － c）２
F′２

X
０

（z － z０ ） ＝ ０ ．

现在用（a ，b ，c）代（x ，y ，z） ，上式成立 ，这说明点 X０ 处的切平面通过点（a ，b ，c） ，而

X０ 是曲面上任一点 ，命题成立 ．

（２）令 u＝ nx － lz ，v ＝ ny － mz ，则该曲面在点 X０ ＝ （x０ ，y０ ，z０ ）处的切平面为
nF′u· （x － x０ ） ＋ nF′v· （y － y０ ） － （ lF′u ＋ mF′v ）（z － z０ ） ＝ ０ ．

　 　现在 ，考察其方向余弦为 l ，m ，n的直线 L ，由于有等式

l（nF′u ） ＋ m（nF′v ） ＋ n［－ （lF′u ＋ mF′v ）］ ＝ ０ ，

故知上述切平面与直线 L平行 ．注意到 X０ 是曲面上任意取的点 ，结论得证 ．

（３）设点 X０ 之坐标为（x０ ，y０ ，z０ ） ，点（x ，y ，z）是曲面上的切点 ，则切平面方程为

（２ax ＋ dy ＋ f z ＋ g）（x０ － x） ＋ （２by ＋ dx ＋ ez ＋ h）（y０ － y）
　 ＋ （２cz ＋ ey ＋ f x ＋ i）（z０ － z） ＝ ０ ，

整合后可知 ，上式左端含有式

２ax２
＋ ２by２

＋ ２c z ２ ＋ dxy ＋ ey z ＋ f z x ＋ dxy ＋ ey z ＋ f z x ，

而注意到原曲面方程 ，则切平面方程可化为关于 x ，y ，z 的一次式 ．这说明切点位

于一个平面上 ．

（４）易知该曲面在点（x０ ，y０ ，z０ ）处的切平面方程为
（x － x０ ）F′x （x０ ，y０ ，z０ ） ＋ （y － y０ ）F′y （x０ ，y０ ，z０ ） ＋ （z － z０ ）F′z （x０ ，y０ ，z０ ） ＝ ０ ．

这说明（注意 ，齐次函数的性质）

x · F′x （x０ ，y０ ，z０ ） ＋ yF′y （x０ ，y０ ，z０ ） ＋ zF′z （x０ ，y０ ，z０ ）
＝ x０ F′x （x０ ，y０ ，z０ ） ＋ y０ F′y （x０ ，y０ ，z０ ） ＋ z０ F′z （x０ ，y０ ，z０ ）
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＝ nF（x０ ，y０ ，z０ ） ＝ n ．
　 　例 2畅4畅7 　试证明下列命题 ：

（１）曲面 x ＋ y ＋ z ＝ a的切平面在坐标轴上截下的线段长的和为一常量 ．

（２）设有曲面 x２／３ ＋ y２／３ ＋ z２ ／３ ＝ a２ ／３ ，则曲面上任一点处的切平面与各坐标轴

相交之各交点坐标的平方和为一常量 ．

（３）过曲面 x yz ＝ a３ （a＞ ０）上任一点的切平面与三个坐标平面形成的四面体

的体积均相同 ．

证明 　 （１）易知该曲面在点（x０ ，y０ ，z０ ）处的切平面方程为
（x － x０ ）／ x０ ＋ （y － y０ ）／ y０ ＋ （z － z０ ）／ z０ ＝ ０ ．

从而知它在三个坐标轴上的截距各为

珚x ＝ x０ ＋ x０ （ y０ ＋ z０ ） ，

珔y ＝ y０ ＋ y０ （ x０ ＋ z０ ） ，

珔z ＝ z０ ＋ z０ （ y０ ＋ x０ ） ．

由此得 珚x ＋ 珔y ＋ 珔z ＝ （ x０ ＋ y０ ＋ z０ ）２ ＝ a ．
（２）易知曲面上任一点（x０ ，y０ ，z０ ）处的切平面方程为

x－１／３
０ （x － x０ ） ＋ y－１／３

０ （y － y０ ） ＋ z －１／３０ （z － z０ ） ＝ ０ ，

x－１／３
０ x ＋ y －１ ／３

０ y ＋ z －１／３０ z ＝ x２／３０ ＋ y２／３０ ＋ z２／３０ ＝ a２／３ ．

由此知它在 x轴上的截点坐标为 X ０ ＝ a２ ／３ x１／３０ ，在 y轴与 z 轴上的截点坐标各为
Y ０ ＝ a２ ／３ y１／３０ ，Z０ ＝ a２／３ z１ ／３０ ．从而得到

Z２
０ ＋ Y ２

０ ＋ Z２
０ ＝ a４ ／３ （x２／３０ ＋ y２／３０ ＋ z２／３０ ） ＝ a４／３ a２／３ ＝ a２ ．

　 　 （３）易知过曲面上点（x０ ，y０ ，z０ ）处的切平面方程为
y０ z０ （x － x０ ） ＋ x０ z０ （y － y０ ） ＋ x０ y０ （z － z０ ） ＝ ０ ．

故它与各坐轴之交点各为 ３ x０ ，３ y０ ，３ z０ ．由此知所形成的四面体体积为

V ＝ ３ x０ · ３y０ · ３ z０ ／６ ＝ ９ x０ y０ z０ ／２ ＝ ９a３ ／２ ．

　 　例 2畅4畅8 　试证明下列命题 ：

（１）设 f （u）可微 ，则曲面 ax ＋ by ＋ c z ＝ f （x２ ＋ y２ ＋ z２ ）在点 X０ ＝ （x０ ，y０ ，z０ ）
处的法向量与向量（a ，b ，c）以及向量（x０ ，y０ ，z０ ）共面 ．

（２）设 F（x ，y ，z） ，G（x ，y ，z）可微 ，则两个曲面

F（x ，y ，z） ＝ ０ ，　 G（x ，y ，z） ＝ ０

正交的条件是 F′xG′x ＋ F′yG′y ＋ F′z G′z ＝ ０ ．

（３）三个曲面 x y／z ＝ u ，以及

x２ ＋ z２ ＋ y２ ＋ z２ ＝ v ，　 x２ ＋ z２ － y２ ＋ z２ ＝ w
在相交的点处互相正交 ．
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证明 　 （１）易知该曲面在点 X０ 处的法向量为

（a － f′ · ２ x０ ，b － ２y０ f′ ，c － ２ z０ f′） ．

从而可得行列式

a － ２ x０ f′ b － ２ y０ f′ c － ２ z０ f′
x０ y０ z０
a b c

＝ acy０ － abz ０ － ２cx０ y０ f′ ＋ ２bx０ z０ f′ ＋ abz ０ － cbx０ － ２ay０ z０ f′
＋ ２cx０ y０ f′ ＋ bcx０ － acy０ － ２bx０ z０ f′ ＋ ２ay０ z０ f′ ＝ ０ ．

由此即得所证 ．

（２）易知两曲面在交线上各点处的法向量为（F′x ，F′y ，F′z ） ，（G′x ，G′y ，G′z ） ．而法向

量正交即指其内积（F′x ，F′y ，F′z ） · （G′x ，G′y ，G′z ）＝ ０ ．

（３）因为垂直于各曲面的法向量各为

n１ ＝ （y／z ，x／z ，－ xy ／z２ ） ，

n２ ＝ （x／ x２ ＋ z２ ，y／ y２ ＋ z２ ，z／ x２ ＋ z２ ＋ z／ y２ ＋ z２ ） ，

n３ ＝ （x／ x２ ＋ z２ ，－ y／ y２ ＋ z２ ，z／ x２ ＋ z２ － z／ y２ ＋ z２ ） ，

由此易知内积（n１ ，n２ ）＝ ０ ，（n２ ，n３ ）＝ ０ ，（n３ ，n１ ） ＝ ０ ．

　 　例 2畅4畅9 　解答下列问题 ：

（１）试求 λ＞ ０的值 ，使得两曲面 xyz ＝ λ ，x２ ／a２ ＋ y２ ／b２ ＋ z２ ／c２ ＝ １相切 ．

（２）试证明下述以 λ为参数的曲面族互相正交 ：

x２
a － λ

＋
y２

b － λ
＋

z２
c － λ

＝ １ 　 （a ＞ b ＞ c） ．

　 　解 　 （１）假定该两曲面在交点 X０ ＝ （x０ ，y０ ，z０ ）处有相同的切平面 ，则先将其

切平面方程写出 ，我们有

y０ z０ （x － x０ ） ＋ z０ x０ （y － y０ ） ＋ x０ y０ （z － z０ ） ＝ ０ ，

x０ （x － x０ ）／a２ ＋ y０ （y － y０ ）／b２ ＋ z０ （z － z０ ）／c２ ＝ ０ ．

因为它们是同一平面 ，所以有

y０ z０ x０
a２ ＝ z０ x０ y０

b２ ＝ x０ y０ z０
c２ ．

再注意到点 X０ 在曲面上 ，故知 x２０ ／a２ ＝ y２０ ／b２ ＝ z２０ ／c２ ＝ １／３ ．从而得到

（x０ y０ z０ ）２ ＝ （abc）２ ／３３
，　 λ

２
＝ （abc）２ ／３３

，　 λ ＝ abc／３ ３ ．

　 　 （２）给定曲面族之交点（x０ ，y０ ，z０ ） ，对此先求出 λ的值 ，作函数

f （λ） ＝ （a － λ）（b － λ）（c － λ） － （b － λ）（c － λ）x２０
－ （c － λ）（a － λ）y２０ － （a － λ）（b － λ）z２０ ，
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我们有 lim
λ→ － ∞

f （λ）＝ ＋ ∞ ，f （c）＝ － （a － c）（b － c）z２０ ＜ ０ ，以及

f （b） ＝ － （c － b）（a － b）y２０ ＞ ０ ，　 f （a） ＝ － （b － a）（c － a）z２０ ＜ ０ ．

这说明 f （λ）＝ ０有三个实根 λ１ ，λ２ ，λ３ ：

－ ∞ ＜ λ１ ＜ c ，　 c ＜ λ２ ＜ b ，　 b ＜ λ３ ＜ a ．
　 　现在 ，我们在三个 λ值中任取二个 ：λi ，λj ，它们自然满足

x２０
a － λi

＋
y２０

b － λi
＋

z２０
c － λi

＝ １ ，　
x２０

a － λj
＋

y２０
b － λj

＋
z２０

c － λj
＝ １ ．

将两式相减 ，得到

（λi － λj ）
x２０

（a － λi ）（a － λj ）
＋

y２０
（b － λi ）（b － λj ）

＋
z２０

（c － λi ）（c － λj ）
＝ ０ ，

x０
a － λi

·
x０

a － λj
＋

y０
b － λi

·
y０

b － λj
＋

z０
c － λi

·
z０

c － λj
＝ ０ ．

依据上述例 ２畅４畅８（２） ，即得所证 ．

例 2畅4畅10 　解答下列问题 ：

（１）设 f （x ，y）满足 f′x ＋ f f′y ≡ ０ ，试问函数 z ＝ f （x ，y）的等位线有何特征 ．

（２）设 f （x ，y）可微 ．若曲面 z ＝ f （x ，y）上任一点处的法线均与 z 轴相交 ，试

证明此曲面是一个旋转曲面 ．

（３）设 f （x ，y）可微 ．若以点（a ，b ，c）为顶点 ，以 xOy平面上曲线 f （x ，y） ＝ ０

为准线的锥面方程为 f （（z － c）／（x － a） ，（z － c）／（y － b）） ＝ ０ ，试求锥面所满足的

微分方程 ．

（４）设 f （x ，y）可微 ，试证明以直线（ l ，m ，n）为母线 ，平面曲线 f （x ，y） ＝ ０ 为

准线的柱面方程是 f （lz － nx ，mz － ny）＝ ０ ．

　 　解 　 （１）在等位线 f （x ，y）＝ C对 x 求导（y ＝ y（x）） ，可得 f′１ ＋ f′２ · y′＝ ０ ．注

意到题设条件 ，又知 f′２ （y′ － f ）＝ ０ ．

（i）若 f′２ ＝ ０ ，则由前式得 f′１ ＝ ０ ．即 f （x ，y） ≡ C′（常数）

（ii）否则 ，就有 y′（x）＝ f （x ，y）＝ C ．即 y ＝ Cx ＋ d ．

（２）曲面上点 X０ ＝ （x０ ，y０ ，z０ ）处的法向量为（ f′x ，f′y ，－ １） ，故其法线方程为

（x － x０ ）／ f′x （x０ ，y０ ） ＝ （y － y０ ）／ f′y （x０ ，y０ ） ＝ － （z － z０ ） ． ①

根据题设可知 ，不论点 X０ 位于何处 ，点（０ ，０ ，z）必满足式 ① ，即

－ x０ ／ f′x （x０ ，y０ ） ＝ － y０ ／ f y （x０ ，y０ ） ＝ － （z － z０ ） ．

令上式的值为 λ ，我们有

f′x （x０ ，y０ ） ＝ － x０ ／λ ，　 f′y （x０ ，y０ ） ＝ － y０ ／λ ．
从而得（（x０ ，y０ ）改写为（x ，y））

f （x ，y） ＝ －∫
x
λ
d x ＋ g（y） ＝ －

x２
２λ

＋ g（y） ．
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由此导得 g′（y） ＝ f′y （x ，y） ，即 g（y）＝ － y２ ／２λ＋ C ．最后有

z ＝ f （x ，y） ＝ － （x２ ＋ y２ ）／２λ ＋ C ．

　 　 （３）令 u＝ （z － c）／（x － a） ，v ＝ （z － c）／（y － b） ，并在原式中对 x ，y求导 ，可得

f′u· z′x （x － a） － （z － c）
（x － a）２ ＋ f′v· z′x

y － b ＝ ０ ，

f′u· z′y
x － a ＋ f′v z′y （y － b） － （z － c）

（y － b）２ ＝ ０ ．

消去 f′u ，f′v ，可知（x － a）抄 z
抄 x ＋ （y － b）抄 z

抄 y ＝ z － c ．

（４）柱面方程 f （x ，y） － z ＝ ０的法向量为（ f′x ，f′y ，－ １） ，依题设知它与（ l ，m ，

n）垂直 ，故 l f′x ＋ m f′y － n＝ ０ ．

令 ξ＝ lz － nx ，η＝ mz － ny ，则可得

l · － n· 抄 f
抄ξ

＋ m · － n· 抄 f
抄η

－ n ＝ ０ ，　 l 抄 f
抄ξ

＋ m 抄 f
抄η

＋ １ ＝ ０ ．

这说明曲面 f （ξ ，η） － z ＝ ０与（l ，m ，－ １）正交 ，因此柱面方程为

z ＝ f （ξ ，η） ＝ f （lz － nx ，mz － ny） ．

　 　例 2畅4畅11 　试证明下列命题 ：

（１）设 f （x ，y）有连续偏导数 ．若曲面 z ＝ f （x ，y）上各点处的法线方向均相
同 ，则 z － f （x ，y）＝ ０是一个平面 ．

（２）设 f （x ，y）可微 ．若曲面 z ＝ f （x ，y）上的切平面均过一定点（a ，b ，c） ，则

f ［t（x － a） ＋ a ，t（y － b） ＋ b］ ＝ t［ f （x ，y） － c］ ．

　 　 （３）记曲面 S ：z ＝ f （x ，y）在点 X０ ＝ （x０ ，y０ ）处的切平面为 T ，则 T是 S 上三
个点（xi ，yi ，z i ）（i ＝ ０ ，１ ，２ ；z i ＝ f （xi ，yi ））的平面在点 X１ ＝ （x１ ，y１ ） ，X２ ＝ （x２ ，y２ ）
沿着角度不等于 ０° ，１８０°的不同方向趋近 X０ 时的极限位置 ．

证明 　 （１）不妨假定（ f′x ，f′y ，－ １）＝ （a１ ，a２ ，a３ ） ，则由 f′x ＝ a１ ，f′y ＝ a２ 可知
抄
抄 x［ f （x ，y） － a１ x ＋ a２ y］ ＝ ０ ，　

抄
抄y［ f （x ，y） － a１ x ＋ a２ y］ ＝ ０ ．

从而有 f （x ，y）＝ A x ＋ By ＋ C ．

（２）依题设知

f′x· （x － a） ＋ f′y （y － b） ＝ z － c ＝ f （x ，y） － c ．
以 t（x － a） ＋ a换 x ，t（y － b）＋ b换 y ，则得

t（x － a） · f′x ［t（x － a） ＋ a ，t（y － b） ＋ b］ ＝ f ［t（x － a） ＋ a ，t（y － b） ＋ b］ － c ．
也可写成

t dd t f ［t（x － a） ＋ a ，t（y － b） ＋ b］ ＝ f ［t（x － a） ＋ a ，t（y － b） ＋ b］ － c ，

d f ［t（x － a） ＋ a ，t（y － b） ＋ b］
f ［t（x － a） ＋ a ，t（y － b） ＋ b］ ＝

d t
t ．
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ln｛ f ［t（x － a） ＋ a ，t（x － b） ＋ b］ － c｝ ＝ ln t ＋ A ．

令 t＝ １ ，可得 A ＝ ln［ f （x ，y） － c］ ．从而有

f ［t（x － a） ＋ a ，t（y － b） ＋ b］ ＝ t［ f （x ，y） － c］ ．

　 　 （３）易知过三点（xi ，yi ，z i ）（i＝ ０ ，１ ，２）的平面方程为

z － z０ ＝ ｛（x － x０ ）［k１ （z２ － z０ ） － k２ （z１ － z０ ）］
＋ （y － y０ ）［h２ （z１ － z０ ） － h１ （z２ － z０ ）］｝／（h２ k１ － h１ k２ ） ， ①

其中 hi ＝ xi － x０ ，ki ＝ yi － y０ （i ＝ １ ，２） ．

在式 ①中令 hi ＝ ρicosθi ，ki ＝ ρi sinθi （i ＝ １ ，２） ，则

z i － z０ ＝ φi cosθi 抄 z
抄 x ＋ sinθi 抄 z

抄 y ＋ o（ρi ） 　 （ρi → ０） ．

将其代入式 ① ，即得所要结果

z － z０ ＝ （x － x０ ） 抄 z
抄 x ＋ （y － y０ ） 抄 z

抄 y ＋
o（ρ２ ）
ρ２

＋
o（ρ１ ）
ρ１

　 （ρ１ ，ρ２ → ０） ．

２畅５ 　方向导数 、梯度（以二 、三元函数为例）

设 f（x ，y ，z）在点 X０ ＝ （x０ ，y０ ，z０ ）的邻域内定义 ，l为一单位向量 ，设 l与 x ，y ，z轴正向的
夹角分别为 α ，β ，γ（０ ≤ α ≤ π ，０ ≤ β ≤ π ，０ ≤ γ ≤ π） ，则 l的方向余弦为 cosα ，cosβ ，cosγ ：

l ＝ （cosα ，cosβ ，cosγ） ．

过 X０ 点沿 l方向的直线方程 L 为
x ＝ x０ ＋ tcosα ，　 y ＝ y０ ＋ tcosβ ，　 z ＝ z０ ＋ tcosγ ．

将函数限制在直线 L上 ，它是 t＝ ０邻域上的一元函数 ，此函数在 t＝ ０的导数就称为 f （x ，y ，z）
在 X０ 点沿 l方向的方向导数 ．

定义 2畅5畅1 　若极限

lim
t → ０

f （x０ ＋ tcosα ，y０ ＋ tcosβ ，z０ ＋ tcosγ） － f （x０ ，y０ ，z０ ）
t

存在 ，则称它为函数 f （x ，y ，z）在 X０ 点沿 l ＝ （cosα ，cosβ ，cosγ）方向的方向导数或变化率 ，记为

抄 f
抄 l或

抄 f
抄 l X

０

．

定理 2畅5畅1 　设 f （x ，y ，z）在 X０ ＝ （x０ ，y０ ，z０ ）点可微 ，则它沿 l＝ （cosα ，cosβ ，cosγ）方向的方
向导数存在 ，且

抄 f
抄 l ＝

抄 f （x０ ，y０ ，z０ ）
抄 x cosα ＋ 抄 f （x０ ，y０ ，z０ ）

抄 y
cosβ ＋ 抄 f （x０ ，y０ ，z０ ）

抄 z cosγ ．

　 　注 1 　设区域 D由光滑闭曲面围成 ，f ∈ C（１）
（珡D） ，这时在 D的内点定理的结论成立 ，通过

取极限 ，认为在 D的边界点定理的结论也成立 ．由于边界是光滑的 ，它有外法线方向 n ，函数在

边界点沿外法线方向的方向导数 ．约定为
抄 f
抄n＝ －

抄 f
抄n－ ．

注 2 　对于二元函数 f （x ，y）在点（x０ ，y０ ）处的情形 ．因为方向 l可表示为
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l ＝ （cosα ，cosβ） ＝ （cosα ，sinα） 　 （０ ≤ α ≤ ２π） ，

其中 α是由 x 轴正向转到 l方向转过的角度 ；或 － π ≤ α ≤ π ，逆时针转动时 ，α为正 ，顺时针则为

负 ．其方向导数公式为

抄 f
抄 l ＝

抄 f（x０ ，y０ ）
抄 x cosα ＋ 抄 f （x０ ，y０ ）

抄y
sinα ．

　 　定义 2畅5畅2 　设函数 f （x ，y ，z）在点 X０ ＝ （x０ ，y０ ，z０ ）处可微 ，称向量

Δ f （X０ ） ＝
抄 f
抄 x ，

抄 f
抄 y

，
抄 f
抄 z X

０

　 或 　
抄 f （X０ ）

抄 x i ＋ 抄 f （X０ ）

抄y j ＋ 抄 f （X０ ）

抄 z k

为 f 在点 X０ 处的梯度 ，记为 grad f （X０ ）＝
抄 f
抄 x ，

抄 f
抄y ，

抄 f
抄 z X

０

．

注 1 　函数 f 在点 X０ 处的梯度是一向量 ，其方向是函数 f 在点 X０ 处周围之值增加最快的

方向 ，其向量长度是 f 在（X０ 处）该方向的变化率 ．

注 2 　方向导数与梯度的联系公式为
抄 f
抄 l ＝ | grad f （X０ ） |· cos（grad f （X０ ） ，l） ．

　 　注 3 　 设 f （x ，y ，z）在点 X０ ＝ （x０ ，y０ ，z０ ）处可微 ，则过点 X０ 处的等位面是 f （x ，y ，z） ＝

f （x０ ，y０ ，z０ ） ，而此等位面在点 X０ 处的法向量为 n＝ 抄 f
抄 x ，

抄 f
抄 y ，

抄 f
抄 z X

０

，就是梯度 ．因此 ，梯度与等

位面正交 ，方向由低值等位面指向高值等位面 ．

例 2畅5畅1 　试证明下列命题 ：

（１）设 f （x ，y）＝
x ＋ y ， x ＝ ０或 y ＝ ０ ，

１ ， 其它 ，
则 f′x （０ ，０）＝ １ ，f′y （０ ，０）＝ １ ，但在点

（０ ，０）处按 l＝ （a ，b）（a≠ ０ ，b ≠ ０）的方向导数不存在 ．

（２）设 f （x ，y） ＝
xy２ ／（x２ ＋ y４ ） ， x ≠ ０ ，

０ ， x ＝ ０ ，
则在点（０ ，０）处按 l ＝ （a１ ，a２ ）的方

向导数存在 ，但 f （x ，y）在点（０ ，０）处不连续 ．

（３）设 f （x ，０） ＝ ０ ，f （x ，y） ＝ １ － cos x２y x２
＋ y２ （y ≠ ０） ，则 f （x ，y）在（０ ，

０）处连续 ；在（０ ，０）处的方向导数均为 ０ ；f （x ，y）在点（０ ，０）处不可微 ．

（４）设 f （x ，y）＝
x３ ／（x２ ＋ y２ ） ， x２ ＋ y２ ≠ ０ ，

０ ， x２ ＋ y２ ＝ ０ ，
则 f （x ，y）在（０ ，０）处的各方向

导数均存在 ，但方向导数公式

抄 f
抄 l ＝

抄 f
抄 xcosα ＋

抄 f
抄 y

cosβ ①

可以不成立 ．

（５）设 f （x ，y）＝
２ x y２ ／（x２ ＋ y４ ） ， x２ ＋ y２ ≠ ０ ，

０ ， x２ ＋ y２ ＝ ０ ，
则在点（０ ，０）处式 ①成立 ，但

f （x ，y）在点（０ ，０）处不可微 ．
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证明 　 （１）依题设知 f （０ ，０）＝ ０ ，故知

f′x （０ ，０） ＝ lim
x → ０

f （x ，０） － f （０ ，０）

x ＝ lim
x → ０

x
x ＝ １ ，　 f′y （０ ，０） ＝ １ ；

抄 f
抄 l不存在 ，因为

f （ta１ ，ta２ ） － f （０ ，０）

t ＝
１
t ．

　 　 （２）因为我们有 f （０ ，０）＝ ０ ，所以得出

lim
t → ０

f （ta１ ，ta２ ） － f （０ ，０）

t ＝ lim
t → ０

a１ a２２
a２１ ＋ t２ a４２ ＝

a２２ ／a１ ， a１ ≠ ０ ，

０ ， a１ ＝ ０ ．

即方向导数存在 ．此外 ，令 x ＝ y２ ，则 f （x ，y） ＝ １／２（x ，y ≠ ０） ，f （０ ，０） ＝ ０ ．故 f （x ，

y）在点（０ ，０）处不连续 ．

（３）由｜ f （x ，y）｜≤ ２ x２ ＋ y２即知 f 在（０ ，０）处连续 ．因为我们有 f （０ ，０） ＝

０ ，所以在 y ≠ ０的方向上有

lim
t → ０

f （tx ，ty）
t ＝ lim

t → ０
１ － cos t２ x２ty x２

＋ y２ | t | ／t ＝ ０ ，

而在 x轴方向 ，其方向导数自然为 ０ ．此外 ，如果 f （x ，y）在（０ ，０）可微 ，那么应该有

lim
（ x ，y） → （０ ，０）

f （x ，y）
x２ ＋ y２

＝ ０ 　 （注意偏导数为 ０） ．

然而当极限是沿着 y ＝ x２ ／π进行时 ，可得

lim
（x ，y） → （０ ，０）

y ＝ x２ ／π

f （x ，y）
x２ ＋ y

＝ １ － cosπ ＝ ２ ．

导致矛盾 ，证毕 ．

（４）因为我们有

f （tcosα ，tsinα） ＝
tcos３ α· sin３

α ， t ≠ ０

０ ， t ＝ ０
＝ tcos３ α· sin３

α ，

所以
抄 f
抄 l （０ ，０）

＝
ddt f （tcosα ，tsinα）｜（０ ，０） ＝ cos３ α· sin３ α ．但是由于 f′x ｜（０ ，０） ＝ １ ，f′y ｜（０ ，０） ＝

０ ，故按式 ①导致
抄 f
抄 l ＝ １ · cosα ．即得所证 ．

（５）易知 f （x ，y）在（０ ，０）处不连续 ，但因 f′x （０ ，０）＝ ０ ＝ f′y （０ ，０） ，以及

| ２ r３ cosθ· sin２
θ／r２ （cos２ θ ＋ r２ sin４

θ） | ≤ M r ，
说明 f （x ，y）在（０ ，０）处的方向导数存在且等于 ０ ，从而式 ①成立 ．

例 2畅5畅2 　解答下列问题 ：

（１）求 f （x ，y） ＝ x２ ＋ y２在点（x ，y） ≠ （０ ，０）处沿 l ＝ （cosα ，sinα）的方向
导数 ．

（２）试问 f （x ，y）＝ １／r（r ＝ x２ ＋ y２ ＋ z２ ）在方向 l ＝ （cosα ，cosβ ，cosγ）上的方
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向导数何时为 ０ ．

（３）设 f （x ，y）＝ x２ － x y ＋ y２ ，X０ ＝ （１ ，１） ．若 l方向是位于与 Ox 轴 ，Oy轴交

角各为 π／３ ，π／６处 ，试求在 X０ 处的
抄 f
抄 l ，再求其最大 、最小值以及 ０值时的方向 l ．

解 　 （１）记 r ＝ x２ ＋ y２ ．因为 f′x ＝ x／r ，f′y ＝ y／r ，所以我们有
抄 f
抄 l ＝

x
r cosα ＋ y

r sinα ＝ cosθ· cosα ＋ sinθ· sinα
＝ cos（θ － α） ＝ cos（r· l） 　 （x ＝ rcosθ） ．

　 　 （２）因为
抄 f
抄 x ＝ －

x
r３ ，

抄 f
抄y ＝ －

y
r３ ，

抄 f
抄 z ＝ －

z
r３ ，所以我们有

抄 f
抄 l ＝ －

xcosα
r３ －

ycosβ
r３ －

zcosγ
r３

＝ －
１

r２ ［cos（r ，x）cosα ＋ cos（r ，y）cosβ ＋ cos（r ，z）cosγ］
＝ － cos（l ，r）／r２ ＝ ０ ，

即 cos（l ，r） ＝ ０ ，l ⊥ r ．
（３）因为 f′x ｜X０ ＝ １ ，f′y ｜X０ ＝ １ ，所以方向导数为

抄 f
抄 l X

０

＝ １ · cos π
３

＋ １ · sin π
６

＝
１
２

＋
１
２

＝ １ ．

　 　此外 ，由
抄 f
抄 l ＝ cosα＋ sinα＝ ２ cos π

４
· cosα＋ sin π

４
sinα ＝ ２cos π

４
－ α ，可

知当 α＝ π／４时 ，其方向导数值最大且等于 ２ ，其它略述 ．

例 2畅5畅3 　解答下列问题 ：

（１）设 l方向是曲线 x２
／a２ ＋ y２ ／b２ ＝ １在 X０ ＝ （a／ ２ ，b／ ２）处的内法线方向 ，

试求 z ＝ １ － （x２ ／a２ ＋ y２ ／b２ ）在点 X０ 处 l上的方向导数 ．

（２）试求 w ＝ e － ２ y
· ln（x ＋ z２ ）在点 X０ ＝ （e２ ，１ ，e）处沿曲面 x ＝ eu ＋ v

，y ＝ eu － v
，

z ＝ euv上法线方向的方向导数 ．

解 　 （１）易知在 X０ 处曲线的内法线的斜率为 tanα＝ － １／y′（a／ ２） ＝ a／b ．因
此其方向余弦各为（注意内法向 ，要加“ － ”号）

cosα ＝ － b／ a２ ＋ b２ ，　 cosβ ＝ － a／ a２ ＋ b２ ．

而由抄 z
抄 x X

０

＝ － ２／a ，抄 z
抄y X

０

＝ － ２／b即得

抄 z
抄 l X

０

＝
b ２

a a２ ＋ b２
＋

a ２

b a２ ＋ b２
＝

２（a２ ＋ b２ ）
ab ．

　 　 （２）由题设 e２ ＝ eu ＋ v
，１ ＝ eu － v

，e ＝ euv可解出 u ＝ １ ，v ＝ １ ．从而在点（１ ，１）处可
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得两个切向量 ：

v ＝ １ ．由 x ＝ eu ＋ １
，y ＝ eu － １

，z ＝ eu 可知 ，切向量为（e２ ，１ ，e） ；

u＝ １ ．由 x ＝ e１ ＋ v
，y ＝ e１ － v

，z ＝ ev 可知 ，切向量为（e２ ，－ １ ，e） ．

因此对于法向量 ，我们有

n ＝

i j k
e２ １ e
e２ － １ e

＝ ２（e ，０ ，－ e２ ） ＝ ２e（１ ，０ ，－ e） ．

cosα ＝ １／ １ ＋ e２ ，　 cosβ ＝ ０ ，　 cosγ ＝ － e／ １ ＋ e２ ．

再注意到（w′x ，w′y ，w′z ）｜X０ ＝ （１／２e４ ，－ ２（ln２ ＋ ２）／e２ ，１／e３ ） ，可得

抄w
抄n ＝

１

２e４ １ ＋ e２ －
１

e２ １ ＋ e２ ．

　 　例 2畅5畅4 　试证明下列命题 ：

（１）设 y ＝ φ（x）在［a ，b］上可微 ，z ＝ f （x ，y）在区域 D上有连续偏导数 ，且曲

线 Γ ：y ＝ φ（x）在 D内 ．若 f ［x ，φ（x）］＝ ０ ，则 f （x ，y）在 Γ上任一点 X ＝ （x ，φ（x））
处沿 Γ之切线方向 l的方向导数为 ０ ．

（２）设 f （x ，y）在点 X０ ＝ （x０ ，y０ ）处可微 ，又设向量

l１ ＝ （cosα１ ，sinα１ ） ，　 l２ ＝ （cosα２ ，sinα２ ）
线性无关 ，则 f （x ，y）在点 X０ 处沿方向 l ＝ （cosα ，sinα）的方向导数为

抄 f
抄 l X

０

＝
抄 f
抄 l１ X

０

A ＋
抄 f
抄 l２ X

０

B ，

A ＝
cosα sinα
cosα２ sinα２ C ，　 B ＝

cosα sinα
cosα１ sinα１ C ，　 C ＝

cosα１ sinα１
cosα２ sinα２ ．

　 　证明 　 （１）记曲线上点 X的切线方向是（cosα ，cosβ） ，则
抄 f
抄 l ＝ f′x cosα＋ f′y cosβ ．

由 f （x ，φ（x））＝ ０可知

f′x （X） ＋ f′y （X） · φ′（x） ＝ ０ ，　 tanα ＝ φ′（x） ＝ － f′x ／ f′y ．

从而得

cosα＝ ± １／ １ ＋ tan２
α ＝ ± | f′y | ／ （ f′x ）２ ＋ （ f′y ）２ ，

cosβ＝ sinα ＝ tanα· cosα ＝ ［± １／ （ f′x ）２ ＋ （ f′y ）２ ］（－ f′x | f′y | ／ f′y ） ．

抄 f
抄 l X

＝ ± （ f′x· | f′y | － f′x | f′y | ）／ （ f′x ）２ ＋ （ f′y ）２ ＝ ０ ．

　 　 （２）因为我们有

抄 f
抄 l１ ＝ f′x cosα１ ＋ f′y sinα１ ，　

抄 f
抄 l２ ＝ f′x cosα２ ＋ f′y sinα２ ，

所以可解得（由题设知 C ≠ ０）
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f′x ＝ 抄 f
抄 l１ sinα２ －

抄 f
抄 l２ sinα１ C ，　 f′y ＝ 抄 f

抄 l２ cosα１ －
抄 f
抄 l１ cosα２ C ．

从而得到

抄 f
抄 l ＝ f′x· cosα ＋ f′y sinα ＝

抄 f
抄 l１ sinα２ －

抄 f
抄 l２ sinα１ cosα

＋
抄 f
抄 l２ cosα１ －

抄 f
抄 l１ cosα２ sinα ＝

抄 f
抄 l１ A ＋

抄 f
抄 l２ B ．

　 　例 2畅5畅5 　试证明下列命题 ：

（１）设 f （x ，y）在区域 D 炒 R２ 上可微 ，给定两个方向 ：l１ ，l２ ，记它们之间的夹角

为 φ（０ ＜ φ＜ π） ，则

　 　 （i） 抄 f
抄 x ≤

２sinφ
抄 f
抄 l１

２

＋
抄 f
抄 l２

２

．

　 　 （ii） 抄 f
抄y ≤

２sinφ
抄 f
抄 l１

２

＋
抄 f
抄 l２

２

．

（２）设 f （x ，y ，z）在 R３ 上有连续二阶偏导数 ，且令方向
l１ ＝ （cosα１ ，cosβ１ ，cosγ１ ） ，

l２ ＝ （cosα２ ，cosβ２ ，cosγ２ ） ，

l３ ＝ （cosα３ ，cosβ３ ，cosγ３ ）
互相垂直 ，则（i） I ＝ ∑

３

i＝ １

抄 f
抄 li

２

＝
抄 f
抄 x

２

＋
抄 f
抄 y

２

＋
抄 f
抄 z

２

．（ii） J ＝ ∑
３

i ＝ １

抄
２ f
抄 l２i ＝

抄
２ f

抄 x２ ＋
抄
２ f
抄y２ ＋

抄
２ f
抄 z２ ．

（３）设 f （x ，y ，z）有连续一阶偏导数 ，又令 l１ ，l２ ，l３ 是点 X０ 处给定的三个互相
正交的单位向量 ．若 l是点 X０ 处的任一单位向量 ，则

抄 f
抄 l ＝

抄 f
抄 l１ cos（l ，l１ ） ＋

抄 f
抄 l２ cos（l ，l２ ） ＋

抄 f
抄 l３ cos（l ，l３ ） ．

　 　证明 　 （１）不妨设 l１ ＝ （cosα１ ，sinα１ ） ，l２ ＝ （cosα２ ，sinα２ ） ，α２ － α１ ＝ φ ．则
抄 f
抄 l１ ＝

抄 f
抄 xcosα１ ＋

抄 f
抄 y

sinα１ ，

抄 f
抄 l２ ＝

抄 f
抄 xcosα２ ＋

抄 f
抄 y

sinα２ ，

　
cosα１ sinα１
cosα２ sinα２ ＝ sinφ ．

由此易知

抄 f
抄 x ＝

１sinφ
抄 f
抄 l１ sinα１
抄 f
抄 l２ sinα２

≤
１sinφ ∑

２

i ＝ １

抄 f
抄 li sinαi ≤

２sinφ
抄 f
抄 l１

２

＋
抄 f
抄 l２

２

．
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故（i）为真 ，类似地可推得（ii） ．

注 　由上述结论可推知 ，若对任一点 X０ ＝ （x０ ，y０ ）上 ，f （x ，y）沿两个不共线方向上的方向
导数均为 ０ ，则 f （x） ≡ C（常数） ．

（２） （i）由题设可求出三个方向的方向导数各为
抄 f
抄 l１ ＝

抄 f
抄 xcosα１ ＋

抄 f
抄y

cosβ１ ＋
抄 f
抄 z cosγ１ ，

抄 f
抄 l２ ＝

抄 f
抄 xcosα２ ＋

抄 f
抄y

cosβ２ ＋
抄 f
抄 z cosγ２ ， ①

抄 f
抄 l３ ＝

抄 f
抄 xcosα３ ＋

抄 f
抄y

cosβ３ ＋
抄 f
抄 z cosγ３ ．

由此可得

I ＝ 抄 f
抄 x

２

（cos２ α１ ＋ cos２ α２ ＋ cos２ α３ ） ＋
抄 f
抄 y

２

（cos２ β１ ＋ cos２ β２ ＋ cos２ β３ ）
＋

抄 f
抄 z

２

（cos２ γ１ ＋ cos２ γ２ ＋ cos２ γ３ ） ＋ ２
抄 f
抄 x

抄 f
抄 y

（cosα１ · cosβ１ ＋ cosα２ · cosβ２
＋ cosα３ · cosβ３ ） ＋ ２

抄 f
抄 x

抄 f
抄 z （cosα１ · cosγ１ ＋ cosα２ · cosγ２ ＋ cosα３ · cosγ３ ）

＋ ２
抄 f
抄 y

抄 f
抄 z （cosβ１ · cosγ１ ＋ cosβ２ · cosγ２ ＋ cosβ３ · cosγ３ ） ． ②

注意到矩阵

cosα１ cosβ１ cosγ１
cosα２ cosβ２ cosγ２
cosα３ cosβ３ cosγ３

③

是从标准正交基到标准正交基（l１ ，l２ ，l３ ）的变换矩阵 ，故其任一行（列）之元素的平

方和均等于 １ ，任两行 （列）相应元素的乘积之和等于 ０ ．从而知式 ② 中
抄 f
抄 x

２

，

抄 f
抄y

２

，
抄 f
抄 z

２

的系数均为 １ ，而
抄 f
抄 x

抄 f
抄 y ，

抄 f
抄 x

抄 f
抄 z ，

抄 f
抄y

抄 f
抄 z的系数均为 ０ ．因此依式 ②立即

得证 ．

（ii）根据式 ①可导出

抄
２ f
抄 l２１ ＝

抄
２ f
抄 x２ cos

２
α１ ＋

抄
２ f
抄 y２

cos２ β１ ＋
抄
２ f
抄 z２ cos

２
γ１ ＋ ２

抄
２ f

抄 x抄 y
cosα１ · cosβ１

＋ ２
抄
２ f

抄 x抄 zcosα１ · cosγ１ ＋ ２
抄
２ f

抄 y抄 z
cosβ１ · cosγ１ ．
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类似地（利用对称性）可得抄
２ f
抄 l２２ ，

抄
２ f
抄 l２３ 的表达式 ．从而我们有

J ＝
抄
２ f
抄 x２ （cos

２
α１ ＋ cos２ α２ ＋ cos２ α３ ） ＋

抄
２ f
抄 y２

（cos２ β１ ＋ cos２ β２ ＋ cos２ β３ ）
＋
抄
２ f
抄 z２ （cos

２
γ１ ＋ cos２ γ２ ＋ cos２ γ３ ） ＋ ２

抄
２ f

抄 x抄 y
（cosα１ · cosβ１ ＋ cosα２ cosβ２

＋ cosα３ cosβ３ ） ＋
抄
２ f

抄 x抄 z （cosα１ · cosγ１ ＋ cosα２ · cosγ２ ＋ cosα３ · cosγ３ ）
＋ ２

抄
２ f

抄 y抄 z
（cosβ１ · cosγ１ ＋ cosβ２ · cosγ２ ＋ cosβ３ · cosγ３ ） ．

再应用矩阵 ③的性质 ，即可得证 ．

（３）采用矩阵写法 ，我们有（（l１ ，x）表示 l１ 与 Ox轴正向之交角）

抄 f
抄 l１ 　

抄 f
抄 l２ 　

抄 f
抄 l３

cos（l ，l１ ）
cos（l ，l２ ）
cos（l ，l３ ）

＝
抄 f
抄 x 　

抄 f
抄y

　
抄 f
抄 z

cos（l１ ，x） cos（l２ ，y） cos（l３ ，z）
cos（l ，x） cos（l２ ，y） cos（l３ ，z）
cos（l ，x） cos（l２ ，y） cos（l３ ，z）

cos（l ，l１ ）
cos（l ，l２ ）
cos（l ，l３ ）

＝
抄 f
抄 x 　

抄 f
抄y

　
抄 f
抄 z

cos（l ，x）
cos（l ，y）
cos（l ，z）

＝
抄 f
抄 l ．

　 　例 2畅5畅6 　下述梯度运算公式成立 ．

（１）设 f （x ，y） ，g（x ，y）在 R２ 上可微 ，则

　 　 （i） grad（ f · g）＝ f · grad（g）＋ g · grad（ f ） ．

　 　 （ii） grad １

f ＝ －
１

f２ · grad（ f ） 　 （x ∈ R２
＼｛０｝） ．

（２） f （x ，y）在 R２ 上可微 ，g（x）在 R１ 上可微 ，则

grad（g［ f （x ，y）］） ＝ g′［ f （x ，y）］ · grad（ f ） ．

　 　证明略 ．

例 2畅5畅7 　解答下列问题 ：

（１）设 u＝ x２ ／a２ ＋ y２ ／b２ ＋ z２ ／c２ ，试求其在点（x ，y ，z）处沿向径 r＝ （x／r ，y／r ，
z／r）（r ＝ x２ ＋ y２ ＋ z２ ）方向的方向导数 ．又问何时此方向导数值等于其在该点之

梯度的绝对值 ．

（２）设 u＝ x（x２ ＋ y２ ＋ z２ ）－ １
，试求其在点 X１ ＝ （１ ，２ ，２） ，X２ ＝ （ － ３ ，１ ，０）处两

梯度之间的夹角 φ ．
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（３）试求 u＝ x３ ＋ y３ ＋ z３ － ３ xyz 的梯度 ，又问在何处该梯度垂直于 z 轴 ？平

行于 z轴 ？何时为零向量 ？

（４）设 X０ ＝ （x０ ，y０ ，z０ ） ，a２ ＋ b２ ＋ c２ ≠ ０ ．试求

u ＝ ax２
＋ by２

＋ cz ２ ，　 v ＝ ax２
＋ by２

＋ cz ２ ＋ ２mx ＋ ２ny ＋ ２ pz
在 X０ 处两梯度间的夹角 φ ，且求 lim

｜X
０
｜ → ＋ ∞

φ ．

解 　 （１）由题设知

抄u
抄 r ＝

抄u
抄 xcosα ＋ 抄u

抄 ycosβ ＋ 抄u
抄 zcosγ ＝

抄u
抄 x

x
r ＋

抄u
抄 y

y
r ＋

抄u
抄 z

z
r

＝
２ x
a２

x
r ＋

２y
b２

y
r ＋

２ z
c２

z
r ＝

２u
r ，

又有｜grad（u）｜X０ ＝ ２ x２ ／a４ ＋ y２ ／b４ ＋ z２ ／c４ ．从而根据等式

抄u
抄 r X

０

＝ | grad（u） | X０ 　 得 　
u
r ＝ x２ ／a４ ＋ y２ ／b４ ＋ z２ ／c４ ．

即 a＝ b＝ c时其值相等 ．

（２）先求 u的三个偏导数 ，我们有

抄u
抄 x ＝

y２ ＋ z２ － x２
（x２ ＋ y２ ＋ z２ ）２ ，　

抄u
抄y ＝ －

２ xy
（x２ ＋ y２ ＋ z２ ）２ ，　

抄u
抄 z ＝

－ ２ xz
（x２ ＋ y２ ＋ z２ ）２ ．

由此易知

grad（u） | X１ ＝
７
８１

，
－ ４
８１

，
－ ４
８１

，　 　 grad（u） | X２ ＝
－ ２
２５

，
３
５０

，０ ．

从而可得

cosφ ＝
（grad（u） | X１ ，grad（u） | X２ ）
| grad（u） | X１ | grad（u） | X２ ＝ －

８
９

．

　 　 （３）依据题设 ，可算出梯度为

grad（u） ＝ （３ x２ － ３ yz ）i ＋ （３y２ － ３ xz ） j ＋ （３ z２ － ３ xy）k ．
从而可知

（i） grad（u） ⊥ Oz 即 grad（u） · k＝ ０ ．我们有 ３ z２ － ３ x y ＝ ０ ，或 z２ ＝ x y ．

（ii） grad（u） ∥ Oz即
３ x２ － ３ yz ＝ ０ ，　 ３y２ － ３ xz ＝ ０ ．

解此方程组 ，可解出 x ＝ y ＝ ０以及 x ＝ y ＝ z ．这说明在两个点 ：X１ ＝ （０ ，０ ，z） ，X２ ＝

（x ，y ，z）｜x ＝ y ＝ z处有此性质 ．

（iii）梯度值为 ０即得方程组

３ x２ － ３yz ＝ ０ ，　 ３ y２ － ３ xz ＝ ０ ，　 ３ z２ － ３ xy ＝ ０ ．

解之有 x ＝ y ＝ z ．
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（４）由题设易知两梯度向量为

grad（u） | X０ ＝ （２ax０ ，２by０ ，２c z ０ ） ，

grad（v） | X０ ＝ （２ ax０ ＋ ２m ，２by０ ＋ ２n ，２c z ０ ＋ ２ p） ．

从而可得｜grad（u）｜X０ ＝ ２ （ax０ ）２ ＋ （by０ ）２ ＋ （cy０ ）２ ，以及

| grad（v） | X０ ＝ ２ （ax０ ＋ m）２ ＋ （by０ ＋ n）２ ＋ （c z ０ ＋ p）２ ．

因此我们有

cosφ＝ （grad（u） ，grad（v））
| grad（u） |· | grad（v） |

＝
ax０ （ax０ ＋ m） ＋ by０ （by０ ＋ n） ＋ cz０ （cz０ ＋ p）

［（ax０ ）２ ＋ （by０ ）２ ＋ （cz０ ）２ ］［（ax０ ＋ m）２ ＋ （by０ ＋ n）２ ＋ （cz０ ＋ p）２ ］
，

| sinφ | ＝ １ － cos２ φ
＝

（ax０ n － by０ m）２ ＋ （ax０ p － cz０ m）２ ＋ （by０ p － cz０ n）２
［（ax０ ）２ ＋ （by０ ）２ ＋ （cz０ ）２ ］［（ax０ ＋ m）２ ＋ （by０ ＋ n）２ ＋ （cz０ ＋ p）２ ］ ．

应用不等式 ２｜x０ y０ ｜≤ x２０ ＋ y２０ ，２ ｜x０ z０ ｜≤ x２０ ＋ z２０ ，２｜y０ z０ ｜≤ y２０ ＋ z２０ ，并以 A２ 记 x２０ ，

y２０ ，z２０ 的系数绝对值之最大者 ，可得估计

（ax０ n － by０ m）２ ＋ （ax０ p － cz ０ m）２ ＋ （by０ p － c z ０ n）２ ≤ A２
（x２０ ＋ y２０ ＋ z２０ ） ．

　 　不失普通性 ，可假定 a≠ ０ ，b ≠ ０ ，c ≠ ０ ．且记 B ＝ min｛｜a｜ ，｜b｜ ，｜c｜｝ ，则 a２ x２０ ＋
b２ y２０ ＋ c２ z２０ ≥ B２

（x２０ ＋ y２０ ＋ z２０ ） ．从而得估计

０ ≤ | sinφ | ≤ A · x２０ ＋ y２０ ＋ z２０
B x２

０ ＋ y２０ ＋ z２０ · （ax０ ＋ m）２ ＋ （by０ ＋ n）２ ＋ （cz ０ ＋ p）２

＝
A

B （ax０ ＋ m）２ ＋ （by０ ＋ n）２ ＋ （cz ０ ＋ p）２
→ ０ 　 （ x２０ ＋ y２０ ＋ z２０ → ＋ ∞ ） ．

这说明 sinφ → ０ ，φ → ０（x２０ ＋ y２０ ＋ z２０ → ＋ ∞ ） ．

例 2畅5畅8 　试证明下列命题 ：

（１）设 z ＝ f （x ，y）在区域 x２ ＋ y２ ＞ ０ 上可微 ．令 x ＝ rcosθ ，y ＝ rsinθ ，并在点
（x ，y）处作单位向量 er ，eθ（er 表示 θ固定沿 r 增加的方向 ，eθ 表示 r 固定而沿 θ增

加的方向） ，则

抄 z
抄er ＝

抄 z
抄 r ，　

抄 z
抄eθ ＝

１
r
抄 z
抄θ

　 grad（z） ＝
抄 z
抄 rer ＋

１
r
抄 z
抄θ
eθ ．

　 　 （２）一个三元函数在球坐标系

x ＝ rsinφcosθ ，　 y ＝ rsinφsinθ ，　 z ＝ rcosφ
下为 u＝ f （r ，θ ，φ） ，则在正交系 ：er ，eθ ，eφ 下梯度可表示为

grad（u） ＝
抄u
抄 rer ＋

１
rsinφ

抄u
抄θ
eθ ＋ １

r
抄u
抄φ
eφ ．
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　 　 （３）设 z ＝ ln（x２ ＋ y２ ） ，X０ ＝ （x０ ，y０ ） ≠ （０ ，０） ，l为过 X０ 且垂直于该曲面的等

位线的单位向量 ，则

抄 z
抄 l X

０

＝ ２／ x２０ ＋ y２０ ．

　 　证明 　 （１） 易知 er ＝ （cosθ ，sinθ） ，eθ ＝ （ － sinθ ，cosθ） ，故可得 抄 z
抄er ＝

抄 z
抄 xcosθ＋

抄 z
抄 ysinθ ，抄 z抄eθ ＝ 抄 z

抄 x（ － sinθ） ＋ 抄 z
抄ycosθ ．注意到

抄 z
抄 r ＝

抄 z
抄 xcosθ ＋ 抄 z

抄ysinθ ，　 抄 z
抄θ

＝
抄 z
抄 x（－ rsinθ） ＋

抄 z
抄 yrcosθ ，

则有 抄 z
抄er ＝

抄 z
抄 r ，

抄 z
抄eθ ＝

１
r
抄 z
抄θ

，且梯度公式成立 ．

注 　由上可知 ，若 z ＝ f （x ，y）在每点（x ，y）处的梯度向量与向量（x ，y）相同 ，则 f （x ，y） ＝

g（r） ．这只需注意梯度公式中第二项 １
r
抄 z
抄θ
eθ为 ０ ，即抄 z

抄θ
≡ ０ ．

（２）只需注意表达式

er ＝ （sinφcosθ ，sinφsinθ ，cosφ） ，

eθ ＝ （－ sinφsinθ ，sinφcosθ ，０） ，

eφ ＝ （cosφcosθ ，cosφsinθ ，－ sinφ） ．

　 　 （３）因为梯度向量是垂直于等位线 ln（x２ ＋ y２ ） ＝ C的 ，所以有

cosα ＝
抄 z
抄 x | grad（z） | ，　 cosβ ＝

抄 z
抄 y | grad（z） | ．

此外 ，经计算易知

抄 z
抄 x ＝

２ x
x２

＋ y２ ，　
抄 z
抄y ＝

２y
x２

＋ y２
，　 | grad（z） | ＝ ２

x２ ＋ y２
，

从而得到抄 z
抄 l Z

０

＝ ２／ x２０ ＋ y２０ ．

２畅６ 　 Taylor公式（以二元函数为例）

定理 2畅6畅1 　设 D是平面凸域 ，f ∈ C（n ＋ １）
（D） ，（x０ ，y０ ） ∈ D ，则对 D内任意点（x０ ＋ h ，y０ ＋

k） ∈ D ，成立

f （x０ ＋ h ，y０ ＋ k） ＝ ∑
n

m ＝ ０

１
m ！

h 抄
抄 x ＋ k 抄

抄y
m

f （x０ ，y０ ）

＋
１

（n ＋ １） ！
h 抄
抄 x ＋ k 抄

抄y
n＋ １

f （x０ ＋ θh ，y０ ＋ θk）　 （０ ＜ θ ＜ １） ，

这里记号 h 抄
抄 x ＋ k 抄

抄y
m

f （x０ ，y０ ）理解为算子 h 抄
抄 x ＋ k 抄

抄y连续 m次作用到函数 f （x ，y） ，得
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h 抄
抄 x ＋ k 抄

抄 y
m

f （x ，y） ＝ ∑
m

r ＝ ０

C r
m hm－ r k r 抄

m f （x ，y）
抄 xm－ r

抄 yr
，

然后再用 x ＝ x０ ，y ＝ y０ 代入 ．公式中余项也作同样理解 ．

定理 2畅6畅2（带 Peano余项的 Taylor公式） 　记点（x０ ，y０ ）的邻域为 U ．若 f ∈ C（n）
（U） ，则

f （x０ ＋ h ，y０ ＋ k） ＝ ∑
n

m ＝ ０

１
m ！

h 抄
抄 x ＋ k 抄

抄 y
m

f （x０ ，y０ ） ＋ o（ρn ） 　 （ρ → ０） ．

其中 ρ＝ h２ ＋ k２ ．

注 　定理 ２畅６畅２中当 n＝ ２时 ，有

f（x０ ＋ h ，y０ ＋ k） ＝ f（x０ ，y０ ） ＋
抄 f（x０ ，y０ ）

抄 x h ＋
抄 f（x０ ，y０ ）

抄y k

＋
１
２

抄
２ f（x０ ，y０ ）

抄x２ h２ ＋ ２
抄
２ f（x０ ，y０ ）
抄x抄y hk ＋ 抄

２ f（x０ ，y０ ）
抄y２ k２ ＋ o（ρ２ ）　 （ρ → ０） ．

①

　 　定义 2畅6畅1 　设 D是 R２ 中的凸区域 ，f ∈ C（２）
（D） ，（x０ ，y０ ） ∈ D ，则称

H f （x０ ，y０ ） ＝

抄
２ f （x０ ，y０ ）

抄 x２
抄
２ f （x０ ，y０ ）
抄 x抄 y

抄
２ f （x０ ，y０ ）
抄y抄 x

抄
２ f （x０ ，y０ ）

抄 y２

为 f （x ，y）在点（x０ ，y０ ）处的 Hesse（黑塞）矩阵 ．此时公式 ①可写为

f （x０ ＋ h ，y０ ＋ k） ＝ f （x０ ，y０ ） ＋
抄 f （x０ ，y０ ）

抄 x ，
抄 f （x０ ，y０ ）

抄y
h
k

＋
１
２
（h　 k）H f （x０ ，y０ ）

h
k ＋ o（ρ２ ） 　 （ρ → ０） ．

　 　定理 2畅6畅3 　设 D是 R２ 中的凸区域 ，f （x ，y） ∈ C（２）
（D） ，则下列命题等价 ：

（１） f （x ，y）是 D上的凸函数 ．

（２）对任给（x０ ，y０ ） ∈ D ，有

f（x ，y） ≥ f（x０ ，y０ ） ＋
抄 f（x０ ，y０ ）

抄 x （x － x０ ） ＋ 抄 f （x０ ，y０ ）
抄 y

（y － y０ ） ．

　 　 （３）对任给（x０ ，y０ ） ∈ D ，Hesse矩阵 H f （x０ ，y０ ）半正定 ．

例 2畅6畅1 　试求函数 f （x ，y）＝ ex sin y在点（０ ，０）处的 Taylor展式 ．

解 　注意到 f （０ ，０）＝ ０ ，可知

f （x ，y）＝ ∑
∞

n＝ ０

１
n ！ x 抄

抄 x ＋ y 抄
抄 y

n

f （０ ，０）

＝ ∑
∞

n＝ ０

１
n ！∑

n

m ＝ ０

n ！xm y n － m

m ！（n － m） ！
抄
n f （０ ，０）

抄 xm抄 yn － m ＝ ∑
∞

n＝ ０
∑
n

m ＝ ０

xm y n － m

m ！（n － m） ！
抄
n f （０ ，０）

抄 xm抄 yn － m
．

令 n － m ＝ k ，又得

f （x ，y） ＝ ∑
∞

k ＝ ０
∑
∞

m ＝ ０

xm y k
m ！k ！

抄
m ＋ k f （０ ，０）

抄 xm抄 yk
．
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注意到
抄
m ＋ k f （x ，y）
抄 xm抄yk

＝ ex · sin（y ＋ kπ／２） ，故有

抄
m＋ k f （０ ，０）

抄 xm抄 yk
＝ sin kπ

２
＝

（－ １）
n k ＝ ２n ＋ １ ，

０ ， k ＝ ２n ．

ex sin y ＝ ∑
∞

n＝ ０
∑
∞

m ＝ ０

（－ １）
n x m y２ n＋ １

m ！（２n ＋ １） ！
　 （| x | ，| y | ＜ ＋ ∞ ） ．

　 　例 2畅6畅2 　试求下列函数在点（０ ，０）处的 Taylor展式前若干项 ．

（１） f （x ，y）＝ １ － x２ － y２ ．　 　 （２） f （x ，y）＝ （１ － x２ － y２ ）－ １ ／２
．

（３） f （x ，y）＝ arctan １ ＋ x ＋ y
１ － x ＋ y ． （４） f （x ，y）＝ ln（１ － x）ln（１ － y） ．

（５） f （x ，y）＝ cos x／cosy ．

解 　 （１）记 g（x ，y）＝ １ － x２ － y２ ，则求导可知

f′x ＝ － x／g１／２ ， f′y ＝ － y／g１／２ ；

f″xx ＝ － （１ － y２ ）／g３ ／２ ， f″xy ＝ － xy ／g３／２ ， f″yy ＝ － （１ － x２ ）／g３／２ ；

f碶xx x ＝ － ３ x（１ － y２ ）／g５／２ ， f碶xx y ＝ － y（１ ＋ ２ x２ － y２ ）／g５／２ ，

f碶xy y ＝ － x（１ － x２ ＋ ２y２ ）／g５／２ ， f碶yyy ＝ － ３y（１ － x２ ）／g５／２ ；⋯ ．

由此易得 f （０ ，０）＝ １ ，f′x （０ ，０）＝ f′y （０ ，０）＝ ０ ，以及

f″xx （０ ，０） ＝ f″yy （０ ，０） ＝ － １ ，　 f″xy （０ ，０） ＝ ０ ；

f碶xx x （０ ，０） ＝ f碶xx y （０ ，０） ＝ f碶xy y （０ ，０） ＝ f碶yy y （０ ，０） ＝ ０ ．

进一步计算还能算出 f （４）x４ （０ ，０）＝ f （４）y４ （０ ，０）＝ － ３ ，以及

f （４）x３ y （０ ，０） ＝ f （４）xy３ （０ ，０） ＝ ０ ，　 f （４）x２ y２ （０ ，０） ＝ － １ ．

从而我们有

１ － x２ － y２ ＝ １ －
１
２ ！

（x２ ＋ y２ ） ＋
１
４ ！

（－ ３ x４ － ６ x２ y２ － ３y４ ） ＋ ⋯ ．

　 　 （２）经计算易知 f （０ ，０）＝ １ ，f′x （０ ，０）＝ f′y （０ ，０）＝ ０ ；还有

f″xx （０ ，０）＝ f″yy （０ ，０） ＝ １ ， f″xy （０ ，０） ＝ ０ ；

f碶xx x （０ ，０）＝ f碶xx y （０ ，０） ＝ f碶xyy （０ ，０） ＝ f碶yy y （０ ，０） ＝ ０ ．

f （４）x４ （０ ，０）＝ f （４）y４ （０ ，０） ＝ ０ ， f （４）x３ y （０ ，０） ＝ f （４）xy３ （０ ，０） ＝ ０ ， f （４）x２ y２ （０ ，０） ＝ ３ ．

从而我们有

（１ － x２ － y２ ）－１ ／２
＝ １ ＋

１
２ ！

（x２ ＋ y２ ） ＋
１
４
（９ x４ ＋ ６ · ３ x２ y２ ＋ ９ x４ ） ＋ ⋯ ．

　 　 （３）注意到公式 arctanα＋ arctanβ＝ arctan［（α＋ β）／（１ － αβ）］ ，可知

f （x ，y）＝ arctan１ ＋ arctan［x／（１ ＋ y）］

＝
π
４

＋
x

１ ＋ y －
１
３

x
１ ＋ y

３

＋ o（x４ ）
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＝
π
４

＋ x（１ － y ＋ y２ － y３ ＋ y４ ＋ o（y４ ））

　 －
１
３
x３ （１ － y ＋ y２ － y３ ＋ y４ ＋ o（y４ ））３ ＋ o（x４ ）

＝
π
４

＋ x － xy ＋ xy２
－ xy３

－
１
３
x３ ＋ o（y４ ） ＋ o（x４ ） 　 （x ，y → ０） ．

　 　 （４） 　 f （x ，y） ＝ ∑
∞

m ＝ １

（－ １）
m －１ xm ／m ∑

∞

n＝ １

（－ １）
n －１ yn ／n

＝ ∑
４

m ＝ １
∑
４

n＝ １

（－ １）
m＋ n x m y n

mn ＋ o（x４ ） ＋ o（y４ ） 　 （x ，y → ０） ．

（５） 　 f （x ，y）＝ （１ － x２ ／２ ＋ x４ ／４ ！＋ o（x４ ））（１ － sin２ y）－ １／２

＝ （１ － x２ ／２ ＋ x４ ／４ ！＋ o（x４ ））（１ ＋ sin２ y／２ ＋ ３sin４ y／８ ＋ o（y４ ））
＝ （１ － x２ ／２ ＋ x４ ／４ ！＋ o（x４ ））［１ ＋ （y － y３ ／６ ＋ o（y４ ））２ ／２ ＋ o（y４ ）］
＝ １ － （x２ ＋ y２ ）／２ ＋ x４ ／４ － y４ ／６ － x２ y２ ／４ ＋ o（x４ ） ＋ o（y４ ） 　 （x ，y → ０） ．

例 2畅6畅3 　试求下列函数在指定点处的 Taylor展式 ．

（１） f （x ，y ，z）＝ x３ ＋ y３ ＋ z３ － ３ x yz ，　 （１ ，１ ，１） ．

（２） f （x ，y）＝ xy ，　 （１ ，１）（展到三次项） ．

证明 　 （１）注意到 f 的高于三阶偏导数均为 ０ ，以及 f（１ ，１ ，１）＝ ０ ，f′x （１ ，１ ，１）＝

f′y （１ ，１ ，１）＝ f′z （１ ，１ ，１）＝ ０ ，可得

f（x ，y ，z） ＝ ３［（x － １）
２
＋ （y － １）

２
＋ （z － １）

２
＋ （x － １）（y － １） － （x － １）（z － １）

－ （y － １）（z － １） ＋ （x － １）
３
＋ （y － １）

３
＋ （z － １）

３

－ ３（x － １）（y － １）（z － １）］ ．

　 　 （２）求偏导数 ：f′x ＝ y xy － １ ，f′y ＝ xy ln x ；以及

f″xx ＝ y（y － １）xy －２ ，　 f″xy ＝ （１ ＋ yln x）xy －１ ，　 f″yy ＝ xy ln２ x ；

f碶x３ ＝ y（y － １）（y － ２）xy －３ ，　 f碶x２ y ＝ ［２ y － １ ＋ y（y － １）ln x］xy －２ ，

f碶xy２ ＝ （yln２ x ＋ ２ln x）xy －１ ，　 f碶y３ ＝ xy ln３ x ．

由此立即可知它们在点（１ ，１）处的值 ．从而有展式

f （x ，y） ＝ １ ＋ d x ＋ d xdy ＋ R２ （１ ＋ θd x ，１ ＋ θdy） ，

其中 d x ＝ x － １ ，dy ＝ y － １ ，０ ＜ θ＜ １ ，以及

R２ （x ，y）＝ １
６
d３ f （x ，y）

＝
xy
６

y（y － １）（y － ２）

x３ （d x）３ ＋ ３
２y － １ ＋ y（y － １）ln x

x２ （d x）２ dy
　 ＋ ３

yln２ x ＋ ２ln x
x d x（dy）２ ＋ ln３ x · （dy）３ ．
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　 　例 2畅6畅4 　解答下列问题 ：

（１）试求由方程 u＝ a＋ esinu确定的函数 u（e ，a）对 e的 Taylor 展式（a是常
数 ，展到第四项） ．

（２）试证明方程 xm ＋ ax ＋ b＝ ０之根 x有展式

x ＝
b
a －

１
a

b
a

m

＋
２m
２ ！

１

a２
b
a

２m －１

－
３m（３m － １）

３ ！
１

a３
b
a

３m －２

＋ ⋯ ．

　 　解 　 （１） （参阅 ２畅３节例 ２畅３畅３（３））我们有抄
nu
抄en ＝

抄
n － １

抄an － １ sinn u · 抄u
抄a ，故

u（０ ，a） ＝ a ，　 抄
n u（０ ，a）
抄en ＝

dn －１

dan －１ （sinn a · １） 　 抄u
抄a ＝ １ ．

代入 u（e ，a）＝ u（０ ，a）＋ 抄u（０ ，a）
抄e e ＋ １

２ ！
抄
２ u（０ ，a）
抄e２ e２ ＋ ⋯ ，可知

u（e ，a）＝ a ＋ esina ＋ e２
２ ！

２sinacosa ＋ e３
３ ！

（３sin２ acosa）′a ＋ ⋯

＝ a ＋ esina ＋ e２ sinacosa ＋ e３
２
sina（cos２ a ＋ cos２ a） ＋ ⋯ ．

　 　 （２）想到 ２畅３节例 ２畅３畅３（３）之所示 ，改写原式为

x ＝
b
a ＋

１
a （－ xm ） ＝ p ＋ qφ（x） 　 p ＝

b
a ，q ＝

１
a ，φ（x） ＝ － xm ，

则隐函数 x（p ，q）可展成

x（p ，q） ＝ x（p ，０） ＋ q 抄 x（p ，０）

抄q ＋
q２
２ ！

抄
２
（p ，０）

抄q２
＋
q３
３ ！

抄
３ x（p ，０）

抄q３
＋ ⋯ ．

　 　首先 ，我们有 x（p ，０）＝ p ，以及

抄 x
抄 p ＝ １ ＋ qφ′（x） 抄 x抄 p ，　

抄 x（p ，０）

抄 p ＝ １ ．

　 　其次 ，依据 ２畅３节例 ２畅３畅３（３）之公式抄
n x
抄qn ＝ φ

n
（x）抄x

抄 p ，且取 q ＝ ０ ，［φ（x）］q＝ ０ ＝

φ（p）＝ － pm ，可得

抄
n x （p ，０）

抄qn
＝

抄
n －１

抄 pn －１ ［（－ pm ）n · １］ ＝
抄
n －１

抄 pn －１ ［（－ １）
n p mn

］ ．

从而可知
抄 x（p ，０）

抄q ＝ － pm ，
抄
２ x（p ，０）

抄q２
＝

抄
抄 p（p

２m
）＝ ２mp２m － １

，以及

抄
３ x（p ，０）

抄q３
＝

抄
２

抄 p２ （－ p２m ） ＝ － ３m（３m － １）p２m －２
，⋯ ．

　 　因此 ，最后展式为
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x（p ，q） ＝ p － qp m
＋
２m
２ ！

q２ p２m －１
－
３m（３m － １）

３ ！
q３ p２m －２

＋ ⋯ ，

x ＝
b
a －

１
a

b
a

m

＋
２m
２ ！

１

a２
b
a

２m －１

－
３m（３m － １）

３ ！
１

a２
b
a

２m －２

＋ ⋯ ．

　 　例 2畅6畅5 　解答下列问题 ：

（１）设 f （x ，y）是任意次可微的 ，试将函数

　 　 （i） F（x ，y）＝ f （x ＋ h ，y ＋ k） － f （x ＋ h ，y） － f （x ，y ＋ k）＋ f （x ，y）展成点
（０ ，０）处的 Taylor级数 ．

　 　 （ii） F（x ，y）＝ １
４
［ f（x ＋ h ，y） ＋ f （x ，y ＋ h）＋ f （x － h ，y） ＋ f （x ，y － h）］ －

f （x ，y）展成点（０ ，０）处的 Taylor级数精确到 h４ 项 ．

（２）设 f （x ＋ ρcosφ ，y ＋ ρsinφ）是任意次可微函数 ，且可以展成关于 ρ的幂级

数 ，试将函数

F（ρ） ＝
１
２π∫

２π

０
f （x ＋ ρcosφ ，y ＋ ρsinφ）dφ

展成关于 ρ的幂级数 ．

解 　 （１） （i）对 f （x ＋ h ，y ＋ k） ，依据 Taylor展式易知
f （x ＋ h ，y ＋ k）＝ f （x ，y） ＋ h 抄 f

抄 x ＋ k 抄 f
抄 y ＋

h２
２

抄
２ f
抄 x２ ＋ hk 抄

２ f
抄 x抄 y ＋

k２
２

抄
２ f
抄 y２

　 ＋ ∑
∞

n＝ ３

１
n ！ h 抄

抄 x ＋ k 抄
抄y

n

f （x ，y） ， ①

h 抄
抄 x ＋ k 抄

抄 y
n

f （x ，y）＝ ∑
n

m ＝ ０

n ！
m ！（n － m） ！h

mkn － m 抄
n f （x ，y）
抄 xm抄yn － m

＝ ∑
n －１

m ＝ １

n ！
m ！（n － m） ！h

mkn － m 抄
n f （x ，y）
抄 xm抄yn － m

　 ＋ hn 抄
n f （x ，y）
抄 xn ＋ kn 抄

n f （x ，y）
抄 yn

．

从而式 ①成为

f （x ＋ h ，y ＋ k） ＝ f （x ，y） ＋ h 抄 f
抄 x ＋ k 抄 f

抄 y ＋
h２
２

抄
２ f
抄 x２ ＋ hk 抄

２ f
抄 x抄 y ＋

k２
２

抄
２ f
抄 y２

＋ ∑
∞

n＝ ３
∑
n －１

m ＝ １

hmkn － m
m ！（n － m） ！

抄
n f

抄 xm抄 yn － m ＋ ∑
∞

n＝ ３

１
n ！ hn 抄

n f
抄 xn ＋ kn 抄

n f
抄 yn ．

利用此式 ，还可得出

f （x ＋ h ，y） ＝ f （x ，y） ＋ h 抄 f
抄 x ＋

h２
２

抄
２ f
抄 x２ ＋ ∑

∞

n＝ ３

hn
n ！

抄
n f

抄 xn ，

f （x ，y ＋ k） ＝ f （x ，y） ＋ k 抄 f
抄 y ＋

k２
２

抄
２ f
抄 y２

＋ ∑
∞

n＝ ３

kn
n ！

抄
n f

抄 yn
．
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最后 ，我们有

F（x ，y） ＝ hk 抄
２ f （x ，y）
抄 x抄 y ＋ ∑

∞

n＝ ３
∑
n －１

m ＝ １

hmkn － m
m ！（n － m） ！

抄
n f （x ，y）
抄 xm抄 yn － m

．

　 　 （ii）依据展式 ，我们有

F（x ，y） ＝
１
４

f ＋ hf′x ＋ h２
２
f″xx ＋ h３

６
f碶x３ ＋ h４

２４
f （４）x４ ＋ o（h４ ） ＋ f ＋ hf′y ＋ h２

２
f″y２

＋
h３
６
f碶y３ ＋ h４

２４
f （４）y４ ＋ o（h４ ） ＋ f － hf′x ＋ h２

２
f″x２ ＋ h３

６
f碶x３ ＋ h４

２４
f （４）x４ ＋ o（h４ ）

＋ f － hf′y ＋ h２
２
f″y２ － h３

６
f碶y３ ＋ h４

２４
f （４）y４ ＋ o（h４ ） － f 　 （h → ０） ．

由此即可得出

F（x ，y） ＝
h２
４
（ f″x２ （x ，y） ＋ f″y２ （x ，y））

＋
h４
４８

（ f （４）x４ （x ，y） ＋ f （４）y４ （x ，y）） ＋ o（h４ ） 　 （h → ０） ．

　 　 （２）按展式可知

f （x ＋ ρcosφ ，y ＋ ρsinφ） ＝ f （x ，y） ＋ ∑
∞

k ＝ １

ρ
k

k ！
cosφ 抄

抄 x ＋ sinφ 抄
抄y

k

f （x ，y） ．

在上式对 φ作逐项积分 ，可得（记左端为 F（ρ））

F（ρ） ＝ f （x ，y） ＋ ∑
∞

k ＝ １

ρ
k

k ！

１
２π∫

２π

０
cosφ 抄

抄 x ＋ sinφ 抄
抄 y

k

f （x ，y）dφ ．

因此我们有公式

cosφ 抄
抄 x ＋ sinφ 抄

抄 y
k

f （x ，y） ＝ ∑
k

j ＝ ０

k ！
j ！（k － j） ！

抄
k f （x ，y）
抄 xj抄 yk － j

cos j φ · sink － j
φ ，

所以前式 F（ρ）又可写成

F（ρ） ＝ f （x ，y） ＋ ∑
∞

k ＝ １

ρ
k

k ！∑
k

j ＝ ０

k ！
j ！（k － j） ！

抄
k f （x ，y）
抄 xj抄 yk － j

１
２π∫

２π

０
cos j φ · sink － j

φdφ ． ②

　 　现在来估算

I（ j ，k － j） ＝
１
２π∫

２π

０
cos j φ · sink － j

φdφ ． ③

　 　若 j ＝ ２m － １ ，则 cos j φ · sink － j
φdφ ＝ Pk － １ （sinφ）dsinφ ，其中 Pk － １ （sinφ）是

k － １次多项式 ．由此可知

I（２m － １ ，k － ２m ＋ １） ＝
１
２π∫

２π

０
Pk －１ （sinφ）dsinφ ＝ ０ ．

　 　类似地 ，若 k ＝ ２n － １ ，也可得 I（ j ，２n － １ － j）＝ ０ ．因此 ，积分 ③只在 k ＝ ２n ，j ＝
２m时不等于 ０ ：

I（２m ，２n － ２m） ＝
１
２π∫

２π

０
cos２mφ · sin２ n －２m

φdφ ．
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应用分部积分公式 ，我们有

I（２m ，２n － ２m）＝ ２m － １
２n － ２m ＋ １

I（２m － ２ ，２n － ２m ＋ ２） ．

＝
（２m － １）（２m － ３） ⋯ ３ · １ · I（０ ，２n）

（２n － ２m ＋ １）（２n － ２m ＋ ３） ⋯ （２n － ３）（２n － １）

＝
（２m － １） ！！（２n － ２m － １） ！！

（２n － １） ！！
I（０ ，２n） ．

注意到 I（０ ，２n） ＝
１
２π∫

２π

０
sin２ n

φdφ ＝
２
π∫

π／２

０
sin２ n

φdφ ＝
（２n － １） ！！
（２n） ！！ ，故知

I（２m ，２n － ２m）＝ （２m － １） ！！（２n － ２m － １） ！！
（２n － １） ！！

（２n － １） ！！
（２n） ！！

＝
（２m － １） ！！（２n － ２m － １） ！！

（２n） ！！ ．

又注意到（２k － １） ！！＝ （２k） ！／２k k ！，最后导出

I（２m ，２n － ２m） ＝
（２m） ！（２n － ２m） ！

２
２ n
· n ！· m ！（n － m） ！．

在式 ②中 ，以 ２n代 k ，２m代 j ，再用上式即得

F（ρ）＝ f（x ，y） ＋ ∑
∞

n＝ １

ρ
２ n

（２n） ！∑
n

m ＝ ０

（２n） ！
（２m） ！（２n － ２m） ！

（２m） ！（２n － ２m） ！
２
２n
· n ！m ！（n － m） ！

抄
２n f （x ，y）

抄x２m抄y２ n －２m

＝ f （x ，y） ＋ ∑
∞

n＝ １

（ρ／２）
２ n

（n ！）２ ∑
n

m ＝ ０

n ！
m ！（n － m） ！

抄
２ n f （x ，y）

抄 x２m抄y２ n －２m

＝ f （x ，y） ＋ ∑
∞

n＝ １

１

（n ！）２
ρ

２

２ n
抄
２

抄 x２ ＋
抄
２

抄 y２
n

f （x ，y） ．

　 　例 2畅6畅6 　试证明下列命题 ：

（１）设 f （x ，y）在 R２ 上有连续偏导数 ，且有

抄 f （x ，y）
抄 x ≤ M ，　

抄 f （x ，y）
抄 y ≤ M 　 （x ，y） ∈ R２

，

则｜ f （P） － f （Q）｜≤ ２M ‖ P － Q‖ ，其中 P＝ （x′ ，y′） ，Q＝ （x″ ，y″）是 R２ 中任意两

点 ，‖ P － Q‖ ＝ （（x′ － x″）２ ＋ （y′ － y″）２ ）１／２ ．

（２）设在 R３ 上定义的 u＝ f （x ，y ，z）是 z的连续函数 ，且
抄 f
抄 x ，

抄 f
抄 y在 R３ 上连续 ，

则 u在 R３ 上连续 ．

（３）设 f （x ，y）在原点附近有二阶连续偏导数 ，则

I ＝ lim
h → ０

f （２h ，e－１／２ h
） － ２ f （h ，e－１／h

） ＋ f （０ ，０）

h２ ＝ f″xx （０ ，０） ．

　 　证明 　 （１）采用插入项并用 Taylor（中值）公式
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| f （P） － f （Q） | ＝ | f （x′ ，y′） － f （x″ ，y″） |
≤ | f （x′ ，y′） － f （x″ ，y′） | ＋ | f （x″ ，y′） － f （x″ ，y″） |
＝ | f′x （x′ ＋ θ（x″ － x′） ，y′） | | x′ － x″ | ＋ | f′y （x″ ，y′ ＋ θ（y″ － y′）） | | y″ － y′ |

≤ M（| x′ － x″ | ＋ | y′ － y″ | ） ≤ M · ２ · （x′ － x″）２ ＋ （y′ － y″）２ ．

　 　 （２）任意取定 X０ ＝ （x０ ，y０ ，z０ ） ∈ R２
，并作闭区域 ：

D ＝ ｛（x ，y ，z） ：| x － x０ | ≤ １ ，| y － y０ | ≤ １ ，| z － z０ | ≤ １｝ ，

再取 M ＞ ０ ，使得

抄 f （x ，y ，z）
抄 x ≤ M ，　

抄 f （x ，y ，z）
抄 y ≤ M 　 （x ，y ，z） ∈ D ．

由此可知（Taylor中值公式）

| f （x０ ＋ Δ x ，y０ ＋ Δ y ，z０ ＋ Δ z） － f （x０ ，y０ ，z０ ） |
≤ | f （x０ ＋ Δ x ，y０ ＋ Δ y ，z０ ＋ Δ z） － f （x０ ，y０ ，z０ ＋ Δ z） |
＋ | f （x０ ，y０ ，z０ ＋ Δ z） － f （x０ ，y０ ，z０ ） |

≤ | f′x （x０ ＋ θΔ x ，y０ ＋ θΔ y ，z０ ＋ Δ z）Δ x | ＋ | f′y （x０ ＋ θΔ x ，y０ ＋ θΔ y ，z０ ＋ Δ z）Δ y |
＋ | f（x０ ，y０ ，z０ ＋ Δ z） － f（x０ ，y０ ，z０ ） |

≤ M | Δ x | ＋ M | Δ y | ＋ ε　 （| Δ z | ＜ δ）

＜ M（ε／M） ＋ M（ε／M） ＋ ε ＜ ３ε　 （| Δ x | ，| Δ y | ＜ ε／M ＜ δ） ．

　 　 （３）依据 Taylor（中值）公式 ，可知

f （２h ，e－２ h
） ＝ f （０ ，０） ＋ f′x （０ ，０）２h ＋ f′y （０ ，０）e－１／２ h

＋
１
２
f″xx （２θ１ h ，θ１ e－１／２ h

）（２h）２ ＋ f″xy （２θ１ h ，θ１ e－１／２ h
） · ２h · e－１／２ h

＋
１
２
f″yy （２θ１ h ，θ１ e－１ ／２ h

）e－１／２ h
，

２ f （h ，e－１ ／h
） ＝ ２ f （０ ，０） ＋ f′x （０ ，０）２h ＋ f′y （０ ，０）２e－１／h

＋ f″xx （θ２ h ，θ２ e－１／h
）h２

＋ ２ f″xy （θ２ h ，θ２ e－１／h
）he－１／h

＋ f″yy （θ２ h ，θ２ e－１ ／h
）e－２／h

．

依题设知 e － １ ／h
＝ o（h２ ）（h → ０）可得

f′y （０ ，０）（e－１／２ h
－ ２e－１ ／h

） ＋ ２h［ f″xy （ξ１ ，η１ ）e－１／２ h
－ f″xy （ξ２ ，η２ ）e－１／h

］

　 ＋
１
２
f″yy （ξ１ ，η１ ）e－１／h

－ f″yy （ξ２ ，η２ ）e－２／h
＝ o（h２ ） 　 （h → ０） ，

　 f （２h ，e－１ ／２ h
） － ２ f （h ，e－１／h

） ＋ f （０ ，０）

＝ ［２ f″xx （ξ１ ，η１ ） － f″xx （ξ２ ，η２ ）］h２ ＋ o（h２ ） 　 （h → ０） ，

其中 ξ１ ＝ ２θ１ h ，η１ ＝ θ１ e － １／２ h
，ξ２ ＝ θ２ h ，η２ ＝ θ２ e － １／h

，０ ＜ θ１ ，θ２ ＜ １ ．从而根据 f″xx的连续
性 ，即得 I ＝ f″xx （０ ，０） ．

例 2畅6畅7 　试证明下列命题 ：
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（１）设方程组
x ＝ f （x ，y） ，

y ＝ g（x ，y）
有解 ξ ，η ，且其近似解列｛ xi｝ ，｛ yi｝为 xi ＝ f （xi － １ ，

yi － １ ） ，yi ＝ g（xi － １ ，yi － １ ）（i＝ １ ，２ ，⋯ ） ，其中 f （x ，y）与 g（x ，y）可微 ．若在点（ξ ，η）的

某邻域上有

| f′x （x ，y） | ＋ | g′x （x ，y） | ≤ M ，　 | f′y （x ，y） | ＋ | g′y （x ，y） | ≤ M ，

则｜ξ － xn ｜＋ ｜η － yn ｜≤ Mn
（｜ξ － x０ ｜＋ ｜η － y０ ｜） ．

（２）设定义在 R２ 上的 f （x ，y）满足（（x ，y） ，（x１ ，y１ ） ，（x２ ，y２ ） ∈ R２
）

　 　 （i）存在极限 lim
t → ０

＋

f （tx ，ty） － f （０ ，０）

t ＝ g（x ，y） ；

　 　 （ii） g（αx１ ＋ βx２ ，αy１ ＋ βy２ ） ＝ αg（x１ ，y１ ）＋ βg（x２ ，y２ ） ；

　 　 （iii）存在 M ＞ ０ ，使得

| f （x１ ，y１ ） － f （x２ ，y２ ） | ≤ M （x１ － x２ ）２ ＋ （y１ － y２ ）２ ．

则 f （x ，y）＝ f （０ ，０）＋ g（x ，y）＋ o（ρ） （ρ＝ （x１ － x２ ）２ ＋ （y１ － y２ ）２ → ０） ．

证明 　 （１） （i）因为我们有（０ ＜ θ＜ １）

f （x ，y） － f （ξ ，η） ＝ （x － ξ） f′x （ξ ＋ θ（x － ξ） ，η ＋ θ（y － η））

＋ （y － η） f′y （ξ ＋ θ（x － ξ） ，η ＋ θ（y － η）） ，

所以可得（０ ＜ θ＜ １）

f （xi ，yi ） － f （ξ ，η）＝ （xi － ξ） f′x （ξ ＋ θ（xi － ξ） ，η ＋ θ（yi － η））

　 ＋ （yi － η） f′y （ξ ＋ θ（xi － ξ） ，η ＋ θ（yi － η）） ，

xi＋ １ － ξ＝ （xi － ξ） f′x （ξ ＋ θ（xi － ξ） ，η ＋ θ（yi － η））

　 ＋ （yi － η） f′y （ξ ＋ θ（xi － ξ） ，η ＋ θ（yi － η）） ．

同理还有（０ ＜ θ′＜ １）

yi＋ １ － η ＝ （xi － ξ）g′x （ξ ＋ θ′（xi － ξi ） ，η ＋ θ′（yi － η））

＋ （yi － η）g′y （ξ ＋ θ′（xi － ξ） ，η ＋ θ′（yi － η）） ．

从而我们有

| xi＋ １ － ξ | ＋ | yi＋ １ － η | ≤ | xi － ξ | ｛ | f′x （ξ ＋ θ（xi － ξ） ，η ＋ θ（yi － η） |
＋ | g′x （ξ ＋ θ′（xi － ξ） ，η ＋ θ′（yi － η））｝

＋ | yi － η | ｛ | f′y （ξ ＋ θ（xi － ξ） ，η ＋ θ（yi － η）） |
＋ | g′y （ξ ＋ θ′（xi － ξ） ，η ＋ θ′（yi － η）） |｝ ．

| xn － ξ | ＋ | yn － η | ≤ M｛ | xn －１ － ξ | ＋ | yn －１ － η |｝
≤ M２

｛ | xn －２ － ξ | ＋ | yn －２ － η | ｝
≤ ⋯

≤ Mn
｛ | x０ － ξ | ＋ | y０ － η |｝ ．

　 　 （２）记 N ＝ max｛｜g（x ，y）｜ ：x２ ＋ y２ ＝ １｝ ，C ＝ max｛M ，N｝ ，对 ε＞ ０ ，取点 Xi ＝
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（xi ，yi ）（i ＝ １ ，２ ，⋯ ，m）满足 ： x２i ＋ y２i ＝ １（ i ＝ １ ，２ ，⋯ ，m） ，且对任意具有 x２ ＋

y２ ＝ １之点 X＝ （x ，y） ，均存在

Xi ＝ （xi ，yi ） ： （x － xi ）２ ＋ （y － yi ）２ ＜ ε／３C ．

设 δ＞ ０ ，使得｜f（txi ，tyi ） － f（０ ，０） － g（txi ，tyi ）｜＜ εt／３（０ ＜ t＜ δ） ．故当 x２ ＋ y２ ＜ δ

时 ，就有某个 i ，使得 ‖ X／‖ X ‖ － Xi ‖ ＜ ε／３C ，‖ X － Xi ‖ X ‖ ‖ ＜ ε‖ X ‖ ／３C ．故

| f （x ，y） － f （ ‖ X ‖ xi ，‖ X ‖ yi ） ＜ Mε ‖ X ‖ ／３C ≤ ε‖ X ‖ ／３ ，

| f （ ‖ X ‖ xi ，‖ X ‖ yi ） － f （０ ，０） － g（ ‖ X ‖ xi ，‖ X ‖ yi ） | ＜ ε‖ X ‖ ／３ ，

| g（x ，y） － g（ ‖ X ‖ xi ，‖ X ‖ yi ） | － | g（x － ‖ X ‖ xi ，y － ‖ X ‖ yi ） |

＝ ‖ X － xX i ‖ g x － ‖ X ‖ xi
‖ X － ‖ X ‖ Xi ‖

，
y － ‖ X ‖ yi

‖ X － ‖ X ‖ Xi ‖

≤ ε‖ X ‖ N／３C ≤ ε‖ X ‖ ／３ ．

从而导致｜ f （x ，y） － f （０ ，０） － g（x ，y）｜＜ ε
３
‖ X ‖ · ３ ＝ ε‖ X ‖ ．

例 2畅6畅8 　试证明下列命题 ：

（１）设 A＝ （x０ ，y０ ） ，B＝ （x１ ，y１ ） ，C＝ （x２ ，y２ ）是 R２ 中三个点 ，又由可微函数

u＝ φ（x ，y） ，v ＝ ψ（x ，y）导出了三个点 ：A′＝ （u０ ，v０ ） ，B′＝ （u１ ，v１ ） ，C′ ＝ （u２ ，v２ ） ，其

中ui ＝ φ（xi ，yi ）（i ＝ ０ ，１ ，２） ．vi ＝ ψ（xi ，yi ）（i ＝ ０ ，１ ，２） ．若 △ ABC与 △ A′B′C′充分
地小 ，则行列式

T１ ＝

x０ y０ １

x１ y１ １

x２ y２ １

，　 T２ ＝

u０ v０ １

u１ v１ １

u２ v２ １

在抄（u ，v）
抄（x ，y） ＞ ０时同号 ，在抄（u ，v）

抄（x ，y） ＜ ０时反号 ．

（２）设方程组 f （x ，y） ＝ ０ ，g（x ，y） ＝ ０的第一个近似解为（x０ ，y０ ） ，则其第二

个近似解为

x１ ＝ x０ －
１
J０

f （x０ ，y０ ） f′y （x０ ，y０ ）
g（x０ ，y０ ） g′y （x０ ，y０ ） ，

y１ ＝ y０ －
１
J０

f′x （x０ ，y０ ） f （x０ ，y０ ）
g′x （x０ ，y０ ） g（x０ ，y０ ） ．

①

一般而言 ，从（xk ，yk ）导出近似解

xk ＋ １ ＝ xk －
１
Jk

f （xk ，yk ） f′y （xk ，yk ）
g（xk ，yk ） g′y （xk ，yk ）

，

yk ＋ １ ＝ yk －
１
Jk

f′x （xk ，yk ） f （xk ，yk ）
g′x （xk ，yk ） g（xk ，yk ）

，
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其中 Jk ＝
f′x （xk ，yk ） f′y （xk ，yk ）
g′x （xk ，yk ） g′y （xk ，yk ）

　 （k ＝ ０ ，１ ，２ ⋯ ） ．

证明 　 （１）根据 Taylor展式可知（i ＝ １ ，２）

ui － u０ ＝ u′x （x０ ，y０ ）（xi － x０ ） ＋ u′y （x０ ，y０ ）（yi － y０ ） ＋ εi ，

vi － v０ ＝ v′x （x０ ，y０ ）（xi － x０ ） ＋ v′y （x０ ，y０ ）（yi － y０ ） ＋ ε′i ，

其中 εi ，ε′i是比 （xi － x０ ）２ ＋ （yi － y０ ）２更高阶的无穷小量 ．从而有

T２ ＝

u０ v０ １

u１ － u０ v１ － v０ ０

u２ － u０ v２ － v０ ０

＝
u１ － u０ v１ － v０
u２ － u０ v２ － v０

＝
u′x （x１ － x０ ） ＋ u′y （y１ － y０ ） ＋ ε１ v′x （x１ － x０ ） ＋ v′y （y１ － y０ ） ＋ ε′１

u′x （x２ － x０ ） ＋ u′y （y２ － y０ ） ＋ ε２ v′x （x２ － x０ ） ＋ v′y （y２ － y０ ） ＋ ε′２

＝
u′x （x１ － x０ ） ＋ u′y （y１ － y０ ） v′x （x１ － x０ ） ＋ v′y （y１ － y０ ）
u′x （x２ － x０ ） ＋ u′y （y２ － y０ ） v′x （x２ － x０ ） ＋ v′y （y２ － y０ ）

　 ＋
ε１ v′x （x１ － x０ ） ＋ v′y （y１ － y０ ）
ε２ v′x （x２ － x０ ） ＋ v′y （y２ － y０ ）

　 ＋
u′x （x１ － x０ ） ＋ u′y （y１ － y０ ） ε′１

u′x （x２ － x０ ） ＋ u′y （y２ － y０ ） ε′２
＋

ε１ ε′１

ε２ ε′２
．

易知上式中第二 、三 、四项皆为高阶无穷小量 ，从而其符号可由第一项确定 ，而第一

项又可写成

x１ － x０ y１ － y０
x２ － x０ y２ － y０

u′x v′x
u′y v′y ＝ T１ ·

u′x （x０ ，y０ ） u′y （x０ ，y０ ）
v′x （x０ ，y０ ） v′y （x０ ，y０ ）

．

由此即得所证 ．

（２）假定（α ，β）是原方程组的根 ，则从 Taylor展式
０ ＝ f （α ，β） ＝ f （x０ ，y０ ） ＋ （α － x０ ） f′x （x０ ，y０ ） ＋ （β － y０ ） f′y （x０ ，y０ ） ＋ ε１ ，

０ ＝ g（α ，β） ＝ g（x０ ，y０ ） ＋ （α － x０ ）g′x （x０ ，y０ ） ＋ （β － y０ ）g′y （x０ ，y０ ） ＋ ε２

中略去高阶无穷小量 ε１ ，ε２ ，可得近似根（x１ ，y１ ） ：

（x１ － x０ ） f′x （x０ ，y０ ） ＋ （y１ － y０ ） f′y （x０ ，y０ ） ＝ － f （x０ ，y０ ） ．

（x１ － x０ ）g′x （x０ ，y０ ） ＋ （y１ － y０ ）g′y （x０ ，y０ ） ＝ － g（x０ ，y０ ） ．

解此方程组 ，即可得式 ① ．一般情况类似 ．

注 　特别对方程组

f（x ，y） ＝ ４ x３ － ２７ xy２ ＋ ２５ ＝ ０ ，　 g（x ，y） ＝ ４ x２ y － ３ y３ － １ ＝ ０ ，

·９０１·２畅６ 　 Taylor公式（以二元函数为例）



它在第一象限内解 ，且位于（１ ，２） × （１ ，２）内 ．令 x０ ＝ y０ ＝ １ ，则 J０ ＝ ５０７ ，且有

f f′y
g g′y

＝ － １０ ，　
f′x f
g′x g

＝ － １６ ．

由此可得 x１ ＝ １畅０１９ ，y１ ＝ １畅０３１ ．进一步又有

J１ ＝ ５６４畅７２１９６ ，　
f f′y
g g′y

＝ － ０畅２５３１９ ，　
f′x f
g′x g

＝ ０畅１９８２７ ．

从而可知 x２ ＝ １畅０１９４５ ，y２ ＝ １畅０３０６５ ．
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第 3章 　 隐函数存在定理

３畅１ 　隐函数存在定理

定理 3畅1畅1 　设 D为｜x － x０ ｜＜ a ，｜y － y０ ｜＜ b的区域 ，F（x ，y）满足 ：F∈ C（１）
（D） ，F（x０ ，y０ ）＝

０ ，F′y （x０ ，y０ ） ≠ ０ ．则存在区间 I ：｜x － x０ ｜＜ α（α ＜ a）和区间 J ：｜y － y０ ｜＜ β（β＜ b） ，方程 F（x ，y）＝ ０

唯一地确定一个函数 f ：I → J ，满足 ：

（i） F（x ，f （x））＝ ０（x ∈ I） ；　 　 （ii） y０ ＝ f （x０ ） ；

（iii） f （x）在 I上连续 ；　 　 （iv） f （x）在 I上连续可导 ，且 f′（x）＝ －
F′x （x ，f （x））
F′y （x ，f （x））（x ∈ I） ．

定理 3畅1畅2 　设区域 D ：｜x － x０ ｜＜ a ，｜y － y０ ｜＜ a ，｜u － u０ ｜＜ b ，｜v － v０ ｜＜ b ，函数 F（x ，y ，u ，
v） ，G（x ，y ，u ，v）满足 ：

（i） F ，G ∈ C（１）
（D） ；

（ii） F（x０ ，y０ ，u０ ，v０ ）＝ ０ ，G（x０ ，y０ ，u０ ，v０ ） ＝ ０ ；

（iii） 抄（F ，G）
抄（u ，v） （x

０
，y
０

，u
０

，v
０
）
≠ ０ ，

则存在区域 I ：｜x － x０ ｜＜ α１ ，｜y － y０ ｜＜ α２ （α１ ＜ a ，α２ ＜ a）和区域 J ：｜u － u０ ｜＜ β１ ，｜v － v０ ｜＜ β２ （β１ ＜

b ，β２ ＜ b） ，方程组

F（x ，y ，u ，v） ＝ ０ ，

G（x ，y ，u ，v） ＝ ０

唯一地确定一组函数
u＝ f （x ，y） ，

v ＝ g（x ，y） ，
　 （I → J）满足 ：

（i）在 I上
F（x ，y ，f （x ，y） ，g（x ，y））＝ ０ ，

G（x ，y ，f （x ，y） ，g（x ，y））＝ ０ ；

（ii） u０ ＝ f（x０ ，y０ ） ，v０ ＝ g（x０ ，y０ ） ；

（iii） f ，g ∈ C（１）
（I） ，且

du
dv ＝ －

Fu Fv

Gu Gv

－ １ Fx Fy

Gx G y

d x
dy ．

　 　定理 3畅1畅3（全域解）　设 D ＝ ｛（x ，y） ：a＜ x ＜ b ，－ ∞ ＜ y ＜ ∞ ｝ ，F（x ，y）是在 D上连续函
数 ，且 F′y ≥ m＞ ０ ，则 F（x ，y）＝ ０在（a ，b）上存在唯一连续解 y ＝ y（x） ．

例 3畅1畅1 　解答下列问题 ：

（１）试问下列方程组是否存在隐函数 u＝ u（x ，y） ，v ＝ v（x ，z） ，z ＝ z（x ，y） ？

　 　 （i）
x ＝ eu ＋ v

，

y ＝ eu － v
，

z ＝ uv ．
　 　 　 　 （ii）

x ＝ u＋ v ，
y ＝ u２ ＋ v２ ，

z ＝ u３ ＋ v３ ．



（２）试证明方程 y ＝ x ＋ sin y／２在 R１ 上可确定隐函数 y ∈ C（１）
（R１

） ．

（３）令 D ＝ ｛（x ，y） ：０ ＜ x ，－ ∞ ＜ y ＜ ＋ ∞ ｝ ，f （x ，y） ＝ １ － e － x
＋ y３ e － y

，试证明

存在（０ ，∞ ）上 C（１）类函数 y（x） ，满足 f （x ，y）＝ ０ ．

（４）设 f （x ，y） ＝ ycos２ x － sin２ x － e － y
＝ ０（ － ∞ ＜ x ，y ＜ ∞ ） ，试证明不存在

（ － ∞ ，∞ ）上的隐函数 y ＝ y（x）满足 f （x ，y）＝ ０ ．

解 　 （１） （i）令 F１ （x ，y ，z ，u ，v） ＝ x － eu ＋ v
，F２ （x ，y ，z ，u ，v） ＝ y － eu － v

，以及

F３ （x ，y ，z ，u ，v）＝ z － uv ，算出

抄（F１ ，F２ ，F３ ）

抄（z ，u ，v） ＝

０ － eu＋ v － eu＋ v
０ － eu － v eu － v
１ － v － u

＝ － ２e２ u ≠ ０ ．

这说明在 R２ 中的任一点的邻域内均存在所指隐函数 ．

（ii）令 F１ （x ，y ，z ，u ，v） ＝ x － u － v ，F２ （x ，y ，z ，u ，v） ＝ y － u２ － v２ ，以及 F３ （x ，

y ，z ，u ，v） ＝ z － u３ － v３ ，则算出

抄（F１ ，F２ ，F３ ）

抄（z ，u ，v） ＝

０ － １ － １

０ － ２u － ２v
１ － ３u２ － ３ v２

＝ ２（v － u） ．

为了存在所指的隐函数 ，要求 v ≠ u ，或 （u － v）２ ＞ ０ ，也可化为 u２ ＋ v２ ＞ ２uv ，或
２ y ＞ x２ ．

（２）令 F（x ，y） ＝ y － x － sin y／２ ，则由 F′y ＝ １ －
cos y
２

≥
１
２

＞ ０ 可知（参阅定理

３畅１畅３） ，存在（ － ∞ ，∞ ）上隐函数解 y ＝ y（x） ，且有

y′（x） ＝ － F′x ／F′y ＝ １／［１ － cosy（x）／２］ ≥ １／２ ．

　 　 （３）因为当 x ＞ ０且 y ≥ ０时有 ，f （x ，y）＞ ０ ，又在 x ＞ ０且 y → － ∞时有 f （x ，

y） → － ∞ ，所以对任意的 x０ ＞ ０ ，存在 y０ （（x０ ，y０ ） ∈ D） ，使得 f （x０ ，y０ ） ＝ ０ ．

注意到 ，f （x ，０）＞ ０ ，f （x ，３）＝ １ － e － x
＋ （３／e）３ ＞ ０ ，可知 f′y （x０ ，y０ ） ≠ ０ ．

（４） f′y （x ，y）＝ cos２ x ＋ e － y
＞ ０（ － ∞ ＜ x ，y ＜ ∞ ） ．易知对 x０ ：０ ＜ x０ ＜ π／２ ，我

们有

lim
y → － ∞

f （x０ ，y） ＝ － ∞ ，　 lim
y → ＋ ∞

f （x０ ，y） ＝ ＋ ∞ ．

这说明存在 y０ ：－ ∞ ＜ y０ ＜ ＋ ∞ ，使得 f （x０ ，y０ ） ＝ ０ ．由于 f （π／２ ，y） ＝ － １ － e － y
＜

０（ － ∞ ＜ y ＜ ＋ ∞ ） ，故 f （x ，y）＝ ０没有（ － ∞ ，∞ ）上的连续解（无全域解） ．

例 3畅1畅2 　解答下列问题 ：

（１）设 F（x ，y）＝ x２ ＋ y ＋ sin（x y）＝ ０ ，试论其在（０ ，０）点附近的隐函数解 ．

（２）设有方程组
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３ x ＋ y － z ＋ u４ ＝ ０ ， ①

x － y ＋ ２ z ＋ u ＝ ０ ， ②

２ x ＋ ２y － ３ z ＋ ２u ＝ ０ ． ③

　 　 （i）试问在［ － ε０ ，ε０ ］（ε０ ＞ ０）上方程组是否有连续可微且唯一的解 ：x （ z ） ，

y（z） ，u（z） ？其中 x（０）＝ y（０）＝ z（０） ．

（ii）试证明方程组不存在对一切区间［ － δ ，δ］（δ ＞ ０）均有解 x （u） ，y（u） ，

z（u） ．

解 　 （１）由 F′y （x ，y）＝ １ ＋ xcos（xy）可知 F′y （０ ，０）＝ １ ，因此在（０ ，０）的邻域上

存在隐函数解 y ＝ y（x）（满足 y（０）＝ ０） ．在导数式

y′（x） ＝ － （２ x ＋ ycos（xy ））／（１ ＋ xcos（xy））
中 ，由 y′（０）＝ ０知 y（０）是极大值 ．由此还可知 F（x ，y）＝ ０在（０ ，０）附近无隐函数

解 x ＝ x（y）（x（０）＝ ０） ．这是因为唯一解 y（x）在（０ ，０）附近不单调 ，无反函数 ．

（２） （i）从式 ①减去式 ② ，再减去式 ③ ，可得

u４ － ３u ＝ ０ ，　 即 　 u ＝ ０ ，３ ／３ ．

　 　若 u＝ ０ ，则有

３ x ＋ y － z ＝ ０ ，

x － y ＋ ２ z ＝ ０ ，

２ x ＋ ２ y － ３ z ＝ ０ ，

　
x ＝ － z／４ ，

y ＝ ７ z／４ ．

　 　若 u＝ ３

３ ，则有

３ x ＋ y － z ＋ ３
４／３

＝ ０ ，

x － y ＋ ２ z ＋ ３
１／３

＝ ０ ，

２ x ＋ ２ y － ３ z ＋ ２ · ３
１／３

＝ ０ ，

　
x ＝ － z／４ －

３

３ ，

y ＝ ７ z／４ ．

从而可知 ，该方程组的解集是 R４ 中互不相交的两平行直线 ：

（x ，y ，z ，u） ＝ z（－ １／４ ，７／４ ，１ ，０） ，

（x ，y ，z ，u） ＝ z（－ １／４ ，７／４ ，１ ，０） ＋ （－
３

３ ，０ ，０ ，
３

３）

之并 ．因此 ，对任给 ε＞ ０ ，方程组对 z ∈ ［ － ε ，ε］ ，均有解 x（z） ，y（z） ，u（z） ：x（０） ＝
y（０）＝ z（０）＝ ０ ．也就是说 ，记 A ，B是两个互不相交集 ：A ∪ B ＝ ［ － ε ，ε］＼｛０｝ ，且令

x（z） ＝

－ z／４ ， z ∈ A ，

－ z／４ －
３

３ ， z ∈ B ，

０ ， z ＝ ０ ，

　 y（z） ＝
７ z
４

，　 u（z） ＝

０ ， z ∈ A ，
３

３ ， z ∈ B ，

０ ， z ＝ ０ ，

那么 ，y（z）是唯一的连续且可微解 ，而 x（z） ，u（z）不唯一 ；x（z） ，u（z）是连续且可
微解当且仅当 B ＝ 碬 ；

（ii）由（i）知 ，方程组有解当且仅当 u＝ ０或 u＝ ３

３ ．因此 ，若 ０ ＜ u＜ ３

３ ，则方程

组无解 ．这说明该方程组不可能对任意的 u ∈ ［ － δ ，δ］ ，均有解 x（u） ，y（u） ，z（u） ．

·３１１·３畅１ 　隐函数存在定理



例 3畅1畅3 　试证明下列命题 ：

（１）设 D ＝ ｛（x ，y） ：a＜ x ＜ b ，－ ∞ ＜ y ＜ ∞ ｝ ，F（x ，y）在 D上满足
　 　 （i） F（x ，y）是单变量 x的函数 ；

　 　 （ii）在 D上存在 F′y ，且有 m ＞ ０ ，使得

０ ＜ m ≤ F′y （x ，y） ，　 （x ，y） ∈ D ，

则 F（x ，y）＝ ０在（a ，b）上存在唯一连续解 y ＝ y（x） ．

（２）设 D ＝ ｛（x ，y） ：a≤ x ≤ b ，c ≤ y ≤ d｝ ，F（x ，y）在 D上满足
　 　 （i） F′y （x ，y）在 D上连续且 F′y （x ，y） ≠ ０ ，（x ，y） ∈ D ；

　 　 （ii）存在 F′x （x ，y） ，（x ，y） ∈ D ；

　 　 （iii） F（x ，c） · F（x ，d）＜ ０（a＜ x ＜ b） ，

则方程 F（x ，y）＝ ０在［a ，b］上存在唯一可微解 y ＝ y（x） ．

（３）设 φ（y）在［ － a ，a］（a＞ ０）上可微 ，且有

φ（０） ＝ ０ ，　 | φ′（y） | ≤ k ＜ １ 　 （y ∈ ［－ a ，a］） ．

则存在 δ＞ ０ ，在［ － δ ，δ］上方程 x ＝ y ＋ φ（y）有唯一可微解 y ＝ y（x） ：y（０）＝ ０ ．

（４）设 f （x）在［a ，b］上连续 ，K（x ，y）在 D ＝ ｛（x ，y） ：a≤ x ≤ b ，a≤ y ≤ x｝上连
续 ，则方程

φ（x） ＝ f （x） ＋ λ∫
x

a
K （x ，y）φ（y）dy

在［a ，b］上有唯一连续解 ．

证明 　 （１）对 x０ ∈ （a ，b） ，任取 y１ ，－ ∞ ＜ y１ ＜ ∞ ，并令

g（y） ＝ F（x０ ，y１ ） ＋ m（y － y１ ） 　 （－ ∞ ＜ y ＜ ∞ ） ，

则 F（x０ ，y１ ）＝ g（y１ ） ，以及 ddy［F（x０ ，y） － g（y）］＝ F′y （x０ ，y） － m ≥ ０ ．由此知

F（x０ ，y）
≤ g（y） ， y ≤ y１ ，

≥ g（y） ， y ＞ y１ ．

由此易得 lim
y → － ∞

F（x０ ，y）＝ － ∞ ， lim
y → ＋ ∞

F（x０ ，y）＝ ＋ ∞ ．根据中值定理 ，有 y０ ∈ （ － ∞ ，

∞ ） ，使得 F（x０ ，y０ ） ＝ ０ ．

从而由 F′y ＞ ０即知在点 x０ 附近方程 F（x ，y）＝ ０有唯一解 y ＝ y（x） ：y（x０ ） ＝
y０ ．再看解的连续性 ．对任给 ε＞ ０ ，我们有

F（x０ ，y（x０ ） － ε） ＜ ０ ＜ F（x０ ，y（x０ ） ＋ ε） ．

注意到 F（x ，y）是 x的连续函数 ，故存在 δ＞ ０ ，使得

F（x ，y（x０ ） － ε） ＜ ０ ＜ F（x ，y（x０ ） ＋ ε） ，　 | x － x０ | ＜ δ ．

再根据中值定理 ，即得｜y（x） － y（x０ ）｜＜ ε ，｜x － x０ ｜＜ δ ．这说明 y（x）在 x０ 处连续 ．

（２）由（iii）知 ，存在 y０ ∈ （c ，d） ，使得 F（x０ ，y０ ） ＝ ０ ．从而依条件（i）（不妨假定
F′y （x ，y） ≥ m＞ ０ ，（x ，y） ∈ D） ，知 F（x ，y） ＝ ０ 有唯一解 y ＝ y（x） ．记 Δ y ＝ y（x ＋
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Δ x） － y（x） ，我们有

０ ＝ F（x ＋ Δ x ，y（x ＋ Δ x）） － F（x ，y（x））
＝ F（x ＋ Δ x ，y（x ＋ Δ x）） － F（x ＋ Δ x ，y（x）） ＋ F（x ＋ Δ x ，y（x）） － F（x ，y（x））

＝ F′y （x ＋ Δ x ，y（x） ＋ θΔ y）Δ y ＋ F（x ＋ Δ x ，y（x）） － F（x ，y（x））
Δ x Δ x ．

注意到 F′y在 D 上连续且大于等于正数 m ，故可得

lim
Δ x → ０

Δ y
Δ x ＝ lim

Δ x → ０
－

F（x ＋ Δ x ，y（x）） － F（x ，y（x））
Δ x F′y （x ＋ Δ x ，y（x） ＋ θΔ y）

＝ － F′x （x ，y（x））／F′y （x ，y（x）） ．

这说明 y（x）可微 ．

（３）由dxdy ＝ １ ＋ φ′（y）＞ ０（ － a≤ y ≤ a）可知 ，x ＝ x（y） ＝ y ＋ φ（y）是［ － a ，a］上

严格递增的连续函数 ．令

δ ＝ min｛ | x（－ a ＋ ０） | ，| x（a － ０） |｝ ，

对每个 x ∈ ［ － δ ，δ］ ，仅有一值 y ∈ （ － a ，a） ，使得 y ＋ φ（y） ＝ x ．因此 ，在（ － δ ，δ）上

存在 y ＝ y（x） ，它是 x ＝ y ＋ φ（y）的反函数 ，且严格单调 ，易知 y（０） ＝ ０ ．关于它的

可微性 ，我们取 x０ ，x０ ＋ Δ x ∈ （ － δ ，δ） ，Δ x ≠ ０ ，则 y０ ，y０ ＋ Δ y ∈ （ － a ，a）（这里 y０ 是
方程 x０ ＝ y ＋ φ（y）之根 ，且 Δ y ≠ ０） ．因为存在

lim
Δ y → ０

Δ x
Δ y ＝ lim

Δ y → ０
１ ＋

φ（y０ ＋ Δ y） － φ（y０ ）
Δ y ＝ １ ＋ φ′（y０ ） ，

而Δ x
Δ y ＝ １

Δ y
Δ x ，所以存在

dy
d x（注意当 Δ x → ０时有 Δ y → ０） ．

（４）假定｜K（x ，y）｜≤ M（（x ，y） ∈ D） ，｜ f （x）｜≤ N（a ≤ x ≤ b） ，且令

φ１ （x） ＝ f （x） ，　 φn （x） ＝ f （x） ＋ λ∫
x

a
K （x ，y）φn －１ （y）dy 　 （n ＝ ２ ，３ ，⋯ ） ．

则根据归纳法不难推知

| φn＋ １ （x） － φn（x） | ≤ N
n ！

| λ | nM n
（x － a）n 　 （n ∈ N） ．

由此可得 ，存在 φ（x）（a ≤ x ≤ b） ，使得当 n → ∞时 ，φn （x）在［a ，b］上一致收敛到
φ（x） ，φ（x）自然也是该方程之解 ．

现在来指出此解的唯一性 ，并应用反证法 ．假定该方程还有另外一个解 ：

ψ（x） ，我们作 F（x）＝ φ（x） － ψ（x） ，则 F（a）＝ φ（a） － ψ（a）＝ f （a） － f （a）＝ ０ ，且有

F（x） ＝ λ∫
x

a
K （x ，y）F（y）dy ．

　 　设｜F（x）｜≤ L（a≤ x ≤ b） ，那么从上式可不断推出

| F（x） | ≤ LMλ | （x － a） | ；
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| F（x） | ＝ | λ |∫
x

a
| K（x ，y） | | F（y） | dy ≤ L M２ | λ | ２ （x － a）２ ／２ ！；

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

| F（x） | ≤ LMn
（b － a）n ／n ！．

令 n → ∞ ，我们有｜F（x）｜≤ ０ ．这说明 ψ（x）＝ φ（x） ．

例 3畅1畅4 　试证明下列命题 ：

（１）设 z ＝ f （x ，y）在 D ＝ ｛（x ，y） ：a ＜ x ＜ b ，c ＜ y ＜ d｝上连续 ，X０ ＝ （x０ ，y０ ） ∈
D ，若 f′y （x ，y）在 X０ 点一个邻域上连续 ．

　 　 （i）方程
y ＝ y０ ＋∫

x

x
０

f （t ，y）d t
在 x０ 点的一个邻域上确定一个函数 y ＝ y（x） ，y（x０ ） ＝ y０ ．

　 　 （ii） 方程dy
d x ＝ f （x ，y）在点 x０ 的一个邻域上有唯一解 y（x） ：

dy（x）
d x ＝

f （x ，y（x）） ，y（x０ ） ＝ y０ ．

（２）设 f （x ，y）在 R２ 上有连续偏导数 ．

　 　 （i）若 f′x （x ，y）＋ f （x ，y） f′y （x ，y）＝ ０ ，（x ，y） ∈ R２
，则 f （x ，y） ≡ C ．

　 　 （ii） 若（１ ＋ af （x ，y）） f′x （x ，y） ＋ （１ － af （x ，y）） f′y （x ，y） ＝ ０（a ≠ ０） ，则

f （x ，y） ≡ C ．

证明 　 （１） （i）令 F（x ，y）＝ y － y０ －∫
x

x
０

f （t ，y）d t ，则有
F′y （x ，y） ＝ １ －∫

x

x
０

f′y （t ，y）d t ．
由此知当 ｜x － x０ ｜充分小时 ，有 F′y （x ，y） ＞ ０ ．再注意到 F（x０ ，y０ ） ＝ ０ ，故依隐函数

存在定理即可得证 ．

（ii）将问题化为 ：找出 δ＞ ０和在［x０ － δ ，x０ ＋ δ］上的连续函数 y ＝ y（x） ，使得

y ＝ y０ ＋∫
x

x
０

f （t ，y）d t ．
（由条件知｜f （x ，y′） － f （x ，y″）｜≤ M｜y′ － y″｜ ，故也可用迭代法解 ．）

（２） （i）由题（１）知 ，对（x０ ，y０ ） ∈ R２
，存在点（x０ ，y０ ）的邻域 U（x０ ，δ） ，使得在

此邻域上有连续可微函数 y（x） ：y（x０ ） ＝ y０ ，且 y′（x） ＝ f （x ，y（x）） ．从而对 f （x ，

y（x））求导可得
dd x f （x ，y（x））＝ f′x （x ，y（x）） ＋ f′y （x ，y（x））y′（x）

＝ f′x （x ，y（x）） ＋ f′y （x ，y（x）） f （x ，y（x）） ＝ ０ ．

这说明在［x０ － δ ，x０ ＋ δ］上有

y′（x） ＝ f （x ，y（x）） ＝ f （y０ ，y（x０ ）） ＝ f （x０ ，y０ ） ．
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即 y（x）是直线 y ＝ y０ ＋ f （x０ ，y０ ）（x － x０ ）在［x０ － δ ，x０ ＋ δ］上的一段 ．

现在考察全直线上 ．令 δ
倡 是上式成立的 δ＞ ０ 之上确界 ，若 δ

倡
＜ ＋ ∞ ，且记

x 倡
＝ x０ ＋ δ

倡
，y 倡

＝ y０ ＋ f （x０ ，y０ ）δ倡
，则由连续性推出 f （x 倡

，y 倡
） ＝ f （x０ ，y０ ） ．从

而依据上面类似的推理可知 ，存在 δ１ ＞ ０ ，使 f （x ，y） ＝ f （x０ ，y０ ） ，x ∈ ［x 倡
－ δ１ ，

x 倡
＋ δ１ ］ ．这说明上述直线在［x０ ，x０ ＋ δ

倡
＋ δ１ ］上又满足 f （x ，y）＝ f （x０ ，y０ ） ，易知

这与 δ
倡
＜ ＋ ∞矛盾 ．因此 f （x ，y）＝ f （x０ ，y０ ）在 y ＝ y０ ＋ f （x０ ，y０ ）（x － x０ ）的右半

（x ≥ ０）上成立 ，类似地可证明在左半直线上也成立 ．总之我们有 ，在整个直线上

f （x ，y）＝ f （x０ ，y０ ） ．

对于全平面的情形采用反证法 ．假定有点（ξ ，η） ∈ R２
，使得 f （ξ ，η） ≠ f （x０ ，

y０ ） ，则由上知在过点（ξ ，η）且以 f （ξ ，η）为斜率的直线上有 f （x ，y） ＝ f （ξ ，η） ．注意

到此直线与前述直线斜率不同 ，故两直线必有交点 ．而在交点处 ，f （x ，y）就要取两
个不同的值了 ，矛盾 ．证毕 ．

（ii）令 x ＝ ξ＋ η ，y ＝ ξ － η ，且令 F（ξ ，η） ＝ f （ξ＋ η ，ξ － η） ，则由 F′ξ ＝ f′x ＋ f′y ，

F′η ＝ f′x － f′y可知 F′ξ ＋ aF · F′η ＝ ０（依题设） ．现在再令 g ＝ aF ，则又有 g′ξ ＋ gg′η ＝ ０ ．

根据（i）可得 g（x ，y） ≡ C ，即 F（ξ ，η） ≡ C ．证毕 ．

例 3畅1畅5 　解答下列问题 ：

（１）设在 u＝ φ１ （x ，y ，z） ，v ＝ φ２ （x ，y ，z） ，w ＝ φ３ （x ，y ，z）中 ，视 x ，v ，w为自变

量 ．试证明 ：若抄（v ，w）
抄（y ，z） ≠ ０ ，则抄u

抄 x ＝
抄（u ，v ，w）
抄（x ，y ，z）

抄（v ，w）
抄（y ，z） ，其中 φ１ ，φ２ ，φ３ 皆可微 ．

（２）设 f ，g ∈ C（１）
（R１

） ，且 f （０）＝ ０ ，f′（０） ≠ ０ ，以及

f （x） ＝ tg（x） 　 （t ∈ R１
） ． ①

　 　 　 　 （i） 试证明存在 δ０ ＞ ０ ，使方程 ① 在 （ － δ０ ，δ０ ）上有唯一连续解 x（ t） ，

x（０） ＝ ０ ．

　 　 （ii）试求 x（t）在 t ＝ ０处的一阶 Taylor公式 ．

（３）设 f （x ，y） ，g（x ，y）在区域 D 炒 R２ 上有连续偏导数 ，且有

抄 f
抄 x

抄g
抄y －

抄 f
抄 y

抄 g
抄 x ≠ ０ ，　 （x ，y） ∈ D ．

若 D′ 炒 D是有界闭区域 ，试证明在 D′内满足 ：

f （x ，y） ＝ ０ ，　 g（x ，y） ＝ ０ ②

的点（x ，y）只有有限个 ．

解 　 （１）由题设知 ，y与 z 是 v 与 w 的函数 ，当然也是 x的函数 ．若将其代入

u＝ φ１ （x ，y ，z） ，则可得 u＝ f （x ，v ，w） ．从而有 u′y ＝ ０ ，u′z ＝ ０ ，以及

抄（u ，v ，w）
抄（x ，y ，z） ＝

u′x u′y u′z
v′x v′y v′z
w′x w′y w′z

＝ u′x
v′y v′z
w′y w′z － u′y

v′x v′z
w′x w′z ＋ u′z

v′x v′y
w′x w′y
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＝ u′x
v′y v′z
w′y w′z ＝ u′x 抄（v ，w）

抄（y ，z） ．

由此即可得证 ．

（２） （i）作函数 F（x ，t）＝ f （x） － tg（x） ，则 F是连续可微的函数 ，且有

F（０ ，０） ＝ ０ ，　
抄F（０ ，０）

抄 x ＝ f′（０） － ０ · g（０） ≠ ０ ．

从而根据隐函数存在定理 ，可知存在 δ ＞ ０ ，式 ① 在 （ － δ ，δ）上有连续可微解

x（t） ，x（０）＝ ０ ．

（ii）在公式 f［x（t）］＝ tg［x（t）］两端对 t求导 ，可知 x′（t）＝ g［x（t）］／（ f′［x（t）］ －
f［x（t）］） ．注意到 x（０）＝ ０ ，故 x（t）的一阶 Taylor展式为

x（t） ＝ x（０） ＋ x′（０）t ＝ g（０）t／ f′（０） ．

　 　 （３） （i）由条件知 ，方程组 ②存在隐函数 y ＝ y（x） ，y０ ＝ y（x０ ） ，（x０ ，y０ ） ∈ D′ ．
（ii）反证法 ．若有 X ０

n ＝ （x０n ，y０n ） ∈ D′（n ∈ N） ，在邻域 Un （X ０
n ）上有唯一的

yn （x）满足
f （x ，yn（x）） ＝ ０ ，

g（x ，yn （x）） ＝ ０ ，
　 （x ，yn ） ∈ Un （X０

n ） ，　 yn（x０n ） 车 y０n ．

　 　不妨假定（D′闭）x０n → x０ ，y０n → y０ （n → ∞ ） ，显然有

X０ ＝ （x０ ，y０ ） ∈ D′ ，　
f （x０ ，y０ ） ＝ lim

n → ∞
f （x０n ，y０n ） ＝ ０ ，

g（x０ ，y０ ） ＝ lim
n → ∞

g（x０n ，y０n ） ＝ ０ ．

再由隐函数存在定理 ，知在点 X０ 的邻域 U（X０ ）上有唯一的 y０ （x） ，使得 y０ （x０ ） ＝
y０ ，以及 f （x ，y０ ） ≡ ０（在小区间上） ．但当 n充分大时有（x０n ，y０n ） ∈ U （X０ ） ．这与唯

一性矛盾 ．

３畅２ 　逆变换存在定理

定理 3畅2畅1 　设 D 炒 Rn 是区域 ，yi ＝ f i （x１ ，x２ ，⋯ ，xn ） ∈ C（１）
（D）（ i ＝ １ ，２ ，⋯ ，n） ，P０ （x（０）１ ，

x（０）２ ，⋯ ，x（０）n ） ∈ D ，且该点的 Jacobi行列式
抄（ f１ ，f２ ，⋯ ，f n ）
抄（x１ ，x２ ，⋯ ，xn ） P０

≠ ０ ．

则存在 P０ 点邻域 U 炒 D ，和 P０ 点的像点 Q０ 的邻域 V ，使得

（１）变换 yi ＝ f i （x１ ，x２ ，⋯ ，xn ）（i＝ １ ，２ ，⋯ ，n）在 U内单叶 ；

（２）上述变换把 U映为 V ；

（３）逆变换 xi ＝ φi （y１ ，y２ ，⋯ ，yn ） ∈ C（１）
（V ）（i＝ １ ，２ ，⋯ ，n） ．

注 　对 n＝ １ ，若 f′（x） ≠ ０（x ∈ R１
） ，则在整个 R１ 上存在反函数 f － １

．对 n≥ ２ ，一般结论是局

部可逆 ．例如
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T ：
u ＝ ex siny ，

v ＝ ex cosy ，
　 R２

→ R１ 满射 ，

｜J｜＝ － e２ x ≠ ０ ，故局部有逆 ，但在 R１ 上无 ．

设 P１ ＝ （x１ ，y１ ） ，P２ ＝ （x１ ，y１ ＋ ２π） ，则 u（P１ ）＝ ex１ siny１ ＝ ex１ siny２ ＝ v（P２ ） ．

推论 1 　设 D 炒 Rn 为区域 ，变换 yi ＝ f i （x１ ，x２ ，⋯ ，xn ）（i＝ １ ，２ ，⋯ ，n） ∈ C（１）
（D） ．若在 D上

变换的 Jacobi行列式不为零 ，则 D的像集合 Ω为一区域 ．

推论 2 　设 D 炒 Rn 为区域 ，变换 Q＝ f （P）在 D上单叶 ，且 f ∈ C（１）
（D） ，Jacobi行列式

Jf （P） ≠ ０ ，

则 f （D）＝ Ω为区域 ，逆变换 P＝ f － １
（Q）在 Ω上属于 C（１）类 ，这时 ，也称 f ：D → Ω为微分同胚 ．

注 　 n＝ １时单叶条件可以省略 ；n＞ １时单叶条件不能省略 ．

例 3畅2畅1 　试证明下列命题 ：

（１）设 z ＝ f （x ，y）在区域 D 炒 R２ 上有连续二阶偏导数 ，则在（旋转）变换 u＝
xcosθ＋ ysinθ ，v ＝ － xsinθ＋ ycosθ下 ，表达式 f″x x ＋ f″y y不变 ．

（２）设 f （x ，y）在 R２ 上有连续二阶偏导数 ，X０ ＝ （x０ ，y０ ）是 f （x ，y）的（非退

化）临界点 ．即 f′x （x０ ，y０ ） ＝ ０ ＝ f′y （x０ ，y０ ） ．又矩阵

抄 f （x０ ，y０ ）
抄 x ＝ ０ ，

抄 f （x０ ，y０ ）
抄 y ＝ ０ ，

　 T ＝

抄
２ f （x０ ，y０ ）

抄 x２
抄
２ f （x０ ，y０ ）
抄 x抄 y

抄
２ f （x０ ，y０ ）
抄 x抄 y

抄
２ f （x０ ，y０ ）

抄 y２
≠ ０ ，

则存在点 X０ 的邻域 U（X０ ） ，f （x ，y）在 U（X０ ）中除点 X０ 外再无其它临界点 ．

（３）设 u（x ，y） ，v（x ，y）是 R２ 上连续可微函数 ，且有抄u
抄 x ≠ ０ ，

抄u
抄 y ≠ ０ ，梯度向量

蜒u与蜒v 是线性无关的 ．则对给定的点 X０ ＝ （x０ ，y０ ） ∈ R２
，必存在 F∈ C（１）

（R１
） ，使

得 v（x ，y）＝ F［u（x ，y）］ ．

（４）设 T是从 R２ 到 R２ 的连续可微映射 ：

X ＝ （x ，y） ∈ R２
，　

u ＝ φ（x ，y）
v ＝ ψ（x ，y） ，

　 T（x ，y） ＝ （u ，v） ∈ R２
，

且有
φ′x φ′y

ψ′x ψ′y
≠ ０（（x ，y） ∈ R２

） ．若对 R２ 中任一有界闭集 K ，T － １
（K）也是有界闭

集 ，则 T是满映射 ．

证明 　 （１）注意到 Jacobi行列式抄（u ，v）
抄（x ，y） ≠ ０ ，故存在逆变换 ：x ＝ φ（u ，v） ，y ＝

ψ（u ，v） ，使得通过变量 u ，v f 转为 x ，y的函数 ．从而有

f′x ＝ f′u u′x ＋ f′v v′x ＝ f′ucosθ － f′v sinθ ，
f″x x ＝ f″uucos２ θ － ２ f″uv sinθcosθ ＋ f″v v sin２

θ ；

f′y ＝ f′u sinθ ＋ f′v cosθ ，　 f″y y ＝ f″uu sin２
θ ＋ ２ f″uv sinθ· cosθ ＋ f″v v cos２ θ ．
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由此即知 f″x x ＋ f″y y ＝ f″uu ＋ f″v v ．

（２）考察函数 F（x ，y） ＝ 抄 f （x ，y）
抄 x

２

＋
抄 f （x ，y）

抄 y

２

．易知 F（x０ ，y０ ） ＝ ０ ，且

F（x ，y）有连续一阶偏导数 ．由题设以及反函数存在定理可知 ，F ：R２
→ R１ 是一个局

部同胚满映射 ，即存在点 X０ ＝ （x０ ，y０ ）的邻域 U（X０ ）以及（ － δ ，δ） ，F是 U （X０ ）到

（ － δ ，δ）的一个单射 ．证毕 ．

（３）考察映射 T ：R２
→ R２ 即

T（x ，y） ＝ （u（x ，y） ，v（x ，y）） ，　 （x ，y） ∈ R２
，

由于蜒u ＝ （u′x ，u′y ）与 蜒v ＝ （ v′x ，v′y ）线性无关 ，且有 蜒u ≠ （０ ，０ ） ，故知矩阵

u′x u′y
v′x v′y

的秩为 １ ．因此 ，对 X０ ＝ （x０ ，y０ ） ∈ R２
，存在邻域 U ＝ U（X０ ）与开集 G ，以

及微分同胚映射 S ：G → U ，又有 g ∈ C（１）
（R１

） ：g（x）＝ （g１ （x） ，g２ （x）） ，使得

T（S（x ，y）） ＝ g（x） ，　 （x ，y） ∈ G ．

由此知 g′１ （x） ≠ ０ ，根据反函数定理 ，g１ （x）局部可逆 ．不妨认定它可逆（U ，G作些
收缩） ，即得

g－１

１ ［u（s（x ，y））］ ＝ x 　 或 　 g２ ｛g－１

１ ［u（s（x ，y））］｝ ＝ v［s（x ，y）］ ，（x ，y） ∈ G ．

　 　因为 S是从 G 到整个 U 上的微分同胚 ．所以我们有

g２ ［g－１

１ （u（x ，y））］ ＝ v（x ，y） ，　 （x ，y） ∈ U ．

这说明 F＝ g２ （g － １

１ ）满足要求 ．

（４）由于 T（R２
）是 R２ 中的连通集 ，故只需指出 T（R２

）同时是开集和闭集 ．

（i）对任一点 X ＝ （x ，y） ∈ R２
，记W ＝ T（X） ∈ T（R２

） ，则由逆映射定理可知 ，存

在点 X与W 的邻域 U （X）与 U （W） ，使得 T ：U （X） → U （W）是同胚映射 ．从而

T（R２
）是开集 ．

（ii）设｛Wn｝ 炒 T（R２
）是收敛列 ，且Wn →W（n → ∞ ） ，以及Wn ＝ T（Xn ） ．因为点

集 K ＝ ｛Wn ｝ ∪ ｛W｝是有界闭集 ，所以 T － １
（K ）也是有界闭集 ．由于｛Xn ｝ 炒

T － １
（K） ，故 T － １

（K）包含一个收敛子列 ：Xnk → X ∈ R２
（k → ∞ ） ．根据 T 的连续性 ，

我们有 T（Xnk ） → T（X）（k → ∞ ） ．再注意到Wnk →W（k → ∞ ） ，即得 T（X） ＝ W ．这说

明 T（R２
）是闭集 ．

例 3畅2畅2 　试证明下列命题 ：

（１）设 k ≠ ０ ，φ（y）是 R１ 上周期为 T的可微函数 ，且有｜φ′（y）｜＜ ｜k｜ ．若 φ（y）
是由方程 x ＝ ky ＋ φ（y）所确定的隐函数 ，则存在周期为｜k｜T的函数 ψ（x） ，使得

y ＝ x／k ＋ ψ（x） ．

　 　 （２）设 f （x ，y）有二阶连续偏导数 ，以及映射 T ：（x ，y） ∈ R２
→ （u ，v） ＝ （ f′x （x ，

y） ，f′y （x ，y）） ∈ R２
．若有 f″x x （x ，y） f ″y y （x ，y） － （ f″x y （x ，y））２ ≠ ０ ，则存在唯一的逆

映射 T － １
：（u ，v） → （x ，y） ，且可表示为
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x ＝ g′u （u ，v） ，　 y ＝ g′v （u ，v） ．

　 　 （３）设 P（x）是 n次多项式 ，作从 R２ 到 R２ 的映射 ：

T（X） ＝ T（x ，y） ＝ （P（x ＋ y） ，P（x － y）） ，　 （x ，y） ∈ R２
，

则 T的 Jacobi矩阵在 R２ 的一个稠密开子集的点上是可逆的 ．

（４）视实二阶矩阵 X ＝
a b
c d 为 R４ 中的向量 X ＝ （a ，b ，c ，d） ，全体记为 R４

，

作从 R４ 到 R４ 的映射 T ：

T（X） ＝ X２
＝ X · X 　 X ＝

a b
c d ，

则 T在点 X ０ ＝
１ ０

０ １
附近存在逆映射 ．

证明 　 （１）对 x０ ∈ R１
，作映射 A ：A y ＝ x／k － φ（y）／k（y ∈ R１

） ，且令

ρ（Ay ，Az ） ＝ max
－ ∞ ＜ x ＜ ∞

｛ | Ay － Az |｝ ，　 － ∞ ＜ y ，z ＜ ∞ ，

则根据微分中值公式可知

ρ（Ay ，Az ）＝ max
－ ∞ ＜ x ＜ ∞

φ（z） － φ（y）
k ＝ max

－ ∞ ＜ x ＜ ∞

| φ′（ξ） |
| k | | y － z |

≤ max
－ ∞ ＜ x ＜ ∞

| φ′（z） |
| k | max

－ ∞ ＜ x ＜ ∞
| y － z | ，　 ξ位于 y 与 z 之间 ．

注意到｜φ′（y）｜＜ ｜k｜ ，故 ０ ＜ θ＝ max
－ ∞ ＜ ξ ＜ ∞

｛｜φ′（ξ）／k｜｝ ＜ １ ．从而得

ρ（Ay ，Az ） ≤ θ | y － z | ，　 ０ ＜ θ ＜ １ ．

这说明 A 是压缩映射 ，存在唯一不动点 y ：y ＝ A y（即 x ＝ ky ＋ φ（y）） ．现在设

y１ ＝ x／k － φ（０） ，　 yn ＝ x／k － φ（yn －１ ）／k 　 （n ＝ ２ ，３ ，⋯ ） ，

且令 n → ∞ ，则得

y ＝
x
k t ψ（x） ，　 ψ（x） ＝ －

１
k lim

n → ∞
φ（yn －１ （x）） ．

　 　下面指出 ：ψ（x ＋ ｜k｜T） － ψ（x）＝ ０ ．

（i） φ（yn － １ （x））是以 ｜k ｜T 为周期的 ，这可用归纳法证明 ：对 n ＝ ２ ，注意到

φ（x ± T）＝ φ（y） ，故有

φ（y１ （x ＋ k T ）） ＝ φ
x ＋ k T

k －
φ（０）

k ＝ φ（y１ （x） ＋ Tsgn（k）） ＝ φ（y１ （x）） ．

现在假定 φ（yn － １ （x））以｜k｜T为周期 ，则由

φ（yn （x ＋ | k | T））＝ φ
x ＋ | k | T

k －
１
k φ（yn －１ （x ＋ | k | T））

＝ φ
x
k －

１
k φ（yn －１ （x）） ＋ T · sgn（k）

＝ φ（yn （x）） ＋ T · sgn（k） ＝ φ（yn （x）） ．
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　 　 （ii）我们在等式
ψ（x ＋ | k | T） － ψ（x） ＝ ψ（x ＋ | k | T） ＋

１
k φ（yn －１ （x ＋ | k | T））

＋ －
１
k φ（yn －１ （x）） － ψ（x）

中令 n → ∞ ，则得 ψ（x ＋ ｜k｜T） － ψ（x） ≡ ０ ．

（２）令 F（u ，v ，x ，y）＝ u － f′x （x ，y） ＝ ０ ，G（u ，v ，x ，y） ＝ v － f′y （x ，y） ＝ ０ ，则有

F′x ＝ － f″x x ，F′y ＝ － f′x y ，G′x ＝ － f″y x ，G′y ＝ － f″y y ．从而由题设知

抄（F ，G）
抄（x ，y） ＝ f″x x f ″y y － （ f″x y ）２ ≠ ０ ．

即存在唯一的逆映射 x ＝ φ（u ，v） ，y ＝ ψ（u ，v） ．注意到

φ（u ，v）du ＋ ψ（u ，v）dv ＝ xdu ＋ ydv
＝ x（ f″x x dx ＋ f″x y dy） ＋ y（ f″y x d x ＋ f″y y dy）
＝ （x f ″x x ＋ y f ″y x ）d x ＋ （x f ″x y ＋ y f ″y y ）dy
＝ （x f′x ＋ y f′y － f ）′x d x ＋ （x f′x ＋ y f′y － f ）′y dy ，

故设 g（x ，y）＝ x f′x （x ，y）＋ y f′y （x ，y） － f （x ，y）时 ，就有逆变换表达式

x ＝ g′u （u ，v） ，

y ＝ g′v （u ，v） ，
　 dg ＝ φ（u ，v）du ＋ ψ（u ，v）dv ．

　 　 （３）注意到 T的 Jacobi行列式 J为

J（x ，y） ＝
P′（x ＋ y） P′（x ＋ y）
P′（x － y） － P′（x － y） ＝ － ２ P′（x ＋ y） · P′（x － y） ，

故知 J ≠ ０当且仅当 P′（x ＋ y）P′（x － y） ≠ ０ ．因为 P′（x）不恒等于 ０ ，所以 P（x）只
有有限个零点 ：λ１ ，λ２ ，⋯ ，λm ．此时 ，点集 E＝ ｛（x ，y） ：J（x ，y）＝ ０｝是有限多条直线 ：

x ＋ y ＝ λk ；　 x － y ＝ λk 　 （k ＝ １ ，２ ，⋯ ，m）
之并集 ．易知 ，E是 R２ 中无处稠密（珚E无内点）的闭集 ，从而点集｛（x ，y） ：J（x ，y） ≠
０｝是 R２ 中的稠密开集 ．

（４）定义从 R４ 到 R４ 的映射 T′ ：

T′（x ，y ，z ，w） ＝ （x２ ＋ yz ，y（x ＋ w） ，z（x ＋ w） ，zy ＋ w２
） ，

则由等式

x y
z w

x y
z w ＝

x２ ＋ yz y（x ＋ w）
z（x ＋ w） zy ＋ w２

可知 ，映射 T′对应着原映射 T ．由于 T′的 Jacobi行列式在点（１ ，０ ，０ ，１）处的值是

２
４
，故 T′在点（１ ，０ ，０ ，１）之附近是可逆的 ．

例 3畅2畅3 　试证明下列命题 ：

（１）设 D ＝ ｛（x ，y） ：x ＞ y｝ 炒 R２
，作映射 T ：
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T ：（x ，y ∈ D） → （u ，v） ＝ （x ＋ y ，x２ ＋ y２ ） ∈ R２
．

　 　 　 　 （i） T是局部一一映射 ．

　 　 （ii）求 T的值域 ，并证明 T是全域一一映射 ．

（２）设 f ∈ C（１）
（R１

） ，作从 R２
→ R２ 的映射 T ：

u ＝ u（x ，y） ＝ f （x） ，

v ＝ v（x ，y） ＝ － y ＋ x f （x） ，
　 （x ，y） ∈ R２

．

若有 x０ ∈ R１
，f′（x０ ） ≠ ０ ，则映射 T在点（x０ ，y０ ）的一个邻域上是可逆的 ，且有表示

x ＝ g（u） ，　 y ＝ － v ＋ ug（u） ．

　 　 （３） 设 f （x ，y）在 R２ 上连续可微 ，则存在连续双射 g ：［０ ，１］ → R２
，使得

f ［g（x）］ ≡ C ．

证明 　 （１） （i）易知 T的 Jacobi行列式为
J ＝

抄（u ，v）
抄（x ，y） ＝

１ ２ x
１ ２ y

＝ ２ x － ２ y ≠ ０ ，　 （x ，y） ∈ D ．

　 　 （ii）考察函数 u＝ f （x ，y） ＝ x ＋ y ，其中 x２ ＋ y２ ＝ v ，则由 x２ ＋ y２ ≥ ２ xy ，可知

（x ＋ y）２ ＝ v ＋ ２ xy ≤ ２ v ．从而得 － ２v ≤ x ＋ y ≤ ２v ，（x ，y） ∈ D ．

　 　因此 ，T的值域为 R（T）＝ ｛（u ，v） ：v ＞ ０ ，－ ２v ≤ u≤ ２v｝ ．

　 　设（u ，v） ∈ R（T） ，在 xOy平面上 ，u＝ x ＋ y是斜率为 １的直线方程 ，它与圆周

x２ ＋ y２ ＝ v相交 ，且确实在 D内相交 ，这说明 T是全域单射 ．

（２）对 y０ ∈ R１
，易知在点（x０ ，y０ ）处 T的 Jacobi行列式为 － f′（x０ ） ，故根据逆

映射定理 ，可知 T 在点（x０ ，y０ ）的某个邻域上是可逆的 ．又由题设知 ，f （x）在点
x ＝ x０ 的某个邻域上也有逆 ，记为 g ．从而在点（x０ ，y０ ）的充分小邻域上 ，可解得

F（x ，y）＝ （ f （x） ，－ y ＋ x f （x））的逆 F － １之每个分量为 g（u）＝ g［ f （x）］＝ x ，以及

y ＝ － v ＋ x f （x） ＝ － v ＋ g（u） f ［g（u）］ ＝ － v ＋ ug（u） ．

　 　 （３）不妨假定 f 不是常数函数 ，而存在 X０ ＝ （x０ ，y０ ） ∈ R２
，使得蜒f （x０ ，y０ ） ＝

（ f′x （x０ ，y０ ） ，f′y （x０ ，y０ ）） ≠ （０ ，０） ．从而又不妨假定 f′x （x０ ，y０ ） ≠ ０（否则旋转坐标

轴） ，且记 f （x０ ，y０ ） ＝ a ，并考察映射
F ：R２

→ R２
，　 F（x ，y） ＝ （ f （x ，y） ，y） ．

由于 F的 Jacobi行列式在点（x０ ，y０ ）处不为 ０ ，故根据逆映射定理 ，可知 F是局部
可逆的 ．即存在点（a ，y０ ）的邻域上的映射 T ，以及包含 y０ 的 I０ ＝ ［y０ － δ０ ，y０ ＋ δ０ ］

（δ０ ＞ ０） ，使得 F［T（a ，y０ ）］＝ （a ，y）（y ∈ I０ ） ．令 λ（t）是从［０ ，１］到 I０ 的双射 ，那么

g（t）＝ T（a ，λ（t））（０ ≤ t ≤ １）就满足命题要求 ．

３畅３ 　函数相关性（以二元函数为例）

定理 3畅3畅1 　设 u＝ f （x ，y） ，v ＝ g（x ，y）在区域 D上有连续偏导数 ，则 u与 v 之间有函数关
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系的充分必要条件是抄（u ，v）
抄（x ，y） ＝ ０（（x ，y） ∈ D） ．

例 3畅3畅1 　试证明下列命题 ：

（１）设 u＝ f （x ，y） ，v ＝ g（x ，y）在区域 D 炒 R２ 上有连续偏导数 ，则 u与 v 之间

有函数关系当且仅当 J ＝ 抄（u ，v）
抄（x ，y） ＝ ０ ．

（２） （i） u＝ x２ － y２ 与 v ＝ ２ xy之间无函数关系 ．

　 　 （ii） u＝ x ＋ y ＋ z ，v ＝ xy ＋ y z ＋ z x ，w ＝ x２ ＋ y２ ＋ z２ 之间有函数关系 ．

　 　 （iii） u＝ ln x ＋ lny与 v ＝ cos（xy）相关 ．

　 　 （iv） u＝ arctan x ＋ y
１ － xy与 v ＝ arcsin ２（x ＋ y）（１ － xy）

（１ ＋ x２ ）（１ ＋ y２ ）
相关 ．

证明 　 （１） 必要性 ．假定 u ，v 满足 F（u ，v） ＝ ０ ，则由 F（u ，v） ＝ F［ f （x ，y） ，

g（x ，y）］可知
F′u· f′x ＋ F′v g′x ＝ ０ ，　 F′u f′y ＋ F′v g′y ＝ ０ ．

注意到 F′u ，F′v不同时为 ０ ，故上述方程组存在非零解 ，从而有 J ＝ 抄（u ，v）
抄（x ，y） ＝ ０ ．

充分性 ．若 u′x ，u′y ，v′x ，v′y全为 ０ ，则 u ，v是常数 ，从而有关系 u＝ cv ．若上述四个

值有一个非 ０ ，例如是 v′y ≠ ０ ，则由隐函数存在定理 ，可从 v ＝ g（x ，y）可确定函数
y ＝ ψ（x ，v） ．代入 u＝ f （x ，y）可得 u＝ f （x ，ψ（x ，v）） ，记为 F（x ，v） ．

因此 ，我们有

０ ＝ J ＝
ux uy

vx v y ＝
F′x ＋ F′v v′x F′v v′y

v′x v′y ＝ F′x v′y ．

由此知 F′x ＝ ０ ．这说明 F不是 x 的函数 ，即 u＝ F（v） ．

（２） （i）注意 J ＝ ２ x － ２ y
２ y ２ x ＝ ４（x２ ＋ y２ ） ≠ ０ ．

（ii）注意 ，其 Jacobi行列式为

J ＝

１ １ １

y ＋ z z ＋ x x ＋ y
２ x ２ y ２ z

＝ ０ 　 （u２ － ２ v － w ＝ ０） ．

　 　 （iii）注意 J ＝ １／x １／y
－ ysin（x y） － xsin（xy） ＝ － sin（x y） １／x １／y

y x ＝ ０ ．实际

上 ，以 xy ＝ eu 代入 ，可得 v ＝ coseu ．

（iv）求偏导数 ，可得

u′x ＝ １

１ ＋ x２ ，　 　 u′y ＝ １

１ ＋ y２ ，

v′x ＝ ２

（１ ＋ x２ ）２ （１ ＋ y２ ）２ － ４（x ＋ y）２ （１ － xy）２
１ － ４ xy － x２ － y２ ＋ x２ y２

１ ＋ x２ ，
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v′y ＝ ２

（１ ＋ x２ ）２ （１ ＋ y２ ）２ － ４（x ＋ y）２ （１ － xy）２
１ － ４ xy － x２ － y２ ＋ x２ y２

１ ＋ y２
，

J ＝
２（１ － ４ xy － x２ － y２ ＋ x２ y２ ）

（１ ＋ x２ ）２ （１ ＋ y２ ）２ － ４（x ＋ y）２ （１ － xy）２
·

１

１ ＋ x２
１

１ ＋ y２

１

１ ＋ x２
１

１ ＋ y２
＝ ０ ．

即 sin２u＝ sinv ．
例 3畅3畅2 　解答下列问题 ：

（１）设 u＝ f （x ，y）在 R２ 上是可微函数 ．

　 　 （i）试求 u只是 x２
＋ y２ 的函数的条件 ．

　 　 （ii）试求 u只是 y ／x的函数的条件 ．

　 　 （iii）试求 u只是 ax ＋ by（ab ≠ ０）的函数的条件 ．

（２）设 u＝ F（x ，y ，z ，t） ，其中 x ，y ，z ，t满足
φ（y ，z ，t） ＝ ０ ，　 ψ（z ，t） ＝ ０ ，

且 F ，φ ，ψ皆可微 ．试求存在 u＝ u（x ，y）的条件 ．

（３）设方程组
x ＝ f （u ，v） ，

y ＝ g（u ，v）
确定出

u＝ φ（x ，y） ，

v ＝ ψ（x ，y） ，
其中 f ，g皆可微 ．若有 f′u ·

φ′x ＝ １ ，则 x只是 u的函数或 y 只是 v 的函数 ．

解 　 （１） （i）令 v ＝ x２ ＋ y２ ，则 u是 v 相关的条件为

０ ＝ J ＝
抄（u ，v）
抄（x ，y） ＝

f′x f′y
２ x ２y

＝ ０ ，　 y f′x － x f′y ＝ ０ ．

　 　 （ii）令 v ＝ y／x ，则 u与相关的条件为

０ ＝ J ＝
抄（u ，v）
抄（x ，y） ＝

f′x f′y
－ y／x２ １／x ＝ ０ ，　 x f′x ＋ y f′y ＝ ０ ．

　 　 （iii）令 v ＝ ax ＋ by ，则条件为

０ ＝ J ＝
f′x f′y
a b ＝ bf′x － af′y ．

　 　 （２）假定 ψ′t ≠ ０ ，则有函数 t ＝ t（z） ．代入 φ ，且令 Φ（y ，z） ＝ φ（y ，z ，t（ z）） ，若

Φ′z ≠ ０ ，即 φ′z ＋ φ′t · t′（z） ≠ ０ ，则又存在函数 z ＝ z（y） ．从而得 t＝ t［z（y）］ ，可导出

u ＝ F（x ，y ，z（y） ，t［z（y）］） ＝ u（x ，y） ．

　 　综合以上推理 ，所要条件为

０ ≠ φ′z ＋ φ′t t′（z） ＝ φ′z ＋ φ′t （－ ψ′z ／ψ′t ） ，　
抄（φ ，ψ）

抄（z ，t） ≠ ０ ．

　 　 （３）在式 x ＝ f （u ，v）两边对 x求导 ，可得

１ ＝ f′u u′x ＋ f′v v′x ＝ f′uφ′x ＋ f′v ψ′x ＝ １ ＋ f′v ψ′x ．
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故知 f′v ψ′x ＝ ０ ，从而我们有

（i）若 f′v ＝ ０ ，则 x只是 u的函数 ；

（ii）若 ψ′x ＝ ０ ，则 v只是 y 的函数 ．即 y只是 v 的函数 ．

例 3畅3畅3 　试证明下列命题 ：

（１） 设 f ∈ C（R１
） ．若积分∫

b

a
f （ x）d x （任意的 a ＜ b）只是 b／a的函数 ，则

f （x）＝ k／x ．

（２）设 f k ∈ C（［a ，b］）（k ＝ １ ，２ ，⋯ ，n） ，则 f１ ，f２ ，⋯ ，f n 线性无关当且仅当

det（ai j ） ≠ ０ ，　 　 ai j ＝ ∫
b

a
f i （x） f j （x）d x 　 （i ，j ＝ １ ，２ ，⋯ ，n） ．

　 　证明 　 （１） 令 u ＝ g（a ，b） ＝ ∫
b

a
f （x）d x（即 u ＝ φ（b／a）） ，又令 v ＝ h（a ，b） ＝

b／a ，则 u与 v 相关之条件为

０ ＝ J ＝
g′a g′b

－ b／a２ １／a
，　 ag′a ＋ bg′b ＝ ０ ．

因为 f 连续 ，所以有 g′a ＝ － f （a） ，g′b ＝ f （b） ．从而上式为

－ af （a） ＋ bf （b） ＝ ０ ，　 af （a） ＝ bf （b） ．

注意到 a ，b的任意性 ，可得 x f （x）＝ k（常数） ．

（２）由题设可假定

λ１ f１ （x） ＋ λ２ f２ （x） ＋ ⋯ ＋ λn f n （x） ＝ ０ ，　 x ∈ ［a ，b］ ．

用 f i （x）乘上式两端 ，且在［a ，b］上作积分 ，可得方程组

λ１ a１１ ＋ λ２ a２１ ＋ ⋯ ＋ λn an１ ＝ ０ ，

λ１ a２１ ＋ λ２ a２２ ＋ ⋯ ＋ λn an２ ＝ ０ ，

　 　 　 　 ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

λ１ an１ ＋ λ２ an２ ＋ ⋯ ＋ λn ann ＝ ０

有非零解当且仅当 det（ai j ）＝ ０ ，即｛ f j ｝ j ＝ １ ，２ ，⋯ ，n相关 ．而无关当且仅当 det（ai j ） ≠ ０ ．
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第 4章 　一般极值与条件极值

４畅１ 　一般极值问题

求多元函数在其定义域上的最大值或最小值问题 ，称为一般极值问题（以二元函数为例） ．

定义 4畅1畅1 　设 f （x ，y）在区域 D上定义 ，（x０ ，y０ ） ∈ D ，若存在邻域 U ＝ Uδ （（x０ ，y０ ）） 炒 D ，

使对一切（x ，y） ∈ U ，有

f （x０ ，y０ ） ≥ f （x ，y） 　 （ f（x０ ，y０ ） ≤ f （x ，y））
成立 ，就说 f（x ，y）在（x０ ，y０ ）点达到极大（小）值 ，（x０ ，y０ ）称为函数的极大（小）点 ．极大点与极

小点统称为极值点 ，极大值与极小值统称为极值 ．

若对任给 δ＞ ０ ，邻域 Uδ （（x０ ，y０ ））中总存在两点（x１ ，y１ ）和（x２ ，y２ ） ，使得

f （x１ ，y１ ） ＞ f （x０ ，y０ ） ，　 f（x２ ，y２ ） ＜ f （x０ ，y０ ） ，

则称（x０ ，y０ ）为函数 f 的鞍点 ．

定理 4畅1畅1 　设 f （x ，y）在（x０ ，y０ ）点取极值 ，且函数在该点可微 ，则

f′x （x０ ，y０ ） ＝ ０ ，　 f′y （x０ ，y０ ） ＝ ０ ；　 或 　 d f （x０ ，y０ ） ＝ ０ ．

　 　定义 4畅1畅2 　若函数 f （x ，y）在点（x０ ，y０ ）处满足
f′x （x０ ，y０ ） ＝ ０ ，　 f′y （x０ ，y０ ） ＝ ０ ，

则称点（x０ ，y０ ）为 f （x ，y）的临界点（平稳点或稳定点） ．

若（x０ ，y０ ）为 f（x ，y）的临界点 ，则曲面 z ＝ f （x ，y）在点（x０ ，y０ ，z０ ＝ f （x０ ，y０ ））处的切平面
是水平的 ．

注 　若函数 z ＝ f （x ，y）在极值点处可微 ，则极值点必是临界点 ；反之 ，临界点不一定是极值

点 ．例如点（０ ，０）是函数 z ＝ xy的临界点 ，也是鞍点 ．

定义 4畅1畅3 　设 f （X）＝ f （x１ ，x２ ，⋯ ，xn ）在 X０ ＝ （x（０）１ ，x（０）２ ，⋯ ，x（０）n ）点的邻域内属于C（２）

类 ，X０ 点是函数 f （X）的临界点 ：f′（X０ ） ＝ 0 ．记 H f （X０ ）为函数 f 在 X０ 点的 Hesse矩阵 ，若其行

列式 det H f （X０ ） ≠ ０ ，则称 X０ 是函数非退化的临界点 ．

定理 4畅1畅2 　设 X０ 是函数 f（X）非退化的临界点 ，这时矩阵 Hf （X０ ）或正定 ，或负定 ，或不定 ．

（１）若 H f （X０ ）是正定的 ，则 f （X）在 X０ 点取极小值 ，或临界点 X０ 是极小点 ；

（２）若 H f （X０ ）是负定的 ，则 f （X）在 X０ 点取极大值 ，或临界点 X０ 是极大点 ；

（３）若 H f （X０ ）是不定的 ，则 f （X）在 X０ 点无极值 ，或临界点 X０ 是鞍点 ．

为了采用矩阵 H f （X０ ）的主子行列式来判别 H f （X０ ）是正定 、负定 、不定的条件 ，记

Δk （x０ ） ＝

抄
２ f （X０ ）

抄 x２１ ⋯
抄
２ f （X０ ）

抄 x１ 抄 xk
… …

抄
２ f （X０ ）

抄 xk抄 x１
⋯

抄
２ f （X０ ）

抄 x２k

　 （k ＝ １ ，２ ，⋯ ，n） ．



　 　推论 1 　设 X０ 是 f（X）非退化的临界点 ．

（１）若 Δk （X０ ）＞ ０（k ＝ １ ，２ ，⋯ ，n） ，则 f （X）在 X０ 点取极小值 ；

（２）若（ － １）
k
Δk （X０ ）＞ ０（k＝ １ ，２ ，⋯ ，n） ，则 f （X）在 X０ 点取极大值 ；

（３）若存在一偶数 k（１ ＜ k ≤ n） ，使 Δk （X０ ） ≤ ０ ，或存在两个不同奇数 i ，j（１ ≤ i ，j ≤ n） ，使

Δi （X０ ）Δ j （X０ ） ≤ ０ ，则 f（X０ ）在 X０ 点无极值 ．

当 n＝ ２时 ，由推论 １导出下面推论 ．

推论 2 　设（x０ ，y０ ）是二元函数 f （x ，y）的非退化临界点 ，记

A ＝ f″x x （x０ ，y０ ） ，　 B ＝ f″x y （x０ ，y０ ） ，　 C ＝ f″y y （x０ ，y０ ） ．

（１）若 A ＞ ０ ，AC － B２
＞ ０ ，则函数 f 在（x０ ，y０ ）点取极小值 ；

（２）若 A ＜ ０ ，AC － B２
＞ ０ ，则函数 f 在（x０ ，y０ ）点取极大值 ；

（３）若 AC － B２
＜ ０ ，则函数 f 在（x０ ，y０ ）点无极值 ．

定理 4畅1畅3 　设 y ＝ y（x）是方程 f （x ，y）＝ ０确定的函数 ．若 f （x０ ，y０ ） ＝ ０ ，f′x （x０ ，y０ ） ＝ ０ ．

则当 － f″x x ／ f′y ＞ ０时 ，y０ ＝ y（x０ ）是极小值 ；当 － f″x x ／ f′y ＜ ０时 ，y０ ＝ y（x０ ）是极大值 ．

注 1 　对 f（x ，y）＝ x２ ＋ y４ ，有 f′x （０ ，０）＝ ０ ＝ f′y （０ ，０） ，f （０ ，０） ＝ ０ ．因为 Δ２ （X）｜X ＝ （０ ，０） ＝ ０ ，

所以不能用上述定理判定其极值情况 ．但由于 f （x ，y） ≥ ０ ，故点（０ ，０）是 f 的极小值点 ．

注 2 　函数 z ＝ （１ ＋ ey ）cos x － yey 有无穷多个极大值 ，但没有极小值 ．理由如下 ：由方程组

抄 z
抄 x ＝ － （１ ＋ ey ）sin x ＝ ０ ，　

抄 z
抄 y ＝ ey （cos x － １ － y） ＝ ０

可解出 x ＝ kπ ，y ＝ （ － １）
k
－ １（k＝ ０ ，± １ ，± ２ ，⋯ ） ．又因为

抄
２ z

抄 x２ ＝ － （１ ＋ ey ）cos x ，　
抄
２ z

抄 x抄 y ＝ － ey sinx ，　
抄
２ z

抄 y２ ＝ ey （cos x － ２ － y） ，

所以在点（２mπ ，０）（m＝ ０ ，± １ ，⋯ ）处 ，可知

A ＝ － ２ ，　 B ＝ ０ ，　 C ＝ － １ ；　 AC － B２
＝ ２ ＞ ０ ．

这说｛（２mπ ，０）｝是极大值点列 ．

而对于点列（（２m＋ １）π ，－ ２）（m＝ ０ ，± １ ，⋯ ） ，由于

A ＝ １ ＋ e－２
，　 B ＝ ０ ，　 C ＝ － e－２

；　 AC － B２
＜ ０ ，

故该点列均非极值点 ．

注 3 　函数 f （x ，y）＝ （y － x２ ）（y － ２ x２ ）在过原点（０ ，０）的任一直线 l上 ，f （０ ，０）取到极小

值 ，但点（０ ，０）不是 f （x ，y）的极值点 ．理由如下 ：

（i）由 f（０ ，y）＝ y２ ，f （x ，０）＝ ２ x４ 可知 ，在坐标轴上 f （０ ，０）是极小值 ；对于 y ＝ kx（k ≠ ０） ，

我们有 f（x ，kx）＝ x２ （k － x）（k － ２ x） ，故知 f （x ，kx） ≥ f （０ ，０）＝ ０（｜x｜＜ ｜k｜／２） ．

（ii）注意 f （x ，x）＞ ０（０ ＜ x ＜ １／２） ，f （x ，３ x２ ／２）＜ ０（x ≠ ０） ，故点（０ ，０）非 f 之极值点 ．

例 4畅1畅1 　解答下列问题 ：

（１）试求 z（x ，y）＝ x２ y３ （６ － x － y）之极值 ．

（２）试求 f （x ，y）＝ x４ ＋ y４ － ２ x２ ＋ ４ x y － ２ y２ 之极值 ．

解 　 （１）解偏导数形成的方程组

z′x ＝ xy３
（１２ － ３ x － ２ y） ＝ ０ ，　 z′y ＝ x２ y２ （１８ － ３ x － ４ y） ＝ ０ ，

得解（稳定点） ：X１ ＝ （２ ，３） ，X２ ＝ （０ ，y） ，X３ ＝ （x ，０） ．
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为检查充分条件 ，再求二阶偏导数 ：

z″x x ＝ １２ y３ － ６ xy３
－ ２ y４ ，　 z″x y ＝ ３６ xy２

－ ９ x２ y２ － ８ xy３
，

z″y y ＝ ３６ x２ y － ６ x３ y － １２ x２ y２ ．

（i）在 X１ 点处 ：因为 z″x x （X１ ） ＝ － １６２ ，z″x y （X１ ） ＝ － １０８ ，z″y y （X１ ） ＝ － １４４ ，所

以 AC － B２
＝ １４４ × １６２ － （１０８）

２
＞ ０ ．X１ 是极大值点 ，极大值为 z（２ ，３）＝ １０８ ．

（ii）在点 X２ 与 X３ 处 ：由于此时有 AC － B２
＝ ０ ，故判别法则失效 ．但由等式

Δ z（０ ，y）＝ z（Δ x ，y ＋ Δ y） － z（０ ，y） ＝ （Δ x）２ （y ＋ Δ y）３ （６ － Δ x － y － Δ y）
＝ （Δ x）２ （y ＋ Δ y）２ ［（６ － Δ x）（y ＋ Δ y） － （y ＋ Δ y）２ ］

可知 ，在 Δ x ，Δ y充分小时 ，有

Δ z（０ ，y）
≤ ０ ， － ∞ ＜ y ＜ ０或 ６ ＜ y ＜ ＋ ∞ ，

≥ ０ ， ０ ＜ y ＜ ６ ．

从而我们可得结论 ：

在 － ∞ ＜ y ＜ ０与 ６ ＜ y ＜ ＋ ∞时 ，z（x ，y）在点 X２ 处达极大值 ；在 ０ ＜ y ＜ ６时 ，

z（x ，y）在点 X２ 处达极小值 ；而在点（０ ，０）与（０ ，６）处 ，由于变量 y通过 y ＝ ０与 y ＝
６时 Δ z（０ ，y）要改变符号 ，故 z（x ，y）无极值 ．

再看点 X３ 处 ：由于 z（x ，０）＝ ０ ，故还需考察改变量

Δ z（x ，０） ＝ z（x ＋ Δ x ，Δ y） － z（x ，０） ＝ （x ＋ Δ x）２ Δ y２ Δ y（６ － x － Δ x － Δ y） ．

易知对充分小的 Δ x ，Δ y ，且 x ＋ Δ x ≠ ０ ，６ － x － Δ x － Δ y ≠ ０时 ，注意到 Δ z（x ，０）作

为 Δ x ，Δ y的函数在点（Δ x ，Δ y）与（Δ x ，－ Δ y）处有不同的符号 ，故（x ，０）不是 z（x ，y）
的极值点 ．

（２）求解偏导数方程组

f′x ＝ ４ x３ － ４ x ＋ ４y ＝ ０ ，　 f′y ＝ ４ y３ ＋ ４ x － ４y ＝ ０ ，

得稳定点 ：X１ ＝ （０ ，０） ，X２ ＝ （ ２ ，－ ２） ，X３ ＝ （ － ２ ，２） ．

再求二阶偏导数 ，可知

f″x x ＝ １２ x２ － ４ ，　 f″x y ＝ ４ ，　 f″y y ＝ １２ y２ － ４ ．

　 　由此导出 AC － B２
｜X

１
＝ ０ ，从而在点 X１ 处判别法则失效 ．但若取 y ＝ x并令

（x ，y） → （０ ，０） ，有 f （x ，y）＝ ２ x４ ＞ ０ ；又若沿 y ＝ ０并令（x ，y） → （０ ，０）时 ，有 f （x ，

y）＝ x４ － ２ x２ ＜ ０ ．这说明 X１ 不是 f （x ，y）的极值点 ．

在 X２ 点 ．由 AC － B２
｜X

２
＝ ３８４ ＞ ０ ，A ｜X

２
＝ ２０ ＞ ０ ，可知 f （x ，y）在 X２ 处达到极

小值 ８ ．点 X３ 同此理 ．

例 4畅1畅2 　解答下列问题 ：

（１）设 a＞ ０ ，试求 f （x ，y ，z）＝ xy２ z３ （a － x － ２ y － ３ z）之极值 ．

（２）设 a２ ＋ b２ ＋ c２ ≠ ０ ，试求 f （x ，y）＝ （ax ＋ by ＋ c）／ x２ ＋ y２ ＋ １之极值 ．

解 　 （１）立出一阶偏导数方程组
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f′x ＝ y２ z３ （a － ２ x － ２ y － ３ z） ＝ ０ ，

f′y ＝ ２ xyz ３ （a － x － ３ y － ３ z） ＝ ０ ，

f′z ＝ ３ xy２ z２ （a － x － ２y － ４ z） ＝ ０ ．

解之可得临界点 X０ ＝ （a／７ ，a／７ ，a／７） ；直线 x ＝ ０ ，２ y ＋ ３ z ＝ a上的点 X１ ＝ （０ ，y ，

z） ；平面 y ＝ ０上的点 X２ ＝ （x ，０ ，z） ；平面 z ＝ ０上的点 X３ ＝ （x ，y ，０） ．

再看二阶偏导数 ，我们有

f″x x ＝ － ２y２ z３ ，　 f″x y ＝ ２yz３ （a － ２x － ３y － ３ z） ，　 f″x z ＝ ３y２ z２ （a － ２x － ２y － ４ z） ．

f″y y ＝ ２ xz ３ （a － x － ６ y － ３ z） ，　 f″y z ＝ ６ xy z ２ （a － x － ３ y － ４ z） ，

f″z z ＝ ６ xy２ z（a － x － ２ y － ８ z） ．

由此可知 ，在点 X０ 处 ，其值为

f″x x ＝ － ２a５ ／７５
，　 f″x y ＝ － ２a５ ／７５

，　 f″x z ＝ － ３ a５ ／７５
，　 f″y y ＝ － ６a５ ／７５

，

f″y z ＝ － ６a５ ／７５
，　 f″z z ＝ － ２４a５ ／７５

．

从而得到（在点 X０ 处）

f″x x ＜ ０ ，　
f″x x f ″x y
f″y x f ″y y

＞ ０ ，　

f″x x f ″x y f ″x z
f″y x f ″y y f ″y z
f″z x f ″z y f ″z z

＜ ０ ．

这说明 f （x ，y ，z）在 X０ 处达到极大值 ，其值为 a７ ／７７
．

在点 X１ 处 ，在 d２ f ＝ － ２y２ z３ （d x２ ＋ ２dxdy ＋ ２d xd z） ，故可知 f 在 X１ 处附近

可取相反的符号 ，这说明 X１ 不是极值点 ．

在 X２ 处 ，有 d２ f ＝ ２ x z３ （a － x － ３ z）dy２ ．故在 a － x － ３ z ≠ ０ ，x ≠ ０ ，z ≠ ０时它

有确定的符号 ．这说明此时 ，f 在 X２ 处有极值为 ０ ．

在 X３ 处 ，f 的二阶微分恒为 ０ ，而 d３ f ＝ ６ xy２ （a － x － ２ y）d z３ 厨 ０ ．这说明 X３

非 f 之极值点 ．

（２）偏导数方程组为

f′x ＝ ［a（x２ ＋ y２ ＋ １） － x（ax ＋ by ＋ c）］／（x２ ＋ y２ ＋ １）
３／２

＝ ０ ，

f′y ＝ ［b（x２ ＋ y２ ＋ １） － y（ax ＋ by ＋ c）］／（x２ ＋ y２ ＋ １）
３／２

＝ ０ ，
①

用 － b（x２ ＋ y２ ＋ １）
３／２乘第一式 ，用 a（x２ ＋ y２ ＋ １）

３／２乘第二式 ，相加得

（bx － ay）（ax ＋ by ＋ c） ＝ ０ ，

并导出 bx ＝ ay ，ax ＋ by ＋ c ＝ ０ ．注意到式 ①可求出临界点 x ＝ a／c ，y ＝ b／c ，c ≠ ０（若
c＝ ０ ，则由 a２ ＋ b２ ＋ c２ ≠ ０推出 f 无临界点） ．

再求二阶偏导数 ，可知（记 α＝ x２ ＋ y２ ＋ １ ，β＝ ax ＋ by ＋ c）

f″x x ＝ －
by ＋ c
α
３／２ －

３ x［aα － xβ］
α
５／２ ，　 f″x y ＝ －

ax ＋ by
α
３／２ ＋

３ xyβ
α
５／２ ．

f″y y ＝ －
ax ＋ c
α
３／２ －

３ y（bα － yβ）
α
５／２

；　 f″x x a
c ，

b
c ＝ － （b２ ＋ c２ ） c a２

c２ ＋
b２
c２ ＋ １

３／２

，
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f″y y a
c ，

b
c ＝ － （a２ ＋ c２ ） c a２

c２ ＋
b２
c２ ＋ １

３／２

， f″x y a
c ，

b
c ＝ ab c a２

c２ ＋
b２
c２ ＋ １

３／２

．

因此 ，AC － B２
＝

b２ ＋ c２
c ·

a２ ＋ c２
c －

a２ b２
c

a２
c２ ＋

b２
c２ ＋ １

３

＞ ０ ．故 f 在该点有极值 ．

因为 f″x x （a／c ，b／c）
＜ ０ ， c ＞ ０ ，

＞ ０ ， c ＜ ０ ，
所以当 c ＞ ０ 时 f （x ，y）在（a／c ，b／c）处取到

最大值 a２ ＋ b２ ＋ c２ ；当 c＜ ０时在（a／c ，b／c）处取到最小值 － a２ ＋ b２ ＋ c２ ．

例 4畅1畅3 　解答下列问题 ：

（１）试论 z ＝ z（x ，y）＝ x ＋ y ＋ ４sin xsin y之极值 ．

（２）试论 z ＝ z（x ，y）＝ tan x ＋ tan y － tan（x ＋ y）之极值 ．

解 　 （１）写出偏导数方程组

z′x ＝ １ ＋ ４cos xsin y ＝ ０ ，　 z′y ＝ １ ＋ ４sin xcosy ＝ ０ ．

并改写为方程组

１ － ２sin（x － y） ＋ ２sin（x ＋ y） ＝ ０ ，　 １ ＋ ２sin（x － y） ＋ ２sin（x ＋ y） ＝ ０ ，

由此得到 sin（x － y）＝ ０ ，sin（x ＋ y）＝ － １／２ ．从而解出

x ＋ y ＝ （－ １）
m＋ １ π

６
＋ mπ ，　 x － y ＝ nπ 　 （m ，n ∈ Z） ， ①

x ＝ （－ １）
m ＋ １

π／１２ ＋ （m ＋ n）π／２ ，

y ＝ （－ １）
m＋ １

π／１２ ＋ （m － n）π／２
　 （m ，n ∈ Z） ．

　 　再看二阶偏导数 ，易知

z″x x ＝ － ４sin xsiny ，　 z″y y ＝ － ４sin xsin y ，　 z″x y ＝ ４cos xcosy ．

由此得出

AC － B２
＝ １６sin２ x · sin２ y － １６cos２ x · cos２ y ＝ － １６cos（x － y） · cos（x ＋ y） ．

引用式 ① ，可求出 AC － B２ 在稳定点处的值为

－ １６cos（nπ） · cos［（－ １）
m＋ １

π／６ ＋ mπ］ ＝ （－ １）
m＋ n＋ １

１６cos π
６

　 （m ，n ∈ Z） ．

从而我们有 ：当 m＋ n＋ １为偶数时 ，AC － B２
＞ ０ ，此时 z存在极值 ．即当 m ＋ n为奇

数时 ，z（x ，y）在临界点达到极值 ．为了区分极大极小值 ，再改写它的二阶偏导数为

z″x x ＝ ２cos（x ＋ y） － ２cos（x － y） ，可知在临界点处的值为

２ cos （－ １）
m ＋ １ π

６
＋ mπ － cosnπ ＝ （－ １）

m
３ － （－ １）

n
· ２ ．

　 　若 m ＝ ２k（偶数）且 n＝ ２ j － １（奇数） ，则 z″x x在临界点处的值为 ３ ＋ ２ ＞ ０ ，故此

时 z（x ，y）在这里取到极小值 ；

若 m ＝ ２k － １（奇数且 n＝ ２ j（偶数）） ，则 z″x x在临界点处的值为 － ３ － ２ ＜ ０ ，故

此时 z在这里取到极大值 ，且有
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z（x ，y）的极小值 ＝ ２kπ － ２ － ３ －
π
６
　 （k ∈ Z） ；

z（x ，y）的极大值 ＝ （２k － １）π ＋ ２ ＋ ３ ＋
π
６

　 （k ∈ Z） ．

（２）立出偏导数方程组

z′x ＝ sec２ x － sec２ （x ＋ y） ＝ ０ ，　 z′y ＝ sec２ y － sec２ （x ＋ y） ＝ ０ ，

由此可得 cos２ x ＝ cos２ y ＝ cos２ （x ＋ y） 　 （０ ≤ x ，y ≤ π） ：

x ＝ ０ ，

y ＝ ０ ；
　

x ＝ π／３ ，

y ＝ π／３ ；
　

x ＝ ２π／３ ，

y ＝ ２π／３ ；
　

x ＝ π ，

y ＝ π ；
　

x ＝ ０ ，

y ＝ π ；
　

x ＝ π ，

y ＝ ０ ．

再求二阶偏导数 ，可知

z″x x ＝ ２［sin x · sec２ x － sin（x ＋ y） · sec３ （x ＋ y）］ ，

z″x y ＝ － ２sin（x ＋ y）sec３ （x ＋ y） ，

z″y y ＝ ２［sin y · sec３ y － sin（x ＋ y） · sec３ （x ＋ y）］ ．

　 　 （i）在 x ＝ y ＝ π／３处有 A ＝ １６ ３ ＞ ０ ，AC － B２
＝ ５７６ ＞ ０ ，故 z（x ，y）在此处取

到极小值 ，其值为 ３ ３ ．

（ii）在 x ＝ y ＝ ２π／３处 ，有 A ＝ － １６ ３ ＜ ０ ，AC － B２
＝ ５７６ ＞ ０ ，故 z（x ，y）在此

处取到极大值 ，其值为 － ３ ３ ．

注 　由本题可解 ：半径为 a的圆外切三角形面积 S ＝ a２ tanθ＋ a２ tanφ － a２ tan（θ＋ φ）之最

小值 ．

例 4畅1畅4 　解答下列问题 ：

（１）试求 f （x ，y）＝ x３ － ４ x２ ＋ ２ x y － y２ 在区域
D ＝ ｛（x ，y） ：－ １ ≤ x ≤ ４ ，－ １ ≤ y ≤ １｝

上的最大值 ．

（２）试确定 a值 ，使得 z ＝ ３ax y － x３ － y３ 在（a ，a）处达到极值 ．

解 　 （１）解偏导数方程组

f′x ＝ ３ x２ － ８ x ＋ ２ y ＝ ０ ，　 f′y ＝ ２ x － ２y ＝ ０ ，

可得稳定点 X０ ＝ （０ ，０） ．又易知

A ＝ f″x x | X０ ＝ － ８ ，　 B ＝ f″x y | X０ ＝ ２ ，　 C ＝ f″y y | X０ ＝ － ２ ，　 AC － B２
＞ ０ ．

由此知 ，f （０ ，０）是极大值 ．再看 f 在 D 的边界上的值 ：

对 x ＝ － １ ，有 f （ － １ ，y）＝ － ５ － ２ y － y２ ≤ － ３ ；

对 y ＝ －１ ，有 f（x ，－１）＝ x３ － ４x２ －２ x －１ ＝ x２ （x －４） －２x －１ ≤ ０ ＋ ２ －１ ≤ １ ；

对 y ＝ １ ，有 f （x ，１）＝ x３ － ４ x２ ＋ ２ x － １ ≤ ２ x － １ ≤ ７ ；

对 x ＝ ４ ，有 f （４ ，y）＝ ８ y － y２ ．而 f （y）是递增函数 ，故 f （４ ，１）＝ ７是最大值 ．

（２）易知（a ，a）为 z（x ，y）的临界点 ．根据

A ＝ z″x x | （a ，a） ＝ － ６a ，　 B ＝ z″x y | （a ，a） ＝ ３a ，　 C ＝ z″x x | （a ，a） ＝ － ６a ，
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可知 AC － B２
｜（a ，a） ＝ ２７a２ ．从而有

（i） a＞ ０时 ，z（x ，y）在（a ，a）处达极大值 ．

（ii） a＜ ０时 ，z（x ，y）在（a ，a）处达极小值 ．

（iii） a＝ ０时 ，有 z ＝ － x３ － y３ ，故（a ，a）非 z 之极值点 ．

例 4畅1畅5 　解答下列问题 ：

（１）试求由方程 f （x ，y）＝ （x２ ＋ y２ ）２ － a２ （x２ － y２ ） ＝ ０（a＞ ０ ，双纽线）确定的

y ＝ y（x）的极值 ．

（２）试求由下列方程所确定的 z ＝ z（x ，y）之极值 ：

　 　 （i） ２ x２ ＋ y２ ＋ z２ ＋ ２ xy － ２ x － ２ y － ４ z ＋ ４ ＝ ０ ．

　 　 （ii） （x ＋ y）２ ＋ （y ＋ z）２ ＋ （z ＋ x）２ ＝ ３ ．

解 　 （１）由 f′x ＝ ４ x（x２ ＋ y２ ） － ２a２ x ＝ ０可解出稳定点 ：

X０ ＝ （０ ，０） ，　 X１ ＝ （ ３ a／２ ２ ，a／２ ２） ，　 X２ ＝ （ ３ a／２ ２ ，－ a／２ ２） ，

X３ ＝ （－ ３ a／２ ２ ，a／２ ２） ，　 X４ ＝ （－ ３ a／２ ２ ，－ a／２ ２） ．

此外 ，又有

f′y ＝ ４y（x２ ＋ y２ ） ＋ ２a２ y ，　 f″x x ＝ ４（x２ ＋ y２ ） ＋ ８ x２ － ２a２ ．

令 Δ２ ＝ －
f″x x
f′y

＝ －
４（x２ ＋ y２ ）＋ ８ x２ － ２ a２
２ y［２（x２ ＋ y２ ） ＋ a２ ］ ，从而可知

在点 X０ 处 ，因为 f′x ＝ f′y ＝ ０ ，所以不能保证隐函数存在 ．

在点 X１ ，X２ ，X３ ，X４ 处 ，由于 x２ ＋ y２ ＝ a２ ／２ ，８ x２ ＝ ３a２ ，故 Δ２ 的符号依 y的符
号而定 ．我们有

由 Δ２ ｜X
１
＜ ０ ，可知 y（x）在 ３ a／２ ２处达到极大值 a／２ ２ ．

由 Δ２ ｜X
２
＞ ０ ，可知 y（x）在 ３ a／２ ２处达到极小值 － a／２ ２ ．

由 Δ２ ｜X
３
＜ ０ ，可知 y（x）在 － ３ a／２ ２处达到极大值 a／２ ２ ．

由 Δ２ ｜X
４
＞ ０ ，可知 y（x）在 － ３ a／２ ２处达到极小值 － a／２ ２ ．

（２） （i）解偏导方程组
４ x ＋ ２ zz′x ＋ ２y － ２ － ４ z′x ＝ ０ ，　 ２ y ＋ ２ zz′y ＋ ２ x － ２ － ４ z′y ＝ ０ ，

并令 z′x ＝ ０ ＝ z′y可解得临界点 X０ ＝ （０ ，１） ．代入原方程又知

z２ － ４ z ＋ ３ ＝ ０ ，　 z ＝ １ ，３ ，

从而有解（０ ，１ ，１） ，（０ ，１ ，３） ．再求二阶偏导数 ，我们有

４ ＋ ２（z′x ）２ ＋ ２ zz″x x － ４ z″x x ＝ ０ ，

２ z′y z′x ＋ ２ zz″x y ＋ ２ － ４ z″x y ＝ ０ ，

２ ＋ ２（z′y ）２ ＋ ２ zz″y y － ４ z″y y ＝ ０ ．

因此 ，在点（０ ，１ ，１）处 ，有 A ＝ ２ ，B ＝ １ ，C ＝ １ ．依据 A ＞ ０ ，AC － B２
＝ １ ＞ ０ 可知 ，

·３３１·４畅１ 　一般极值问题



z（x ，y）在这里达到极小值 １ ；而在（０ ，１ ，３）处 ，易知 z（x ，y）达到极大值 ３ ．

（ii）在原式两端对 x ，y求导 ，得到

２（x ＋ y） ＋ ２（y ＋ z）z′x ＋ ２（z ＋ x）（z′x ＋ １） ＝ ０ ，

２（x ＋ y） ＋ ２（y ＋ z）（１ ＋ z′y ） ＋ ２（z ＋ x）z′y ＝ ０ ．
①

令 z′x ＝ ０ ＝ z′y ，则从上述方程组可解出

x ＋ y ＋ z ＋ x ＝ ０ ，　 x ＋ y ＋ y ＋ z ＝ ０ ．

由此知 x ＋ z ＝ y＋ z ＝ － （x ＋ y） ，将其代入式 ① ，得到 ３（x ＋ y）２ ＝ ３即 x ＋ y ＝ ± １ ．从

而有

z ＋ x ＝ 碢 １ ，

y ＋ z ＝ 碢 １ ；
　

x ＝ y ＝ ± １／２ ，

z ＝ 碢 ３／２ ．

　 　再看二阶偏导数的情形 ，即在式 ①对 x ，y求导（再由 z′x ＝ ０ ＝ z′y ） ，有

１ ＋ （y ＋ z）z″x x ＋ １ ＋ （z ＋ x）z″x x ＝ ０ ，

１ ＋ （y ＋ z）z″x y ＋ （z ＋ x）z″x y ＝ ０ ，

１ ＋ （y ＋ z）z″y y ＋ （z ＋ x）z″y y ＝ ０ ．

由此可解出

z″x x ＝ －
２

y ＋ z ＋ z ＋ x ＝ ± １ ，　 z″y y ＝ －
２

y ＋ z ＋ z ＋ x ＝ ± １ ，

z″x y ＝ － １

y ＋ z ＋ z ＋ x ＝ ±
１
２

．

（i）在点 x ＝ y ＝ １／２处 ．因为 z″x x ＞ ０ ，z″x x z″y y － （z″x y ）２ ＝ ３／４ ＞ ０ ，所以 z（x ，y）在
此达到极小值 － ３／２ ．

（ii）在点 x ＝ y ＝ － １／２处 ．因为 z″x x ＜ ０ ，z″x x z″y y － （z″x y ）２ ＝ ３／４ ＞ ０ ，所以 z （x ，

y）在此达到极大值 ３／２ ．

例 4畅1畅6 　解答下列问题 ：

图 ４畅１ 　

（１） 将长为 a的纸条折成图 ４畅１ 之形

状 ，试求 θ ，φ ，x 与 y 的值 ，使四边形 ABCD
之面积最大 ．

（２）求圆的内接最大三角形的面积 ．

（３）设一个四边形的各边长为 a ，b ，c ，d ，

试求其组成的最大面积 ．

（４）试求椭圆 x２
a２ ＋

y２
b２ ＝ １之外切三角形面积之最大者 ．

（５）设 △ ABC的顶点为 A ＝ （a１ ，b１ ） ，B ＝ （a２ ，b２ ） ，C ＝ （a３ ，b３ ） ，求平面上一点

P＝ （x ，y） ，使得

　 　 （i） （PA）２ ＋ （PB）２ ＋ （PC）２ 达到最小值 ．
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　 　 （ii） PA ＋ PB ＋ PC达到最小值 ．

（６）求过点 X０ ＝ （２ ，１ ，１／３）的一个平面 ，使该平面与三个坐标平面所围的四

面体之体积最小 ．

解 　 （１）如图 ４畅１ ，xsinθ＝ h＝ ysinφ（０ ≤ θ ，φ ≤ π） ．问题化为求（０ ≤ x ≤ a）

S ＝
h
２
（AD ＋ BC） ＝

xsinθ
２

（a － x － y － xcosθ － ycosφ ＋ a － x － y）

的极值 ．用 y ＝ xsinθ／sinφ代入 ，作函数

f （x ，θ ，φ） ＝ ２a － ２ x － ２
xsinθsinφ － xcosθ －

xsinθsinφ cosφ xsinθ ，
并建立偏导数方程组

f′x ＝ sinθ（２a － ４ x － ４ xsinθ／sinφ － ２ xcosθ － ２ xsinθcotθ） ＝ ０ ， ①

f′θ ＝ x（２ acosθ － ２ xcosθ － ４ xsinθcosθ／sinφ － xcos２ θ ＋ xsin２
θ

　 － ２ xsinθcosθcot φ） ＝ ０ ， ②

f′φ ＝ x２ sin２
θ（２cosφ ＋ １）／sin２

φ ＝ ０ ． ③

由 ③知 cosφ＝ － １／２ ，即 φ＝ ２π／３ ．代入 ① ，②可得

２ a － ４ x － ２ xcosθ － ２ ３ xsinθ ＝ ０ ，

２ acosθ － ２ xcosθ － xcos２ θ ＋ xsin２
θ － ２ ３ xsinθcosθ ＝ ０ ，

从而我们有 cosθ＝ － １／２ ，即 θ＝ ２π／３ ，以及 x ＝ a／３ ．此时 ，不难导出 y ＝ a／３ ．

再考察在 x ＝ y ＝ a／３ ，θ＝ φ＝ ２π／３处的二阶偏导数行列式 ：

f″x x f ″xθ f ″x φ
f″θx f ″θθ f ″θφ
f″φx f ″φθ f ″φφ

＝

－ ３ ３ a ０

a － ２a２ ／３ ３ ０

０ ０ － ３ a２ ／９
，

得到 Δ１ ＜ ０ ，Δ２ ＝ a２ ＞ ０ ，Δ３ ＝ － ３ a４ ／９ ＜ ０ ．故在此处存在极大值 ：３ a２ ／１２ ．

再证当 x ，y ，θ ，φ是边界值时的情形 ．易知此时 S ＝ ０ ，这说明最大面积在 x ＝
y ＝ a／３ ，θ＝ φ＝ ２π／３时达到 ．（这一结论相当一个正六边形的二等分 ．）

（２）设 △ ABC是圆内接三角形 ，且记 ∠ BOC ＝ θ ，∠ COA ＝ φ（O是圆心） ，则该

三角形之面积为（０ ≤ θ ，φ ，θ＋ φ ≤ ２π ，a是圆半径）

S ＝
a２
２
［sinθ ＋ cosφ ＋ sin（２π － （θ ＋ φ））］ ＝

a２
２
［sinθ ＋ sinφ － sin（θ ＋ φ）］ ．

令 f （θ ，φ）＝ sinθ＋ sinφ － sin（θ＋ φ） ，并立得偏导数方程组

f′θ ＝ cosθ － cos（θ ＋ φ） ＝ ０ ，　 f′φ ＝ cosφ － cos（θ ＋ φ） ＝ ０ ，

得解 cosθ＝ cosφ＝ cos（θ＋ φ） ，即 θ＝ φ＝ π － （θ＋ φ） ＝ ２π／３ ．再求二阶偏导数 ，易知

f″θθ ＝ － sinθ＋ sin（θ＋ φ） ，以及

f″θφ ＝ sin（θ ＋ φ） ，　 f″φφ ＝ － sinφ ＋ sin（θ ＋ φ） ．

从而我们有 A ＝ － ３ ＜ ０ ，AC － B２
＝ ９／４ ＞ ０ ．这说明 f （θ ，φ）在 θ＝ φ＝ ２π／３上取到
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极大值 ，且其值为 ３ ３／２ ．

此外 ，在边界 θ＝ ０或 φ＝ ０ ，或 θ＋ φ ＝ ２π处 ，均有 f （θ ，φ） ＝ ０ ．因此 ，该极大值

为最大值 ．

图 ４畅２ 　

（３）如图 ４畅２所示 ，令边 a与 b之夹角为 θ ，c与 d
之夹角为 φ ，则该四边形之面积 S以及对角线 AC的长
AC各为

S ＝
１
２
（absinθ ＋ cdsinφ） ，

a２ ＋ b２ － ２abcosθ ＝ AC２
＝ c２ ＋ d２ － ２cdcosφ ．

　 　求偏导数方程组（注意 ，φ是 θ的函数）

dSdθ ＝
ab
２
cosθ ＋ cd

２
cosφ · dφdθ ＝ ０ ， ④

absinθ ＝ cdsinφ dφdθ ． ⑤

由此可解出
dφdθ ＝ － abcosθ／cdcosφ＝ absinθ／cdsinφ ．或写成 tanθ＝ － tanφ ，θ＋ φ＝ π ．

对 ④ ，⑤再求导又知

d２ Sdθ２ ＝ －
１
２
absinθ －

１
２
cdsinφ dφdθ

２

＋
cd
２
cosφ d

２

φ

dθ２ ．

abcosθ ＝ cdcosφ · dφdθ
２

＋ cdsinφ · d２

φdθ２ ．

注意到 θ＋ φ＝ π ，还有
dφdθ ＝ absinθ／cdsin（π － θ） ＝ ab／cd ．再从上述各式中消去

dφdθ ，

d２

φ

dθ２ ，我们有

２
d２ Sdθ２ ＝ － absinθ －

a２ b２
cd sinθ － cosθ abcosθ ＋ a２ b２

cd cosθ sinφ
＝ － ab（ab ＋ cd）／cdsinθ ＜ ０ ．

这说明 θ＋ φ＝ π ，即四边形内接圆时面积取极大 ，其值为

S大 ＝
１
４

（a ＋ b ＋ c ＋ d）（a ＋ b － c ＋ d）（a － b ＋ c ＋ d）（－ a ＋ b ＋ c ＋ d） ．

　 　再考察 θ ，φ取边界值的情形 ：例如 φ＝ π ，我们有

Sπ ＝
１
４

（a ＋ b ＋ c ＋ d）（a ＋ b － c － d）（a － b ＋ c ＋ d）（－ a ＋ b ＋ c ＋ d） ．

显然 S大 ＞ Sπ ．对 φ＝ ０ ，θ＝ ０ ，θ＝ π ，也有类似结论 ．因此 ，S大 是最大面积值 ．

注 　若周长 l＝ a＋ b＋ c ＋ d是定值（a ，b ，c ，d可变） ，则不论四个边长如何变化 ，其最大四边
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形面积 S总是在 φ ＋ ψ＝ π时达到 ，且不仅与 a ，b ，c ，d之顺序无关 ，还与变换任何一对邻边无关 ．

这说明 S在 a ＝ c且 b ＝ d时最大 ．此时 ，φ＝ ψ＝ ９０° ，即正方形面积最大 ．

（４）作变换 x ＝ au ，y ＝ bv ，则椭圆在新坐标系 uOv中成为圆 ：u２ ＋ v２ ＝ １ ，且面

积为原面积之 １／ab倍 ．已知单位圆之外切三角形面积之最小者为 ３ ３ （正三角

形） ，故该椭圆之最小外切三角形为正三角形 ，其面积为 ３ ３ ab ．
（５） （i）令 PA ＝ d１ ，PB ＝ d２ ，PC＝ d３ ，且作函数

f （x ，y） ＝ d２１ ＋ d２２ ＋ d２３ ＝ ∑
３

i ＝ １

［（x － ai ）２ ＋ （y － bi ）２ ］ ．

易知其偏导数方程组为

f′x ＝ ２［３ x － （a１ ＋ a２ ＋ a３ ）］ ＝ ０ ，　 f′y ＝ ２［３y － （b１ ＋ b２ ＋ b３ ）］ ＝ ０ ，

由此解出（重心坐标）x０ ＝ （a１ ＋ a２ ＋ a３ ）／３ ，y０ ＝ （b１ ＋ b２ ＋ b３ ）／３ ．从而在（x０ ，y０ ）处
的二阶偏导数值为

f″x x ＝ ６ ＝ f″y y ，　 f″x y ＝ ０ ，　 Δ２ ＝ ３６ ＞ ０ ．

这说明 f 在点（x０ ，y０ ）处 ，或说在三角形重心处达到极小值 ，也是最小值 ．

（ii）设 f （x ，y）＝ d１ ＋ d２ ＋ d３ ，以及

x － ai ＝ dicosαi ，　 y － bi ＝ di sinαi 　 （i ＝ １ ，２ ，３） ，

其中 tanα１ 是线段PA相对于 x 轴的斜率 ，tanα２ 与 tanα３ 类似 ．现在来求偏导数 ：

f′x ＝ x － a１
d１ ＋

x － a２
d２ ＋

x － a３
d３ ＝ cosα１ ＋ cosα２ ＋ cosα３ ，

f′y ＝ sinα１ ＋ sinα２ ＋ sinα３ ，　 f″x x ＝ sin２
α１

d１ ＋
sin２

α２

d２ ＋
sin２

α３

d３ ，

f″x y ＝ －
sinα１ cosα１

d１ －
sinα２ cosα２

d２ －
sinα３ cosα３

d３ ，　 f″y y ＝ cos２ α１
d１ ＋

cos２ α２
d２ ＋

cos２ α３
d３ ．

依据 f′x ＝ ０ ＝ f′y ，可解出

cosα１ ＋ cosα２ ＋ cosα３ ＝ ０ ，　 sinα１ ＋ sinα２ ＋ sinα３ ＝ ０ ．

消去 α３ ，可得 cos（α１ － α２ ） ＝ － １／２ ，α１ － α２ ＝ ± ２π／３ ；类似地还有 α２ － α３ ＝ ± ２π／３ ，

α３ － α１ ＝ ± ２π／３ ，即取到极值的点 P是直线段PA ，PB ，PC之间应为夹角 １２０° ．

此外 ，经计算我们有

Δ２ ＝
sin２

（α２ － α３ ）

d２ d３ ＋
sin２

（α３ － α１ ）

d３ d１ ＋
sin２

（α１ － α２ ）

d１ d２ ≥ ０ ．

实际上 ，这里的等号不能成立 ，因为它将与结论 cos（αi － αj ）＝ － １／２相矛盾 ．因此 ，

Δ２ ＞ ０（当然 Δ１ ＞ ０） ，这说明上述极值点是极小值点 ，也是最小值点 ．

（６）记过该点的平面法向量为（A ，B ，C） ，则平面方程可写成

A（x － ２） ＋ B（y － １） ＋ C（z － １／３） ＝ ０ ，

且它在三个坐标轴上的截距各为
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x０ ＝ ２ ＋
B ＋ C／３

A ，　 y０ ＝ １ ＋
２A ＋ C／３

B ，　 z０ ＝
１
３

＋
２A ＋ B

C ．

从而可知该四面体之体积为

V ＝
１
６
x０ y０ z０ ＝

１
６

（２A ＋ B ＋ C／３）３
ABC 　 （x０ ，y０ ，z０ ＞ ０） ．

　 　作函数 F（A ，B ，C） ＝ ３ln（２A ＋ B ＋ C／３） － lnA － lnB － lnC（它与 V 具有相同
的最小值点） ，并解偏导方程组（记 λ＝ ２A ＋ B ＋ C／３）

抄F
抄A ＝

６
λ

－
１
A ＝ ０ ，　

抄F
抄B ＝

３
λ

－
１
B ＝ ０ ，　

抄F
抄C ＝

１
λ

－
１
C ＝ ０ ，

得解 A ∶ B ∶ C＝ １ ∶ ２ ∶ ６ ．从而其相应的平面方程为 x ＋ ２y ＋ ６ z ＝ ６ ．

显然 ，问题的最小值必存在 ，故此平面方程即为所求 ．

例 4畅1畅7 　解答下列问题 ：

（１）试求平面 T ：A x ＋ By ＋ Cz ＋ １ ＝ ０到椭球面 S ：
x２
a２ ＋

y２
b２ ＋

z２
c２ ＝ １的距离 d ．

（２）设 R３ 中的两个曲面 ：

S１ ：２ x２ ＋ （y － １）
２
＋ （z － １０）

２
＝ １ ，　 S２ ：z ＝ １／（x２ ＋ y２ ＋ １） ，

试证明存在点 P ∈ S１ ，Q ∈ S２ ，使得直线PQ垂直于 S１ 与 S２ ．

解 　 （１） （i）若 T与 S 相交 ，则 d ＝ ０ ；若 T与 S 不相交 ，则 d是 T 与 S 上最近
的平行切平面之间的距离 ．

（ii）易知 S在点（x０ ，y０ ，z０ ）处的切平面为 x０ x
a２ ＋

y０ y
b２ ＋

z０ z
c２ ＝ １ ，如果它与 T平

行 ，那么就存在常数 k ，使得
x０ ／a２ ＝ kA ，　 y０ ／b２ ＝ kB ，　 z０ ／c２ ＝ kC ．

注意到 １ ＝ x２０ ／a２ ＋ y２０ ／b２ ＋ z２０ ／c２ ＝ k２ （a２ A２
＋ b２ B２

＋ c２ C２
） ，故可得 ｜k｜＝ １／m（m ＝

a２ A２
＋ b２ B２

＋ c２ C２
） ．还注意到从原点到 T之距离为 h ＝ １／ A２

＋ B２
＋ C２

，而平

行切平面又可写为 k（A x ＋ By ＋ Cz）＝ １ ，因此从原点到平行切平面之距离为

１／ | k | A２
＋ B２

＋ C２
＝ hm ．

从而 ，若 m ＜ １ ，则给定的平面离原点之距离比切平面离原点之距离还远 ，且与椭球

面不相交 ．此时 ，T与 S 之距离为 h（１ － m） ；若 m ≥ １ ，则 T与 S 相交 ，则距离为 ０ ．

（２） （i）以 d（P ，Q）＝ ‖ P － Q ‖ 表示点 P到 Q 之距离 ．不难得知 ，存在 P０ ∈

S１ ，Q０ ∈ S２ ，使得

d（P０ ，Q０ ） ＝ d（S１ ，S２ ） ＝ inf｛d（P ，Q） ：P ∈ S１ ，Q ∈ S２ ｝ ，

这是因为 d（P ，S２ ）在有界闭集 S１ 上是 P ∈ S１ 的连续函数 ，所以有 P０ ∈ S１ ，使得

d（P０ ，S２ ）＝ d（S１ ，S２ ） ．又因为作为 Q ∈ S２ 上的函数 d（P０ ，Q）满足
inf
Q ∈ S

２

｛ d（P０ ，Q）｝ ＝ inf
Q ∈ T

｛d（P０ ，Q）｝ ，
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其中 T ＝ ｛Q ∈ S２ ：d（P０ ，Q） ≤ d（S１ ，S２ ） ＋ １｝ ，所以又存在 Q０ ∈ T 炒 S２ ，使得 d（P０ ，

Q０ ） ＝ d（P０ ，S２ ） ＝ d（S１ ，S２ ） ．

（ii）若（x ，y ，z） ∈ S１ ，则 z ≥ ９ ；若（x ，y ，z） ∈ S２ ，则 z ≤ １ ．由此知 P０ ≠ Q０ ．令

g１ （x ，y ，z） ＝ ２ x２ ＋ （y － １）
２
＋ （z － １０）

２
，

g２ （x ，y ，z） ＝ z（x２ ＋ y２ ＋ １） ，
（水平集）

且在 R３
× R３ 上定义函数

F（x ，y ，z ，u ，v ，w） ＝ （x － u）２ ＋ （y － v）２ ＋ （z － w）２ ，

f １ （x ，y ，z ，u ，v ，w） ＝ g１ （x ，y ，z） ，

f２ （x ，y ，z ，u ，v ，w） ＝ g２ （u ，v ，w） ，

则有

S１ × S２ ＝ ｛（ξ ，η） ∈ R３
× R３

：f １ （ξ ，η） ＝ １ ，f２ （ξ ，η） ＝ １｝ ．

　 　在（i）中已指出 ，存在（P０ ，Q０ ） ∈ S１ × S２ ，使得 F在其上达到最小值 ．而对（ξ ，η）

∈ S１ × S２ ，向量

蜒f１ （ξ ，η） ＝ （蜒g１ （ξ） ，０） 　 与 　 蜒f ２ （ξ ，η） ＝ （０ ，蜒g２ （η））
是线性无关的 ，故根据 Lagrange乘子定理可知 ，存在 λ ，μ ∈ R１

，使得

蜒F（P０ ，Q０ ） ＝ λ蜒f １ （P０ ，Q０ ） ＋ μ 蜒f ２ （P０ ，Q０ ） ．

因为蜒F（P０ ，Q０ ） ＝ （２（P０ － Q０ ） ，２（P０ － Q０ ）） ，以及

λ蜒f １ （P０ ，Q０ ） ＋ μ 蜒f ２ （P０ ，Q０ ） ＝ λ（蜒g１ （P０ ） ，０） ＋ μ（０ ，蜒g２ （Q０ ））

＝ （λ蜒g１ （P０ ） ，μ 蜒g２ （Q０ ）） ，

所以得到

λ蜒g１ （P０ ）／２ ＝ P０ － Q０ ＝ － μ 蜒g２ （Q０ ）／２ ．

　 　注意到 P０ － Q０ ，蜒g１ （P０ ） ，蜒g２ （Q０ ）均不为 ０ ，故向量 P０ － Q０ 平行于蜒g１ （P０ ）

与蜒g２ （Q０ ） ．证毕 ．

例 4畅1畅8 　试证明下列不等式 ：

（１）设 D ＝ ｛（x ，y） ：０ ＜ x ＜ １ ，０ ＜ y ＜ ∞ ｝ ，则

f （x ，y） ＝ yx y
（１ － x） ＜ e－１

　 （（x ，y） ∈ D） ．

（２）
x２ ＋ y２

４
≤ ex ＋ y － ２

　 （x ≥ ０ ，y ≥ ０） ．

（３）设 a＞ b＞ １ ，则 ab ＞ ba ．
证明 　 （１）对取定的 x０ ∈ （０ ，１） ，由于 lim

y → ０
＋
f （x０ ，y） ＝ ０ ， lim

y → ＋ ∞
f （x０ ，y） ＝ ０ ，故

知 f （x０ ，y）作为 y ∈ （０ ，∞ ）的函数必达到最大值 ，且其最大值点（x０ ，y０ ）满足方程
f′y （x０ ，y） ＝ xy０ （１ － x０ ）（１ ＋ y · ln x０ ） ＝ ０ ，　 y０ ＝ － １／ln x０ ．

也就是说 ，f （x０ ，y）在唯一的点（x０ ，y０ ＝ － １／ln x０ ）上达到最大值 ，

f （x０ ，y） ≤ f （x０ ，y０ ） ＝ － e－１
（１ － x０ ）／ln x０ ．
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　 　再考察函数 F（x）＝ － （１ － x）／ln x（０ ＜ x ＜ １） ．注意到

－ ln x ＝ － ln［１ ＋ （x － １）］

＝ （１ － x） ＋ （x － １）
２
／２［１ ＋ θ（x － １）］

２
＞ １ － x 　 （０ ＜ x ＜ １） ，

故 F（x）＜ １ ．从而结合前述结果 ，我们有

f （x ，y） ＜ e－１
　 （０ ＜ x ＜ １ ，０ ＜ y ＜ ∞ ） ．

　 　 注 　由 lim
x → １

－
F（x）＝ １ ，故 f （x ，y）在 D上不能取到值 e － １

．

（２）令 f （x ，y） ＝ （ x２ ＋ y２ ）e － x － y
（x ≥ ０ ，y ≥ ０） ，由于有 f （ x ，y） ≥ ０ 以及

lim
x ，y → ＋ ∞

f （x ，y）＝ ０ ，故 f （x ，y）可取到最大值 ．因为偏导方程组为

抄 f
抄 x ＝ （２ x － x２ － y２ ）e－ x － y

，　
抄 f
抄 y ＝ （２ y － x２ － y２ ）e－ x － y

，

所以可得 f （x ，y）的临界点（x０ ，y０ ）满足
２ x０ － x２０ － y２０ ＝ ０ ，　 ２ y０ － x２０ － y２０ ＝ ０ ．

由此知 x０ ＝ y０ ，而且 ２ x２０ － ２x０ ＝ ０ ，故在第一象限内有唯一临界点（x０ ，y０ ）＝ （１ ，１） ．

注意到在 Ox轴上 ，有 f（x ，０）＝ x２ e － x
，
d f（x ，０）

dx ＝ （２x － x２ ）e － x
，故又知 f （x ，０）

在点（２ ，０）处取到最大值 ．同理可知 ，点（０ ，２）也是 f （０ ，y）的最大值点 ．因为

f （１ ，１） ＝ ２e－２
，　 f （２ ，０） ＝ ４e－２

＝ f （０ ，２） ，

所以 f （x ，y）在第一象限中的最大值是 ４e － ２
．这说明

（x２ ＋ y２ ）e－ x － y
≤ ４e－２

，　
x２ ＋ y２

４
≤ ex ＋ y －２

．

　 　 （３）取对数 ，往证 ln ln a＋ alnb＞ ln lnb＋ blna ．令 x ＝ lna／lnb＞ １ ，y ＝ lnb ，命题
转为求证 ln x ＞ y（xey － ex y ） ．再令 F（x ，y）＝ xey － ex y ，则由 F′y ＝ xey － xex y ＜ ０ ，可

知 F（x ，y）＜ F（x ，０）＝ x － １ ．

　 　若 F（x ，y） ≤ ０ ，则 ln x ＞ yF（x ，y） ；

若 F（x ，y）＞ ０ ，则 F（x ，y）＝ ey （x － e（ x － １）y
）＞ ０ ，（x － １）y ＜ ln x ．

这说明 ln x ＞ （x － １）y ＞ yF（x ，y） ．

例 4畅1畅9 　试证明下列命题 ：

（１）设 D 炒 R２ 为凸区域 ，f ∈ C（珡D）且在 D内可微 ．若 f （x ，y） ＝ C（常数 ，（x ，

y） ∈ 抄D） ，则 f （x ，y）在 D内有临界点 ．

（２）设 f （x ，y）在 R２ 上有连续三阶偏导数 ．若有

抄
２ f （x ，y）
抄 x２ ＋

抄
２ f （x ，y）
抄 y２ ＞ ０ 　 （（x ，y） ∈ R２

） ，

则 f （x ，y）在 R２ 内没有极大值点 ．

（３）设 f （x ，y）在 R２ 上有连续二阶偏导数 ．若 f 的 Hesse 矩阵 H 在一切点
（x ，y） ∈ R２ 上均是正定的 ，则 f 至多有一个临界点 ．
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（４）设 A ＞ ０ ，B２
＜ AC ，且有

f （x ，y） ＝ Ax２
＋ ２Bxy ＋ Cy２

＋ ２Dx ＋ ２Ey ＋ F ，　 （x ，y） ∈ R２
，

则 f （x ，y）存在极小值点（x０ ，y０ ） ∈ R２
，且有

f （x０ ，y０ ） ＝ Dx０ ＋ Ey０ ＋ F ＝

A B D
B C E
D E F

（AC － B） ．

　 　证明 　 （１）若 f（x ，y）≡ C（（x ，y）∈ 珚D） ，则结论显然 ．否则 ，不妨假定存在（x０ ，y０ ）
∈ D ，使得 f （x０ ，y０ ） ＞ C ．因为 f （x ，y）在 珡D上必有最大值 ，所以不妨还假定

f （x０ ，y０ ） ＝ max｛ f （x ，y） ：（x ，y） ∈ 珡D｝ ．

显然（x０ ，y０ ）是极大值点 ．由 f 的可微性即知 ，点（x０ ，y０ ）是 f （x ，y）的临界点 ．

（２）由题设可知 ，f 的 Hesse矩阵之迹在 R２ 上处处是正值 ．然而 ，要使 f （x ，y）
具有极大值点 ，其 Hesse矩阵必须具有负的特征值（ f ∈ C（３）

（R２
）） ．因此 ，其迹必须

是负值 ．由此即得所证 ．

（３）反证法 ．假定 f 有两个临界点 ：X１ ，X２ ∈ R２
，则由 H ｜X

１
与 H ｜X

２
是正定的 ，

故知 X１ 与 X２ 均是 f 的极小值点 ．

考察函数 F（t）＝ f （tX１ ＋ （１ － t）X２ ） ，易知 F（t）在 t＝ ０ ，１处达到极小值 ．从而

知存在 t０ ∈ （０ ，１） ，使得 F（t）在 t０ 处达到极大值 ．因此有 F″（t０ ） ≤ ０ ．注意到

F″（t０ ） ＝ f″（tX１ ＋ （１ － t）X２ ）（X１ － X２ ）
２
＝ 枙X１ － X２ ，H（X１ － X２ ）枛 ，

而根据题设可推知上式取正值 ，矛盾 ．

（４）由偏导方程组

f′y ＝ ２Ax ＋ ２By ＋ ２D ＝ ０ ，　 f′y ＝ ２Bx ＋ ２Cy ＋ ２E ＝ ０

可求出（唯一）临界点 ：

x０ ＝ （BE － CD）／（AC － B２
） ，　 y０ ＝ （BD － AE）／（AC － B２

） ．

注意到 f″x x ＝ ２A ＞ ０ ，f″x y ＝ ２B ，f″y y ＝ ２C ，可知

Δ ＝ f″x x · f″y y － （ f″x y ）２ ＝ ４（AC － B２
） ＞ ０ ．

从而知点（x０ ，y０ ）为 f 的极小值点 ，其极小值为

f （x０ ，y０ ） ＝ x０ （Ax０ ＋ By０ ＋ D） ＋ y０ （Cy０ ＋ Bx０ ＋ E） ＋ Dx０ ＋ Ey０ ＋ F
＝ Dx０ ＋ Ey０ ＋ F ．

　 　另一方面 ，我们又有

１

AC － B２

A B D
B C E
D E F

＝
１

AC － B２ D B C
D E － E A B

D E ＋ F A B
B C

＝ D BE － DC
AC － B２ － E AE － BD

AC － B２ ＋ FAC － B２

AC － B２ ＝ Dx０ ＋ Ey０ ＋ F ．

由此即得所证 ．
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例 4畅1畅10 　试证明下列命题 ：

（１）设 D ＝ ｛（x ，y） ：０ ＜ x ＜ １ ，０ ＜ y ＜ １｝ ，且令

f （x ，y） ＝ ax２
＋ ２bx y ＋ cy２

＋ dx ＋ ey ．

若 f （x ，y） ≤ ０（（x ，y） ∈ 抄D） ，则 f （x ，y） ≤ ０（（x ，y） ∈ D） ．

（２）设 f （x ，y）在 x２ ＋ y２ ≤ １上连续 ，且在 x２ ＋ y２ ＜ １上有

抄
２ f （x ，y）
抄 x２ ＋

抄
２ f （x ，y）
抄 y２

＝ f （x ，y） ． ①

若 f （x ，y）在 x２ ＋ y２ ＝ １上取正值 ，则

　 　 （i） f （x ，y） ≥ ０ 　 （x２ ＋ y２ ≤ １） ．　 　 （ii） f （x ，y）＞ ０ 　 （x２ ＋ y２ ≤ １） ．

（３）设 X＝ （x０ ，y０ ） ∈ R２
，f （x ，y）在邻域 U（X０ ，δ）上有连续二阶偏导数 ．若 f

在点 X０ 处达到极大值 ，则对任意的 g ＝ g（x ，y） ，h＝ h（x ，y） ，必有

抄
２ f
抄 x２ ＋

抄
２ f
抄 y２ ＋ g · 抄 f

抄 x ＋ h · 抄 f
抄 y ≤ ０ 　 （（x ，y） ＝ （x０ ，y０ ）） ．

　 　 （４）设 D ＝ ｛（x ，y） ：x２ ＋ y２ ＜ １｝ ，f （x ，y）在 D上可连续偏导 ．若 ｜ f （x ，y）｜≤
１（（x ，y） ∈ 珡D） ，则存在 X０ ＝ （x０ ，y０ ） ∈ D ，使得［ f′x （x０ ，y０ ）］２ ＋ ［ f′y （x０ ，y０ ）］２ ≤ １６ ．

证明 　 （１）易知 f （x ，y）在闭区域 珡D上可取到最大值 ．

（i）若最大值点位于抄D ，则命题显然成立 ．

（ii）若最大值点在 D内 ，则此点必为临界点 ，记为 X０ ＝ （x０ ，y０ ） ．我们有

f′x （x０ ，y０ ） ＝ ２ax０ ＋ ２by０ ＋ d ＝ ０ ，

f′y （x０ ，y０ ） ＝ ２bx０ ＋ ２cy０ ＋ e ＝ ０ ．

由此又知

２ax２
０ ＋ ２bx０ y０ ＋ dx０ ＋ ey０ ＝ ey０ ，

２cy２

０
＋ ２bx０ y０ ＋ dx０ ＋ ey０ ＝ dx０ ．

将上两式相加 ，即可得出 f （x０ ，y０ ） ＝ （dx０ ＋ ey０ ）／２ ．从而只需指出 d ≤ ０ ，e ≤ ０ ．根

据题设可知 ，f （x ，０）＝ ax２ ＋ dx ≤ ０（０ ＜ x ＜ １） ．从而有 d ≤ － ax ．令 x → ０
＋ 又得

d ≤ ０ ．类似地可推知 e ≤ ０ ．证毕 ．

（２） （i）反证法 ．假定 f （X０ ） ＝ f （x０ ，y０ ） ＜ ０ ，则不妨又假定点 X０ 是 f 的最小

值点（注意 ，x２０ ＋ y２０ ＜ １） ，从而有
抄 f （x０ ，y０ ）

抄 x ＝ ０ ，
抄 f （x０ ，y０ ）

抄y ＝ ０ ．

　 　此外 ，由式 ①可知 ，必有

抄
２ f （x０ ，y０ ）

抄 x２ ＜ ０ 　 或 　
抄
２ f （x０ ，y０ ）

抄 y２
＜ ０ ．

记 g（x）＝ f （x ，y０ ） ，则点 x ＝ x０ 为 g（x）的临界点 ．而根据 g″（x０ ） ＜ ０可知 ，点 x ＝
x０ 是 g（x）的极大值点 ．注意到在 x２ ＋ y２ ＝ １ － δ０ （存在 ０ ＜ δ０ ＜ １）上 ，必有 X１ ＝

（x１ ，y１ ） ，使得 f （X１ ） ＞ ０ ．因此 ，在X０ X１上有点 X２ ＝ （x２ ，y２ ） ，使得 f （x２ ，y２ ） ＝ ０ ．

·２４１· 第 ４章 　一般极值与条件极值



（ii）考察函数 F（x ，y）＝ f （x ，y） － ε（ex ＋ ey ） ．因为有

F′x ＝ f′x － εex ，　 F″x x ＝ f″x x － εex ，　 F″y y ＝ f″y y － εey ，

所以得到 F″x x ＋ F″y y ＝ f″x x ＋ f″y y － ε（ex ＋ ey ）＝ f － ε（ex ＋ ey ）＝ F ．

　 　取 ε充分小 ，使得在圆周上 F（x ，y） ＞ ０ ，则依（i）知 ，F（x ，y） ≥ ０（x２ ＋ y２ ≤ １） ，

即

f （x ，y） ≥ ε（ex ＋ ey ） ＞ ０ 　 （x２ ＋ y２ ≤ １） ．

　 　 （３）依题设知 ，f （x０ ，y）在点 y ＝ y０ 处取到极大值 ，故
抄
２ f （x０ ，y０ ）

抄 y２
≤ ０ ．同理可

推
抄
２ f （x０ ，y０ ）

抄 x２ ≤ ０ ．此外 ，还有 f′x （x０ ，y０ ） ＝ ０ ＝ f′y （x０ ，y０ ） ，即得所证 ．

（４）作 F（x ，y）＝ f （x ，y）＋ ２（x２ ＋ y２ ） ，则有

F（x ，y） ≥ １ 　 （x２ ＋ y２ ＝ １） ；　 F（０ ，０） ≤ １ ．

从而可知除非 F（x ，y） ≡ １ ，否则在 D内可取到极小值 ．即有（x０ ，y０ ） ∈ D ，使得

抄F（x０ ，y０ ）
抄 x ＝ ０ ，　

抄F（x０ ，y０ ）
抄 y ＝ ０ ．

这说明 f′x （x０ ，y０ ）＝ － ４ x０ ，f′y （x０ ，y０ ） ＝ － ４ y０ ，即得所证 ．
倡例 4畅1畅11 　解答下列问题 ：

（１）试求 f（x１ ，x２ ，⋯ ，xn ）＝ x２１ ＋ x２２ ＋ ⋯ ＋ x２n 在条件 a１ x１ ＋ a２ x２ ＋ ⋯ ＋ an x n ＝ k下的极值 ．

（２）设 D ＝ ｛（x１ ，x２ ，⋯ ，xn） ：xi ＞ ０（i＝ １ ，２ ，⋯ ，n）｝ ，试求

f （x１ ，x２ ，⋯ ，xn ） ＝ x１ ＋ x２ ／x１ ＋ x３ ／x２ ＋ ⋯ ＋ xn ／xn －１ ＋ ２／xn
在 D上的极值 ．

（３）设 D ＝ ｛（x１ ，x２ ，⋯ ，xn） ：xi ＞ ０（i＝ １ ，２ ，⋯ ，n）｝ ，试求

f（x１ ，x２ ，⋯ ，xn ） ＝ x１ x２２ ⋯ xnn （１ － x１ － ２ x２ － ⋯ － nx n）
的极值 ．

（４）试求半径为 a之圆的内接 n边形的最大面积 ．

（５）试确定［a ，b］内插入的 n个点 ：a＜ x１ ＜ x２ ＜ ⋯ ＜ xn ＜ b ，使得函数
f （x１ ，x２ ，⋯ ，xn ） ＝ x１ x２ ⋯ xn ／（a ＋ x１ ）（x１ ＋ x２ ） ⋯ （xn ＋ b）

达到最大值 ．

解 　 （１）用 xn ＝ （k － a１ x１ － ⋯ － an － １ xn － １ ）／an 代入 f ，且令

F（x１ ，x２ ，⋯ ，xn ） ＝ x２１ ＋ ⋯ ＋ x２n －１ ＋
k － a１ x１ － ⋯ － an －１ xn －１

an
２

．

则从偏导方程组

抄F
抄 xi ＝ ２ xi ＋ ２

k － a１ x１ － ⋯ － an －１ xn －１
an

－ ai
an ＝ ０ 　 （i ＝ １ ，２ ，⋯ ，n － １）

可解出

x１
a１ ＝

x２
a２ ＝ ⋯ ＝

xn －１
an －１ ＝

k － a１ x１ － ⋯ － an －１ xn －１
a２n ＝

k
a２１ ＋ ⋯ ＋ a２n －１ ＋ a２n ．

注意到 k － a１ x１ － ⋯ － an － １ xn － １ ＝ an x n ，故得
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x１
a１ ＝ ⋯ ＝

xn －１
an －１ ＝

xn
an ＝

k
a２１ ＋ ⋯ ＋ a２n ． ①

　 　为确定其是否是极值 ，再看二阶偏导数 ，且不难导出矩阵关系 ：

F″x
１
x
１

⋯ F″x
１
xn －１

… …

F″xn －１ x１ ⋯ F″xn －１ xn －１
＝

２ １ －
a２１
a２n

２a１ a２
a２n ⋯

２a１ an －１
a２n

２a２ a１
a２n ２ １ ＋

a２２
a２n ⋯ …

… … …

２an －１ a１
a２n ⋯ ⋯ ２ １ ＋

a２n －１
a２n

由此可知 Δ１ ＞ ０ ，Δ２ ＝ ２
２
（１ ＋ （a２１ ＋ a２２ ）／a２n ）＞ ０ ，以及

Δ３ ＝ ２
３
［１ ＋ （a２１ ＋ a２２ ＋ a２３ ）／a２n ］ ＞ ０ ，⋯ ，

Δn －１ ＝ ２
n －１

a２１ ／a２n ＋ １ a１ a２ ／a２n ＋ ０ ⋯ a１ an －１ ／a２n ＋ ０

a２ a１ ／a２n ＋ ０ a２２ ／a２n ＋ １ ⋯ a２ an －１ ／a２n ＋ ０

… … …

an －１ a１ ／a２n ＋ ０ an －１ a２ ／a２n ＋ ０ ⋯ a２n －１ ／a２n ＋ １

＝ ２
n －１

［１ ＋ （a２１ ＋ ⋯ ＋ a２n －１ ）／a２n ］ ＞ ０ ．

从而对式 ①中的值 ，F在其上达到极小值 k２ ／（a２１ ＋ ⋯ ＋ a２n ） ．

（２）建立一阶偏导方程组

f′x１ ＝ １ － x２ ／x２１ ＝ ０ ，

f′xk ＝ １／xk －１ － xk ＋ １ ／x２k ＝ ０

f′xn ＝ １／xn －１ － ２／x２n ＝ ０

　 （k ＝ ２ ，３ ，⋯ ，n － １） ，

并解得临界点 ：x２ ＝ x２１ ，x３ ＝ x３１ ，⋯ ，xn ＝ xn１ ，x１ ＝ ２
１／（n＋ １）

．

为验证充分性 ，再求二阶偏导数（记 ai j ＝ f″xi x j ） ：

a１１ ＝ ２／x１ ，　 a１２ ＝ － １／x２１ ，　 a１ j ＝ ０ 　 （ j ＝ ３ ，４ ，⋯ ，n） ；

ak k －１ ＝ － １／x２k －２１ ，　 akk ＝ ２／x２k －１１ ，　 ak k ＋ １ ＝ － １／x２k１ ，

ak j ＝ ０（ j ＝ １ ，２ ，⋯ ，k － ２ ，k ＋ ２ ，k ＋ ３ ，⋯ n ；k ＝ ２ ，３ ，⋯ ，n － １） ；

an n －１ ＝ － １／x２n －２１ ，　 ann ＝ ４／x３n１ ＝ ２／x２n －１１ ，　 anj ＝ ０ 　 （ j ＝ １ ，２ ，⋯ ，n － ２） ．

　 　为考察二次型 d２ f ＝ ∑
n

i ，j ＝ １

ai j d xid xj ，看其系数行列式

Am ＝

２／x１ － １／x２１ ０ ０ ⋯ ０ ０

－ １／x２１ ２／x３１ － １／x４１ ０ ⋯ ０ ０

０ － １／x４１ ２／x５１ － １／x６１ ⋯ ０ ０

… … … … … …

０ ０ ０ ０ ⋯ － １／x２m －２
１ ２／x２m －１

１

，

再将其变换为
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Am ＝

２／x１ － １／x２１ ０ ０ ⋯ ０

０ ３／２ x３１ － １／x４１ ０ ⋯ ０

０ ０ ４／３ x５１ － １／x６１ ⋯ ０

… … … … …

０ ０ ０ ０ ⋯ （m ＋ １）／mx２m －１
１

．

不难得知 Am ＞ ０ （m ＝ １ ，２ ，⋯ ，n） ．这说明 ∑
n

i ，j ＝ １

ai j dxid xj 是正定的 ，从而 f 有最小值

（n＋ １）２
１／（n ＋ １）

．

（３）建立偏导方程组（记 B ＝ １ － x１ － ２ x２ － ⋯ － nxn ）
f′x

１
＝ x２２ x３３ ⋯ xnn （B － x１ ） ＝ ０ ，

f′x
２
＝ ２ x１ x２ x３３ ⋯ xnn （B － x２ ） ＝ ０ ，

f′x
３
＝ ３ x１ x２２ x２３ ⋯ xnn （B － x３ ） ＝ ０ ，

　 　 　 　 　 ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

f′xn ＝ nx１ x２２ x３３ ⋯ xn －１n －１ xn －１n （B － xn ） ＝ ０ ，

且由题设知 ，其临界点应满足方程组

B － xj ＝ ０ 　 （ j ＝ １ ，２ ，⋯ ，n） ． ②

　 　在方程组 ②中 ，以第一个方程减第二个方程 ，又以第二个方程减第三个方程 ，⋯ ，最后可得

方程组 － xj ＋ xj ＋ １ ＝ ０（ j ＝ １ ，２ ，⋯ ，n － １） ．

　 　由此可知 x１ ＝ x２ ＝ ⋯ ＝ xn ，再将 ②中第一个方程写为

１ － x１ （１ ＋ ２ ＋ ⋯ ＋ n） － x１ ＝ ０ ，

立即求得临界点为 x１ ＝ x２ ＝ ⋯ ＝ xn ＝ ２／（n２ ＋ n＋ ２） ．

现在求二阶偏导数 ，我们有 f″x１ x１ ＝ － ２ x２２ x３３ ⋯ xnn ，以及

f″xk x k ＝ k（k － １）x１ x２２ ⋯ xk －２k ⋯ xnn （B － xk ）

　 － k（k ＋ １）x１ x２２ ⋯ xk －１k ⋯ xnn 　 　 （k ＝ ２ ，３ ，⋯ ，n） ；

f″xk xm ＝ kmx１ x２２ ⋯ xk －１k ⋯ xm －１
m ⋯ xnn （B － xk ）

　 － kmx１ x２２ ⋯ xk －１k ⋯ xnn 　 　 （k ，m ＝ １ ，２ ，⋯ ，n ；k ≠ n） ．

用 珔x记 x１ ＝ x２ ＝ ⋯ ＝ xn ＝ ２／（n２ ＋ n＋ ２） ，并用 ai j表示 f″xi x j在临界点处的值 ，我们有（（B － xk ）＝
０ ，k＝ １ ，２ ，⋯ ，n）

a１１ ＝ － ２ 珚x （n２ ＋ n －２）／２
，　 akk ＝ － k（k ＋ １） 珚x （n２ ＋ n －２）／２

，

akm ＝ － km 珚x （n２ ＋ n －２）／２
． ③

　 　为考察二次型 d２ f ＝ ∑
n

i ，j ＝ １

ai j d xid xj ，计算行列式

Am ＝

a１１ a１２ a１３ ⋯ a１m
a２１ a２２ a２３ ⋯ a２m
a３１ a３２ a３３ ⋯ a３m
… … … …

am１ am２ am３ ⋯ amm

，
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依据式 ③ ，再从行列式第 k行提出因子（ － １）k 珚x （n２ ＋ n － ２）／２
，可得

Am ＝ （－ １）
mm ！珚x

x２ ＋ n －２
２

m

２ ２ ３ ４ ⋯ m
１ ２ ３ ４ ⋯ m
１ ２ ４ ４ ⋯ m
１ ２ ３ ５ ⋯ m
… … … … …

１ ２ ３ ４ ⋯ m ＋ １

＝ （－ １）
mm ！珚x n２ ＋ n －２

２
m １ ＋

m２
＋ m
２

．

由此不难推出

A１ ＜ ０ ，　 A２ ＞ ０ ，　 A３ ＜ ０ ，　 A４ ＞ ０ ，　 ⋯ ，

即二次型 ∑
n

i ，j ＝ １

ai j dxid xj 是负定的 ．这说明 f 在此临界点处取到最大值 ，且其值为

［２／（n２ ＋ n ＋ ２）］
（n２ ＋ n＋ ２）／２

．

　 　 （４）令圆内接 n边形各边所对的圆心角为 θ１ ，θ２ ，⋯ ，θn ，则此 n边形之面积为

Sn ＝ a２
２
（sinθ１ ＋ ⋯ ＋ sinθn ）

＝
a２
２
［sinθ１ ＋ sinθ２ ＋ ⋯ ＋ sinθn －１ － sin（θ１ ＋ ⋯ ＋ θn －１ ）］ ．

作函数 f （θ１ ，θ２ ，⋯ ，θn － １ ） ＝ sinθ１ ＋ sinθ２ ＋ ⋯ － sin（θ１ ＋ ⋯ ＋ θn － １ ） ，其中 ０ ≤ θi ≤ ２π（i ＝ １ ，２ ，⋯ ，

n － １） ，０ ≤ θ１ ＋ ⋯ ＋ θn － １ ≤ ２π ，并建立偏导方程组

f′θ１ ＝ cosθ１ － cos（θ１ ＋ ⋯ ＋ θn －１ ） ＝ ０ ，

　 　 　 　 　 ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

f′θn －１ ＝ cosθn －１ － cos（θ１ ＋ ⋯ ＋ θn －１ ） ＝ ０ ，

从中可解出 θ１ ＝ θ２ ＝ ⋯ ＝ θn － １ ＝ θn ＝ ２π／n ．记 X０ ＝ （２π／n ，⋯ ，２π／n） ．

现在 ，求二阶偏导数 ，我们有

f″θ
１
θ
１
＝ － sinθ１ ＋ sin（θ１ ＋ ⋯ ＋ θn －１ ） ，

f″θ
１
θ
２
＝ f″θ

１
θ
３
＝ ⋯ ＝ f″θ

１
θn －１ ＝ sin（θ１ ＋ ⋯ ＋ θn －１ ） ．

因此 ，Δ１ ＝ f″θ
１
θ
１
｜X

０
＝ － sin（２π／n）＋ sin［（n － １）２π／n］＝ － ２sin（２π／n）＜ ０ ．

（记 sin（θ１ ＋ ⋯ ＋ θn － １ ）｜X
０
＝ sin［（n － １）２π／n］＝ － sin（２π／n）＝ A）

Δ２ ＝

f″θ
１
θ
１

f″θ
１
θ
２

f″θ
２
θ
１

f″θ
２
θ
２ X

０

＝

－ sin ２π
n ＋ A A

A － sin ２π
n ＋ A

＝ ３sin２ ２π
n ＞ ０ ．

对 k ＞ ２ ，我们有

Δk ＝

－ sin（２π／n） ＋ A A ⋯ A
A － sin（２π／n） ＋ A ⋯ A
… … …

A A ⋯ － sin（２π／n） ＋ A

·６４１· 第 ４章 　一般极值与条件极值



＝

２A A ⋯ A
A ２A ⋯ A
… … …

A A ⋯ ２A

＝ Ak

２ １ ⋯ １

１ ２ ⋯ １

… … …

１ １ ⋯ ２

（将第 ２ ，３ ，⋯ ，k列加到第 １列上 ，提出（k＋ １） ；以“ － １”乘第一行 ，加到其它行上）

＝ （k ＋ １）Ak

１ １ １ ⋯ １

１ ２ １ ⋯ １

１ １ ２ ⋯ １

… … … …

１ １ １ ⋯ ２

＝ （k ＋ １）Ak

１ １ １ ⋯ １

０ １ ０ ⋯ ０

０ ０ １ ⋯ ０

… … … …

０ ０ ０ ⋯ １

＝ （k ＋ １）Ak
＝ （－ １）

k
（k ＋ １）sink （２π／n） 　 （k ＝ １ ，２ ，⋯ ） ．

由此可得 Δ１ ＜ ０ ，Δ２ ＞ ０ ，Δ３ ＜ ０ ，Δ４ ＞ ０ ，⋯ ．这说明 f （θ１ ，θ２ ，⋯ ，θn － １ ）在 X０ 处取到极大值 ，即在正

n边形时其面积最大 ，其值为 a２ nsin（２π／n）／２ ．

注 　对于一个圆的外切 n边形面积之最小者的求法 ，可用作一个与其相对应的内接 n边形
来解决 ．因为后者面积之最大者就是前者之最小者 ．由此即得圆外切 n边形面积之最小值为
a２ ntan（π／n） ．

（５）令 g＝ ln f ，我们有
g（x１ ，x２ ，⋯ ，xn ）＝ ln x１ ＋ ln x２ ＋ ⋯ ＋ ln xn

　 － ln（a ＋ x１ ） － ln（x１ ＋ x２ ） － ⋯ － ln（xn －１ ＋ xn ） － ln（xn ＋ b） ．

显然 ，f 与 g的极值点是相同的 ，故转而考察 g ．立出偏导方程组

g′x１ ＝
１
x１ －

１
a ＋ x１ －

１
x１ ＋ x２ ＝ ０ ，

g′x
２
＝

１
x２ －

１
x１ ＋ x２ －

１
x２ ＋ x３ ＝ ０ ，

　 　 　 　 　 ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

g′xn ＝
１
xn －

１
xn －１ ＋ xn －

１
xn ＋ b ＝ ０ ．

从第一个方程可解出 x２ ＝ x２１ ／a ，第二个方程可解出 x３ ＝ x２２ ／x１ ＝ x３１ ／a２ ，⋯ ，又从最后一个方程

可解出 b＝ x２n ／xn － １ ＝ xn ＋ １
１ ／an ．由此又算得 x１ ＝ a（b／a）１／（n ＋ １）

．这就是说 ，临界点（记为 X０ ）可用

几何级数列写出 ：

x１ ＝ aq ，　 x２ ＝ aq２ ，⋯ ，　 xn ＝ aqn 　 （q ＝ （b／a）１／（n＋ １） ） ．

　 　再求二阶偏导数 ，我们有

g″x
１
x
１
＝ －

１

x２１ ＋
１

（a ＋ x１ ）２ ＋
１

（x１ ＋ x２ ）２ ，

g″x
１
x
２
＝

１

（x１ ＋ x２ ）２ ，　 g″x
１
x j ＝ ０ 　 （ j ＝ ３ ，４ ，⋯ ，n） ，

g″xk x k －１ ＝
１

（xk －１ ＋ xk ）２ ，　 g″xk x k ＝ －
１

x２k ＋
１

（xk －１ ＋ xk ）２ ＋
１

（xk ＋ xk ＋ １ ）２ ，

g″xk x k＋ １ ＝
１

（xk ＋ xk＋ １ ）２ ，　 g″xk x j ＝ ０（ j ＝ １ ，２ ，k － １ ，k ＋ ２ ，⋯ ，n ；k ＝ ２ ，３ ，⋯ ，n － １） ，
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g″xn x n －１ ＝
１

（xn －１ ＋ xn ）２ ，　 g″xn x n ＝ －
１

x２n ＋
１

（xn －１ ＋ xn ）２ ＋
１

（xn ＋ b）２ ，

g″xn x j ＝ ０ 　 （ j ＝ １ ，２ ，⋯ ，n － ２） ．

从而可知它们在临界点处的值为（ai j ＝ g″xi x j ）

a１１ ＝
－ ２

a２ q（１ ＋ q）２ ，　 a１２ ＝
１

a２ q２ （１ ＋ q）２ ，　 a１ j ＝ ０（ j ＝ ３ ，⋯ ，n） ；

ak k －１ ＝
１

a２ q２k －２ （１ ＋ q）２ ，　 akk ＝
－ ２

a２ q２k －１ （１ ＋ q）２ ，　 ak k ＋ １ ＝
１

a２ q２k （１ ＋ q）２ ；

ak j ＝ ０（ j ＝ １ ，２ ，⋯ ，k － １ ，k ＋ ２ ，⋯ ，n ；k ＝ ２ ，３ ，⋯ ，n － １） ；

an n －１ ＝
１

a２ q２n －２ （１ ＋ q）２ ，　 ann ＝
－ ２

a２ q２ n －１ （１ ＋ q）２ ；　 anj ＝ ０（ j ＝ １ ，２ ，⋯ ，n － ２） ．

　 　现在来考察二次型 d２ g（X０ ） ＝ ∑
n

i ，j ＝ １

ai j d xid xj ．注意到上述之各 ai j中均含有因子 １／a２ （１ ＋

q２ ） ，故可得（上例记法）

Am ＝
１

［a（１ ＋ q）］２m

－ ２

q
１

q２ ０ ０ ⋯ ０ ０

１

q３
－ ２

q３
１

q４ ０ ⋯ ０ ０

０
１

q４
－ ２

q５
１

q６ ⋯ ０ ０

… … … … … …

０ ０ ０ ０ ⋯
１

q２m －２
－ ２

q２m －１

．

将其变为三角阵

Am ＝
１

［a（１ ＋ q）］２m

－ ２

q
１

q２ ０ ０ ⋯ ０

０
－ ３

２q３
１

q４ ０ ⋯ ０

０ ０ －
４

３q５
１

q６ ⋯ ０

… … … … …

０ ０ ０ ０ ⋯ －
m ＋ １

mq２m －１

，

由此可得 Am ＝ （ － １）
m
（m＋ １）／［a（１ ＋ q）］２mqm

２

，且不难推知 A１ ＜ ０ ，A２ ＞ ０ ，A３ ＜ ０ ，⋯ ．这说明上
述二次型是负定的 ，也就是说函数 g ，随之 f 在点 X０ 处达到最大值 ．

４畅２ 　条件极值问题

定理 4畅2畅1 　设函数 y ＝ f （x１ ，x２ ，⋯ ，xn ）在约束条件
φ１ （x１ ，x２ ，⋯ ，xn ） ＝ ０ ，

φ２ （x１ ，x２ ，⋯ ，xn ） ＝ ０ ，

⋯ ⋯

φm （x１ ，x２ ，⋯ ，xn ） ＝ ０

　 （m ＜ n）
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下有极值点 X０ （x（０）１ ，x（０）２ ，⋯ ，x（０）n ） ，函数 f 与约束函数 φi （i＝ １ ，２ ，⋯ ，m）在 X０ 邻域内属于 C（１）

类 ，且 Jacobi矩阵
抄φ１
抄 x１

抄φ１

抄 x２
⋯

抄φ１
抄 xnxn

… … …

抄φm
抄 x１

抄φm

抄 x２
⋯

抄φm

抄 xn X
０

的秩为 m ，则存在常数 λ１ ，λ２ ，⋯ ，λm ，使点 X０ 满足条件

抄 f（X０ ）

抄 xi ＋ λ１
抄φ１ （X０ ）

抄 xi ＋ ⋯ ＋ λm
抄φm （X０ ）

抄 xi ＝ ０ 　 （i ＝ １ ，２ ，⋯ ，n） ，

φj （X０ ） ＝ ０ 　 （ j ＝ １ ，２ ，⋯ ，m） ．

①

为了便于记忆 ，我们引进 n＋ m个变量的函数（Lagrange乘子法）

F ＝ f ＋ λ１ φ１ ＋ λ２ φ２ ＋ ⋯ ＋ λm φm ，

则条件极值的必要条件 ① ，形式上化为函数 F一般极值的必要条件
抄F（X０ ）

抄 xi ＝ ０ 　 （i ＝ １ ，２ ，⋯ ，n） ，

抄F（X０ ）

抄λj
＝ ０ 　 （ j ＝ １ ，２ ，⋯ ，m） ．

　 　在一般极值充分条件讨论中 ，若 X０ （x（０）１ ，x（０）２ ，⋯ ，x（０）n ）是 f （x１ ，x２ ，⋯ ，xn ）的非退化临界
点 ，根据 Hesse矩阵 H f （X０ ）是正定 、负定和不定 ，可得出 X０ 是函数的极小点 、极大点和鞍点 ．

求函数的 Hesse矩阵可以通过求函数在 X０ 点的二阶微分得到 ：

d２ f （X０ ） ＝ ∑
n

i ，j ＝ １

f xi x j （X０ ）dxid xj ＝ （d x１ d x２ ⋯ d xn ）H f （X０ ）

dx１
dx２
…

dxn
．

　 　求条件极值的充分条件 ，归结为求通常极值的充分条件 ．设在定理 ４畅２畅１的约束方程中能

把变量 x１ ，x２ ，⋯ ，xm 解成 xm ＋ １ ，⋯ ，xn 的函数 ，把它们代入目标函数 f ，求 f 的二阶微分 ，得

d２ f ＝ ∑
n

i ，j ＝ １

f″xi x j （X０ ）dxid xj ＋ f′x
１
（X０ ）d２ x１ ＋ ⋯ ＋ f′xm （X０ ）d２ xm ．

然后通过约束条件 ，求出二阶微分 d２ x１ ，⋯ ，d２ xm ，代入上式得关于自由变量 xm ＋ １ ，⋯ ，xn 的二阶
微分 ，根据这个二阶微分是正定 、负定 、不定 ，得出 X０ 是极小点 、极大点和非极值点 ．这样做需要

求二阶微分 d２ x１ ，⋯ ，d２ xm ．下面介绍不必求二阶微分的方法 ．

注意到 F＝ f ＋ λ１ φ１ ＋ ⋯ ＋ λm φm 中用隐函数 x１ ，⋯ ，xm 代入时 ，相当于 f 用隐函数代入 ，以

及 X０ 是 F的临界点 ，即得

d２ f ＝ d２ F＝ ∑
n

i ，j ＝ １

F″x i x j （X０ ）dxid xj ＋ F′x
１
（X０ ）d２ x１ ＋ ⋯ ＋ F′xm （X０ ）d２ xm

＝ ∑
n

i ，j ＝ １

F″x i x j （X０ ）dxid xj ．
　 　这样 ，只要求出一阶微分 d x１ ，⋯ ，d xm 代入上式 ，就得到 f 关于自由变量 xm ＋ １ ，⋯ ，xn 的二
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阶微分 ．根据该二阶微分是正定 、负定和不定 ，即可得 X０ 是条件极值的极小点 、极大点和鞍点 ．

注 　若 f （x ，y）是齐次函数 ，则其极值点必为最值点 ．

例 4畅2畅1 　解答下列问题 ：

（１）试求 f （x ，y ，z） ＝ xm y n z k （m ＞ ０ ，n ＞ ０ ，k ＞ ０）在条件 x ＋ y ＋ z ＝ a下的极
值 ，其中 x ＞ ０ ，y ＞ ０ ，z ＞ ０ ，a＞ ０ ．

（２）试求 f （x ，y ，z）＝ x２ ＋ y２ ＋ z２ 在条件 x２ ／a２ ＋ y２ ／b２ ＋ z２ ／c２ ＝ １（a＞ ０ ，b ＞
０ ，c＞ ０）下的极值 ．

（３）试求 f （x ，y ，z） ＝ A x２ ＋ By２ ＋ Cz２ ＋ ２Dyz ＋ ２Ez x ＋ ２Fxy在约束 x２
＋

y２ ＋ z２ ＝ １下的最大值 ．

解 　 （１）易知 f （x ，y ，z）与 g（x ，y ，z） ＝ ln f （x ，y ，z）的极值点相同 ，故只需考

察在条件 x ＋ y ＋ z ＝ a下函数 g（x ，y ，z）＝ mln x ＋ nlny ＋ kln z的极值 ．

采用 Lagrange乘子法 ，作辅助函数

F（x ，y ，z） ＝ mln x ＋ nln y ＋ kln z ＋ λ（x ＋ y ＋ z － a） ，

并求解偏导方程组

F′x ＝ m／x ＋ λ ＝ ０ ，

F′y ＝ n／y ＋ λ ＝ ０ ，

F′z ＝ k／z ＋ λ ＝ ０ ；

　 x ＋ y ＋ z ＝ a ，

则可得可能的极值点 X０ ＝ （x０ ，y０ ，z０ ）为
x０ ＝ mt０ ，y０ ＝ nt０ ， z０ ＝ kt０ 　 （t０ ＝ a／（m ＋ n ＋ k）） ．

　 　再看二阶微分 d２ F＝ －
m
x２ dx２ －

n
y２ dy２ －

k
z ２ d z２ 在 X０ 点处的值 ，即得

d２ F（X０ ） ＝ －
dx２
mt２０ ＋

dy２
nt２０ ＋

dz ２
k t２０ ＜ ０ ．

由此知 ，g随之 f 在点 X０ 处达到最大值 ：mmnnkk am ＋ n ＋ k
／（m ＋ n＋ k）m ＋ n ＋ k

．

（２）作辅助函数

F（x ，y ，z） ＝ x２ ＋ y２ ＋ z２ ＋ λ（x２ ／a２ ＋ y２ ／b２ ＋ z２ ／c２ － １） ．

又立方程组

F′x ＝ ２ x － ２λx ／a２ ＝ ０ ，

F′y ＝ ２ y － ２λy ／b２ ＝ ０ ，

F′z ＝ ２ z － ２λz ／c２ ＝ ０ ，

　
x２
a２ ＋

y２
b２ ＋

z２
c２ ＝ １ ．

易知有解

λ１ ＝ － c２ ，X１ ＝ （０ ，０ ，c） ；　 λ２ ＝ － c２ ，X２ ＝ （０ ，０ ，－ c） ；

λ３ ＝ － a２ ，X３ ＝ （a ，０ ，０） ；　 λ４ ＝ － a２ ，X４ ＝ （－ a ，０ ，０） ；

λ５ ＝ － b２ ，X５ ＝ （０ ，b ，０） ；　 λ６ ＝ － b２ ，X６ ＝ （０ ，－ b ，０） ．

因为 d２ F＝ ２（１ ＋ λ／a２ ）d x２ ＋ ２（１ ＋ λ／b２ ）dy２ ＋ ２（１ ＋ λ／c２ ）d z２ ，所以有
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d２ F（Xi ，λi ） ＝ ２（１ － c２ ／a２ ）dx２ ＋ ２（１ － c２ ／b２ ）dy２ ＞ ０ 　 （i ＝ １ ，２） ；

d２ F（Xi ，λi ） ＝ ２（１ － a２ ／b２ ）dy２ ＋ ２（１ － a２ ／c２ ）d z２ ＜ ０ 　 （i ＝ ３ ，４） ，

函数 f 在点 X１ ，X２ 处取极小值 c２ ；在 X３ ，X４ 处取极大值 a２ ；在点 X５ ，X６ 处 ，由于

d２ F（Xi ，λi ） ＝ ２（１ － b２ ／c２ ）d z２ ＜ ０ 　 （dx ＝ ０ ，d z ≠ ０ ；i ＝ ５ ，６） ；

d２ F（Xi ，λi ） ＝ ２（１ － b２ ／a２ ）d x２ ＞ ０ 　 （dx ≠ ０ ，d z ＝ ０ ；i ＝ ５ ，６） ，

故点 X５ ，X６ 不是 f 的极值点 ．

（３）根据题设 ，可令 x ＝ sinφcosθ ，y ＝ sinφsinθ ，z ＝ cosφ ，作辅助函数 G（x ，y ，

z）＝ f （x ，y ，z） － λ（x２ ＋ y２ ＋ z２ － １） ，并解方程组

G′x ＝ f′x － ２ xλ ＝ ２（Ax ＋ Fy ＋ Ez － λx ） ＝ ０ ，

G′y ＝ f′y － ２yλ ＝ ２（Fx ＋ By ＋ Dz － λy） ＝ ０ ，

G′z ＝ f′z － ２ z λ ＝ ２（Ex ＋ Dy ＋ Cz － λz ） ＝ ０ ，

　 x２ ＋ y２ ＋ z２ － １ ＝ ０ ，

或

（A － λ）x ＋ Fy ＋ Ez ＝ ０ ，

Fx ＋ （B － λ）y ＋ Dz ＝ ０ ，

Ex ＋ Dy ＋ （C － λ）z ＝ ０ ，

　 x２ ＋ y２ ＋ z２ － １ ＝ ０ ． ①

注意到命题的最大值必存在 ，故定有非零解（x０ ，y０ ，z０ ） ．因此 ，我们知道该方程组

的行列式必为 ０ ．即

A － λ F E
F B － λ D
E D C － λ

＝ ０ 　 或 　 λ是

A F E
F B D
E D C

的特征值 ．

用 x０ ，y０ ，z０ 代入式 ① ，并依次以 x０ ，y０ ，z０ 乘各式 ，再相加可得

Ax２
０ ＋ By２

０ ＋ Cz ２０ ＋ ２Dy０ z０ ＋ ２Ez ０ x０ ＋ ２Fx０ y０ － λ（x２０ ＋ y２０ ＋ z２０ ） ＝ ０ ．

由 x２０ ＋ y２０ ＋ z２０ ＝ １可知 λ＝ f （x０ ，y０ ，z０ ） ，这是 f （x ，y ，z）在单位球面上的最大值 ．

例 4畅2畅2 　解答下列问题 ：

（１）试求 f （x ，y ，z）＝ x yz在条件 x２
＋ y２ ＋ z２ ＝ １ ，x ＋ y ＋ z ＝ ０下的极值 ．

（２）试求 f （x ，y ，z）＝ x２ ＋ y２ ＋ z２ 在条件
（x２ ＋ y２ ＋ z２ ）２ ＝ a２ x２ ＋ b２ y２ ＋ c２ z２ ，　 lx ＋ my ＋ nz ＝ ０

下的极值 ．

（３）试求 f （x ，y ，z）＝ x２ ／a２ ＋ y２ ／b２ ＋ z２ ／c２ 在条件
x２ ＋ y２ ＋ z２ ＝ １ ，　 xcosα ＋ ycosβ ＋ zcosγ ＝ ０

下的极值 ，其中 a＞ b＞ c＞ ０ ，cos２ α＋ cos２ β＋ cos２ γ＝ １ ．

（４）试求 f （x ，y ，z）＝ x２ ／a４ ＋ y２ ／b４ ＋ z２ ／c４ 在条件
x２
a２ ＋

y２
b２ ＋

z２
c２ ＝ １ ，　 lx ＋ my ＋ nz ＝ ０
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下的极值 ．

解 　 （１）作辅助函数

F（x ，y ，z） ＝ xyz ＋ λ（x２ ＋ y２ ＋ z２ － １） ＋ μ（x ＋ y ＋ z） ，

并解方程组

F′x ＝ yz ＋ ２λx ＋ μ ＝ ０ ，

F′y ＝ xz ＋ ２λy ＋ μ ＝ ０ ，

F′z ＝ xy ＋ ２λz ＋ μ ＝ ０ ，

　
x２ ＋ y２ ＋ z２ ＝ １ ，

x ＋ y ＋ z ＝ ０ ，

得到可能的极值点六个 ：

λ＝
１

２ ６
：X１ ＝

１

６
，
１

６
，
－ ２

６
，X２ ＝

１

６
，
－ ２

６
，
１

６
，

X３ ＝
－ ２

６
，
１

６
，
１

６
，λ ＝

－ １

２ ６
：X４ ＝

－ １

６
，
－ １

６
，
２

６
，

X５ ＝
－ １

６
，
２

６
，－

１

６
，X６ ＝

２

６
，－

１

６
，－

１

６
．

　 　再看二阶微分（注意条件）

d２ F ＝ ２λ（dx２ ＋ dy２ ＋ d z２ ） ＋ ２（zd xdy ＋ yd xd z ＋ xdyd z） ，

xd x ＋ ydy ＋ zd z ＝ ０ ，　 d x ＋ dy ＋ d z ＝ ０ ．

　 　从而知 ：对 X１ ，X４ ，有 x ＝ y ＝ ２λ ，z ＝ － ４λ ，故知

d２ F ＝ ２λ［（d x － dy）２ ＋ d z２ ＋ dx２ ＋ dy２ ］ ．

因此 ，在 λ＜ ０（即在点 X４ 处）时 ，有 d２ F＜ ０ ，函数 f 在 X４ 处达到极大值 １／３ ６ ；在

λ＞ ０（即在 X１ 处）时 ，有 d２ F＞ ０ ，函数 f 在 X１ 处达到极小值 － １／３ ６ ．

类似地可推知 ，在点 X５ ，X６ 处 ，函数 f 达到极大值 １／３ ６ ；在点 X２ ，X３ 处 ，f
达到极小值 － １／３ ６ ．

（２）作辅助函数

F（x ，y ，z）＝ x２ ＋ y２ ＋ z２ ＋ λ｛（x２ ＋ y２ ＋ z２ ）２ － （a２ x２ ＋ b２ y２ ＋ c２ z２ ）｝
　 ＋ μ（lx ＋ my ＋ nz ） ，

并建立方程组

F′x ＝ ２ x ＋ ４λx（x２ ＋ y２ ＋ z２ ） － ２a２ λx ＋ μ l ＝ ０ ，

F′y ＝ ２y ＋ ４λy（x２ ＋ y２ ＋ z２ ） － ２b２ λy ＋ μm ＝ ０ ，

F′z ＝ ２ z ＋ ４λz （x２ ＋ y２ ＋ z２ ） － ２c２ λz ＋ μn ＝ ０ ，

①

②

③

以 x乘式 ① ，y乘式 ② ，z乘式 ③ ，再相加可得（r ＝ x２ ＋ y２ ＋ z２ ）
２ r２ ＋ ４λr４ － ２λ（a２ x２ ＋ b２ y２ ＋ c２ z２ ） ＋ μ（lx ＋ my ＋ nz ） ＝ ０ ．

以题设条件代入上式 ，可知

２ r２ ＋ ２λr４ ＝ ０ ，　 λ ＝ － １／r２ 　 （r ≠ ０） ．
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将此式又代入式 ① ，② ，③ ，即解出

x ＝
－ μl r２

２（a２ － r２ ） ，　 y ＝
－ μm r２

２（b２ － r２ ） ，　 z ＝
μn r２

２（c２ － r２ ） ．

　 　现在 ，将上述等式代入 lx ＋ mx ＋ ny ＝ ０ ，我们有

l２
a２ － r２ ＋

m２

b２ － r２ ＋
n２

c２ － r２ ＝ ０ ．

由此解出关于 r２ 的两个根 ，就可得到极大 、极小值 ．

（３）令 F（x ，y ，z） ＝ x２
a２ ＋

y２
b２ ＋

z２
c２ － λ（x２ ＋ y２ ＋ z２ － １） ＋ μ（xcosα ＋ ycosβ＋

zcosγ） ，并立出偏导方程组

F′x ＝ ２ x
a２ － ２λx ＋ μcosα ＝ ０ ，

F′y ＝ ２ y
b２ － ２λy ＋ μcosβ ＝ ０ ，

F′z ＝ ２ z
c２ － ２λz ＋ μcosγ ＝ ０ ．

④

从 x乘上述第一个方程 ，y乘第二个方程 ，z乘第三个方程 ，再相加 ，可得等式

２
x２
a２ ＋

y２
b２ ＋

z２
c２ － ２λ（x２ ＋ y２ ＋ z２ ） ＋ μ（xcosα ＋ ycosβ ＋ zcosγ） ＝ ０ ．

注意到约束条件 ，又得

x２
a２ ＋

y２
b２ ＋

z２
c２ － λ ＝ ０ ，　 λ ＝ μ ．

由此即知 ，函数 f 的最大值就是 λ的最大值 ，f 的最小值就是 λ的最小值 ．

在式（４）中解 x ，y ，z ，再在所得等式两端各乘以 cosα ，cosβ ，cosγ ，不难推出（注

意 xcosα＋ ycosβ＋ zcosγ＝ ０）

cos２ α １

a２ － λ ＋ cos２ β １

b２ － λ ＋ cos２ γ １

c２ － λ ＝ ０ ，

λ
２
－ λ

sin２
α

a２ ＋
sin２

β

b２ ＋
sin２

γ

c２ ＋
cos２ α
c２ b２ ＋

cos２ β
a２ c２ ＋

cos２ γ
a２ b２ ＝ ０ ．

若记 λ１ ，λ２ 是上述方程之解 ，且 λ１ ＜ λ２ ，那么 f 之最大值为 λ２ ，最小值为 λ１ ．

（４）令 F（x ，y ，z）＝ f （x ，y ，z） ＋ λ
x２
a２ ＋

y２
b２ ＋

z２
c２ － １ ＋ μ（ lx ＋ my ＋ nz） ，并解

偏导方程组

F′x ＝ ２ x／a４ ＋ ２λx ／a２ ＋ μ l ＝ ０ ，

F′y ＝ ２ y／b４ ＋ ２λy ／b２ ＋ μm ＝ ０ ，

F′z ＝ ２ z／c４ ＋ ２λz ／c２ ＋ μn ＝ ０ ，

⑤

⑥

⑦
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以 x乘式 ⑤ ，y乘 ⑥ ，z乘式 ⑦ ，再相加 ，可得

２
x２
a４ ＋

y２
b４ ＋

z２
c４ ＋ ２λ

x２
a２ ＋

y２
b２ ＋

z２
c２ ＋ μ（lx ＋ my ＋ nz ） ＝ ０ ．

由此即知 ２ f （x ，y ，z）＋ ２λ＝ ０ ，即在极值点上 f （x ，y ，z）＝ － λ ．

从式 ⑤ ，⑥ ，⑦中求出 x ，y ，z ，代入 lx ＋ my ＋ nz ＝ ０ ，有

a４ l２
１ ＋ a２ λ ＋

b４ m２

１ ＋ b２ λ ＋
c４ n２

１ ＋ c２ λ ＝ ０ ． ⑧

　 　因为我们的目标是 ，在椭球面 x２
a２ ＋

y２
b２ ＋

z２
c２ ＝ １与平面 lx ＋ my ＋ nz ＝ ０的交线

上求 f （x ，y ，z）的极值 ，所以极值必存在 ．从而解式 ⑧可得 ．

例 4畅2畅3 　解答下列问题 ：

（１）试求 f （x ，y）＝ x２ ＋ y２ － １２ x ＋ １６ y在 珡D ：x２ ＋ y２ ≤ ２５上的最值 ．

（２）试求 f （x ，y ，z）＝ x３ ＋ y３ ＋ z３ － ３ xy z在 珡D ：x２ ＋ y２ ＋ z２ ≤ １上的最值 ．

解 　 （１）易知 f （x ，y）必取到最大 、最小值 ．由于方程组

f′x ＝ ２ x － １２ ＝ ０ ，　 f′y ＝ ２ y ＋ １６ ＝ ０

在 D ：x２ ＋ y２ ＜ ２５上无解 ，故 f （x ，y）的极值在抄 珡D ：x２ ＋ y２ ＝ ２５上取 ．作辅助函数

F（x ，y） ＝ x２ ＋ y２ － １２ x ＋ １６ y ＋ λ（２５ － x２ － y２ ） ，

并从方程组

F′x ＝ ２ x － １２ － ２λx ＝ ０ ，　 F′y ＝ ２ y ＋ １６ － ２λy ＝ ０

解出两个可能的极值点 ：X１ ＝ （３ ，－ ４） ，X２ ＝ （ － ３ ，４） ．由 f （３ ，－ ４） ＝ － ７５ ，f （ － ３ ，

４）＝ １２５可知 f （x ，y）的最大值是 １２５ ，最小值是 － ７５ ．

（２）首先 ，求出 f 在 x２
＋ y２ ＋ z２ ＝ k上的极值 ，为此作辅助函数

F（x ，y ，z） ＝ x３ ＋ y３ ＋ z３ － ３ xy z － λ（x２ ＋ y２ ＋ z２ － k） ．

并求解偏导方程组（x２ ＋ y２ ＋ z２ ＝ k）
F′x ＝ ３ x２ － ３ yz － ２λx ＝ ０ ，

F′y ＝ ３y２ － ３ xz － ２λy ＝ ０ ，

F′z ＝ ３ z２ － ３ xy － ２λz ＝ ０ ，

①

②

③

易知由此可导出 ３ f （x ，y ，z） － ２λk ＝ ０ ，即在极值点上 f ＝ ２λk／３ ．

以 y乘式 ① － x乘式 ② ，得（x － y）（xy ＋ yz ＋ z x）＝ ０ ，

以 z乘式 ② － y乘式 ③ ，得（y － z）（xy ＋ y z ＋ z x）＝ ０ ．

（i）在 x ＝ y ＝ z ＝ ± k／３时 ，有 λ＝ ０ ，故 f ＝ ０ ．

（ii）在 x ＝ y ，且 y z ＋ z x ＋ xy ＝ ０ ；或 y ＝ z ，y z ＋ z x ＋ x y ＝ ０时 ，有 f ＝ ± k３ ／２ ．

（iii）在 x ，y ，z之值均不相同 ，且 yz ＋ z x ＋ xy ＝ ０ 时 ，由（x ＋ y ＋ z）２ ＝ x２ ＋
y２ ＋ z２ ＝ k可知

f ＝ （x ＋ y ＋ z）（x２ ＋ y２ ＋ z２ － xy － yz － zx ） ＝ ± k３／２ ．
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由此即知 ，f 之最大值为 k３／２ ，最小值为 － k３／２ ．

其次 ，再考察 f 在条件 ０ ≤ k ≤ １时的最值 ．由上述推理得知 ，此时 f 的最大值
是 １ ，最小值是 － １ ．故对 ０ ＜ k ≤ １ ，f 的最值在区域 ０ ＜ x２ ＋ y２ ≤ １的边界上达到 ．

例 4畅2畅4 　解答下列问题（用一般极值求法解条件极值） ：

（１）试论 z ＝ f （x ，y）在条件 φ（x ，y）＝ ０下的极值 ，其中 f （x ，y） ，φ（x ，y）有连
续二阶偏导数 ．

（２）试求 f （x ，y ，z）＝ （x ＋ １）（y ＋ １）（z ＋ １）在条件 ax by c z ＝ k下的极值 ，其中

a＞ ０ ，b＞ ０ ，c ＞ ０ ．

解 　 （１）由
dy
d x ＝ － φ′x ／φ′y可知

d２ y
d x２ ＝ － ［φ″x x （φ′y ）

２
－ ２φ″x y φ′x φ′y ＋ φ″y y （φ′x ）

２
］／（φ′y ）

３
．

现将极值点满足的条件 z′x ＝ f′x ＋ f′y dyd x ＝ ０写为

f′x （x ，y）φ′y （x ，y） － f′y （x ，y）φ′x （x ，y） ＝ ０ ，

并使它与 φ（x ，y）＝ ０联立解出点（x０ ，y０ ） ．

为判定其极值情形 ，将上述结果代入式

z″x x ＝ f″x x ＋ ２ f″x y
dy
dx ＋ f″y y

dy
dx

２

＋ f′y
d２ y
d x２ ，

可得

z″x x ＝ １

（φ′y ）
３ ｛ f″x x （φ′y ）２ － ２ f″x y φ′x φ′y ＋ f″y y （φ′x ）２ － φ″x x f′y φ′y ＋ ２φ″x y f′y φ′x － φ″y y φ′x f′y｝

扯 D／（φ′y ）３ ．

从而知 ，当 D｜（ x
０
，y
０
） ＞ ０时 ，z 取到极小值 ；当 D｜（ x

０
，y
０
） ＜ ０时 ，z取到极大值 ．

（２）对条件方程取对数 ：xlna＋ ylnb ＋ zlnc ＝ lnk ，且记 lna＝ A ，lnb ＝ B ，lnc ＝
C ，则命题化为 ：求 f （x ，y ，z）在条件 A x ＋ By ＋ Cz ＝ K（K ＝ lnk）下的极值 ．

采用代入法 ，化条件极值为一般极值 ，即从条件中解出 z代入 f ，则 f 写为

f （x ，y） ＝ （x ＋ １）（y ＋ １）
K － Ax － By

C ＋ １ ．

求解偏导方程组

f′x ＝ （y ＋ １）（K ＋ C － A － ２Ax － By）／C ＝ ０ ，

f′y ＝ （x ＋ １）（K ＋ C － B － Ax － ２By）／C ＝ ０ ，

可得解 ：

X１ ：
x１ ＝ （K － ２A ＋ B ＋ C）／３A ，

y１ ＝ （K ＋ A － ２B ＋ C）／３B ；
　 X２ ：

x２ ＝ － １ ，

y２ ＝ － １ ；
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X３ ：
x３ ＝ － １ ，

y３ ＝ （K ＋ A ＋ C）／B ；
　 X４ ：

x４ ＝ （K ＋ B ＋ C）／A ，

y４ ＝ － １ ．

再求二阶偏导 ，易知

f″x x ＝ －
２A
C （y ＋ １） ，f″y y ＝ －

２B
C （x ＋ １） ，f″x y ＝

K － A － B ＋ C － ２（Ax ＋ By）
C ．

从而我们有

（i）在点 X２ ，X３ ，X４ 处 ，由 Δ２ ＜ ０可知 ，f 无极值 ．

（ii）在点 X１ 处 ，由 Δ２ ＝ （K ＋ A ＋ B ＋ C）２ ／３C２
＞ ０ ，以及

f″x x ＝ － ２A（K ＋ A ＋ B ＋ C）
３BC ＝

－ ２lna· ln（abck）
３lnb · lnc ，

再记 S ＝ lna· lnb · lnc · ln（abck） ，则当 S ＜ ０时 f 达到极小值 ，当 S ＞ ０时达到极

大值 ，其值为 ± ［ln（abck）］３ ／（lna）３ （lnb）３ （lnc）３ ．

　 　例 4畅2畅5 　解答下列问题 ：

（１）设有边长为 a的等边三角形 △ ABC ，从其内部一点 P向三个边引垂线 ，且

分别交于点 D ，E ，F ．试求点 P的位置 ，使得三角形 △ DEF的面积最大 ．

（２）试求椭球面 x２
a２ ＋

y２
b２ ＋

z２
c２ ＝ １的内接最大长方体的体积 ．

（３）对边长为 a ，b ，c的 △ ABC ，试在其上作高为 h的锥体 ，使其侧面积最小 ．

解 　 （１）记从点 P到各边的距离为 x ，y ，z ，注意到 ∠ DPE＝ ∠ DPF＝ ∠ EPF＝
２π／３ ，故知 △ DEF之面积为

S ＝
１
２
sin ２π

３
· （xz ＋ xy ＋ yz ） ＝

３
４

（xz ＋ xy ＋ yz ） ．

又注意到 △ ABC的面积可用三个小三角形表示 ，故又知

１
２
ax ＋

１
２
ay ＋

１
２
az ＝

１
２
a· ３

２
a ，　 或 　 x ＋ y ＋ z ＝ ３ a／２ ．

问题化为函数 f （x ，y ，z） ＝ ３ （xy ＋ x z ＋ y z）／４ 在条件 x ＋ y ＋ z ＝ ３ a／２ 下的
极值 ．

（i）令 F（x ，y ，z）＝ ３（xy ＋ yz ＋ x z）／４ ＋ λ（x ＋ y ＋ z － ３ a／２） ，并立方程组

F′x ＝ ３
４

（y ＋ z） ＋ λ ＝ ０ ，

F′y ＝ ３
４

（x ＋ z） ＋ λ ＝ ０ ，

F′z ＝ ３
４

（x ＋ y） ＋ λ ＝ ０ ，

　 x ＋ y ＋ z ＝
３ a
２

，
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易知有唯一解 x０ ＝ y０ ＝ z０ ＝ ３ a／b ．
（ii）显然 ，不存在最小面积 ，因此 △ DEF之最大面积在（x０ ，y０ ，z０ ）处达到 ．

（２）易知 ，此内接长方体的六个面必分别平行于坐标平面 ．假定此内接长方体

在第一象限中的顶点坐标为 （x ，y ，z ） ，那么由对称性可得该长方体之体积为

８ xy z ．从而问题归结为求函数 f （x ，y ，z） ＝ ８ xy z 在条件 x２
／a２ ＋ y２ ／b２ ＋ z２ ／c２ ＝ １

下的最大值问题 ．

作 F（x ，y ，z）＝ x y z ＋ λ（x２ ／a２ ＋ y２ ／b２ ＋ z２ ／c２ － １） ，其中 x ＞ ０ ，y ＞ ０ ，z ＞ ０ ，并

立方程组

F′x ＝ yz ＋ ２λ
x
a２ ＝ ０

F′y ＝ xz ＋ ２λ
y
b２ ＝ ０ ，

F′z ＝ xy ＋ ２λ
z
c２ ＝ ０ ，

　
x２
a２ ＋

y２
b２ ＋

z２
c２ ＝ １ ．

从中可得出唯一解 x０ ＝ a／ ３ ，y０ ＝ b／ ３ ，z０ ＝ c／ ３ ．根据几何性质不难推知 ，该椭

球面之内接长方体在第一象限的顶点为（a／ ３ ，b／ ３ ，c／ ３）时达到最大体积

V ＝ ８ ·
a
３

b
３

c
３

＝
８

３ ３
abc ．

　 　 （３）记锥顶为 H ，它在平面上投影点为 O ，且记从点 O向边 a ，b ，c各作垂线之
长度为 x ，y ，z ，则知该锥体之侧面积为

S ＝
１
２
a h２

＋ x２ ＋
１
２
b h２ ＋ y２ ＋

１
２
c h２ ＋ z２ ．

（其中 ，当 O与 △ ABC之内心在 BC同一侧时 ，有 x ＞ ０ ，否则 x ＜ ０ ．y与 z也类同 ．）由

△ ABC之面积 S△ ＝ （ax ＋ by ＋ cz ）／２ ，再令 ax ＋ by ＋ cz ＝ ２S△
扯 G ，可得

G ＝ p（p － a）（p － b）（p － c） ，　 　 p ＝ （a ＋ b ＋ c）／２ ．

　 　作函数 F（x ，y ，z）＝ a h２ ＋ x２ ＋ b h２ ＋ y２ ＋ c h２ ＋ z２ － λ（ax ＋ by ＋ cz － G） ，

则由 F′x ＝ F′y ＝ F′z ＝ ０可解出

λ ＝
x

h２ ＋ x２
＝

y
h２ ＋ y２

＝
z

h２ ＋ z２
．

　 　易知该问题必有最小值而无最大值 ，因此其最小值在 x ＝ y ＝ z （即点 O为
△ ABC之重心）时达到 ．此时有

S ＝
１
２

h２ ＋ r２ （a ＋ b ＋ c） ．

其中 r（内接圆半径）＝ ２ p（p － a）（p － b）（p － c）／（a＋ b＋ c） ．

例 4畅2畅6 　解答下列问题 ：
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（１）试求椭球面 x２ ／a２ ＋ y２ ／b２ ＋ z２ ／c２ ＝ １在第一象限中的切平面 ，使得

　 　 （i）它与各坐标轴的截距之和最小 ．

　 　 （ii）它与各坐标平面所围成的四面体体积最小 ．

（２）试求 z在椭圆抛物面 x２
＋ y２ ＝ ２ az与椭圆柱面 x２

＋ xy ＋ y２ ＝ a２ （a＞ ０）的

交线上的极值 ．

（３）试求有心二次曲线 A x２ ＋ ２Bxy ＋ Cy２ ＝ １（AC － B２
≠ ０）的半轴 ，其中 AC －

B２
＞ ０ ，A ＋ C＞ ０ ．

（４）试求椭球面 x２ ／３ ＋ y２ ＋ z２ ／２ ＝ １与平面 ２ x ＋ y ＋ z ＝ ０相交椭圆之面积 ．

（５）求圆锥面 az ＝ b x２
＋ y２ （a＞ ０ ，b＞ ０）与平面 z ＝ b所围成的锥体内最大

长方体的体积（该长方体的底面平行 xOy平面） ．

解 　 （１） （i）易知椭球面上点 P＝ （x ，y ，z）处的切平面为X x
a２ ＋

Y y
b２ ＋

Zz
c２ ＝ １ ，故

得截距各为 A ＝ a２ ／x ，B ＝ b２ ／y ，C＝ c２ ／z ．因此作函数

F（x ，y ，z） ＝
a２
x ＋

b２
y ＋

c２
z ＋ λ

x２
a２ ＋

y２
b２ ＋

z２
c２ － １ ．

从方程组 F′x ＝ ０ ，F′y ＝ ０ ，F′z ＝ ０可解出

x ＝ （a４ ／２λ）１／３ ，　 y ＝ （b４ ／２λ）１／３ ，　 z ＝ （c４ ／２λ）１／３ ．

代入椭球面方程 ，得到

a２ ／３ ＋ b２ ／３ ＋ c２／３ ＝ （２λ）
２／３

，　 ２λ ＝ （a２／３ ＋ b２／３ ＋ c２／３ ）３／２ ．

从而我们有

x ＝ （a４ ／２λ）１／３ ＝ a４ ／３ ／ a２／３ ＋ b２／３ ＋ c２／３ ，

y ＝ b４／３ a２／３ ＋ b２ ／３ ＋ c２／３ ，　 z ＝ c４／３ a２／３ ＋ b２／３ ＋ c２／３ ．

（ii）易知四面体之最小体积为 V ＝
１
６
ABC ＝

１
６
a２ b２ c２
x yz ．从而问题化为求 V ＝

xy z在条件 x２
／a２ ＋ y２ ／b２ ＋ z２ ／c２ ＝ １下的最大值 ．下略 ．

（２）视 f ＝ z ，且易知极值是存在的 ，作函数

F（x ，y ，z） ＝ z ＋ λ（x２ ＋ y２ － ２az ） ＋ μ（x２ ＋ xy ＋ y２ － a２ ） ，

并列出方程组

F′x ＝ ２λx ＋ ２μx ＋ μy ＝ ０ ，

F′y ＝ ２λy ＋ μx ＋ ２μy ＝ ０ ，

F′z ＝ １ － ２aλ ＝ ０ ，

①

②

③

以 x ，y ，２ z各乘式 ① ，② ，③ ，再相加 ，得到

z ＋ λ（x２ ＋ y２ － ２ az ） ＋ μ（x２ ＋ xy ＋ y２ ） ＝ ０ ．

由此以及原曲面方程关系 ，我们有 z ＋ μa２ ＝ ０ ，即 z ＝ － μa２ ．从式 ③可知 ２λ＝ １／a ，
而从式 ① ，②中消去 x ，y又可知
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４（λ ＋ μ）
２
－ μ

２
＝ ０ ，　 即 　 （２λ ＋ ３μ）（２λ ＋ μ） ＝ ０ ．

由此又得 μ＝ － ２λ或 μ ＝ － ２λ／３ ．将这些结果都代到 z ＝ － μa２ 中 ，导出结论 ：z 的
极大值是 a ，极小值 a／３ ．

（３）易知该曲线有中心（０ ，０） ，设点（x ，y）在曲线上 ，则问题化为求 f （x ，y） ＝
x２ ＋ y２ 在条件 A x２ ＋ ２Bxy ＋ Cy２ － １ ＝ ０下的极值 ．作函数

F（x ，y） ＝ x２ ＋ y２ ＋ λ（Ax２
＋ ２Bx y ＋ Cy２

－ １） ，

并解方程组

－
１
２
F′x ＝ （λA － １）x ＋ λBy ＝ ０ ，

－
１
２
F′y ＝ λBx ＋ （λC － １）y ＝ ０ ，

④

注意到问题必有非零解 ，故知
λA －１ λB
λB λC － １

＝ ０ ．设其两个根为 λ１ ，λ２ ，且代入

④ ，并记对应于 λ１ 的解为（x１ ，y１ ） ；对应于 λ２ 的解记为（x２ ，y２ ） ，则得（注意 A x２ ＋
２Bxy ＋ Cy２ ＝ １）

f （x１ ，y１ ） ＝ x２１ ＋ y２１ ＝ x１ ［λ１ （Ax１ ＋ By１ ）］ ＋ y１ ［λ１ （Bx１ ＋ Cy１ ）］

＝ λ１ （Ax２
１ ＋ ２Bx１ y１ ＋ Cy２

１ ） ＝ λ１ ．

类似地有 f （x２ ，y２ ） ＝ x２２ ＋ y２２ ＝ λ２ ．实际上 ，由行列式等于 ０可解出

λi ＝
（A ＋ C） ± （A ＋ C）２ － ４（AC － B２

）

２（AC － B２
）

　 （i ＝ １ ，２） ．

故 λ１ ≥ λ２ ＞ ０ ．易知 f 的最大 、最小值为 λ１ ，λ２ ，其所对应的曲线为椭圆 ，其长 、短轴

的平方各为 λ１ ，λ２ ．

（４）只需求出相交椭圆之长短轴即可 ．即求在交线点（x ，y ，z）处 x２ ＋ y２ ＋ z２

的最值 ，也就是求 f （x ，y ，z）＝ x２ ＋ y２ ＋ z２ ＝ r２ 在条件
x２ ／３ ＋ y２ ＋ z２ ／２ ＝ １ ，　 ２ x ＋ y ＋ z ＝ ０

下的极值 ．作函数

F（x ，y ，z） ＝ x２ ＋ y２ ＋ z２ ＋ λ
x２
３

＋ y２ ＋
z２
２

－ １ ＋ μ（２ x ＋ y ＋ z） ，

并立方程组 F′x ＝ ０ ，F′y ＝ ０ ，F′z ＝ ０ ，解出 λ＝ － r２ ，再代入 F′x ＝ ０可知（r２ － ３）x ＝ ３μ ．

若 r２ ＝ ３ ，则 μ＝ ０ ．代入 F′y ＝ ０ ，F′z ＝ ０ ，可得 y ＝ z ＝ ０ ．这不可能 ，因此 r２ － ３ ≠ ０ ，

由此解出 x ＝ ３μ／（r２ － ３） ．再依据 F′y ＝ ０ ＝ F′z ，导出 y ＝ μ／２（r２ － １） ，z ＝ μ／（r２ － ２） ．又

代入平面有

６μ

r２ － ３
＋

μ

２（r２ － １）
＋

μ

r２ － ２
＝ ０ ．

消去 μ ，可知 １５（r２ ）２ － ４９ r２ ＋ ３６ ＝ ０ ．解出根 r１ ，r２ （长短轴）
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r２１ r２２ ＝
３６
１５

＝
１２
５

，　 椭圆面积 ＝ πab ＝ π r１ r２ ＝ ２π ３／５ ．

　 　 （５）注意到对称性 ，在记此内接长方体位于第一象限之顶点为（x ，y ，z） ，则其

体积为 V ＝ ４ xy（b － z） ．从而问题归结为 ：求函数 f （x ，y ，z） ＝ ４ xy（b － z）在条件
a２ z２ ＝ b２ （x２ ＋ y２ ）下的极值 ．

作函数 F（x ，y ，z）＝ ４ x y（b － z）＋ λ［b２ （x２ ＋ y２ ） － a２ z２ ］ ，并解方程组

F′２ ＝ ４y（b － z） ＋ ２λb２ x ＝ ０ ，

F′y ＝ ４ x（b － z） ＋ ２λb２ y ＝ ０ ，

F′z ＝ － ４ xy － ２λa２ z ，
　 a２ z２ ＝ b２ （x２ ＋ y２ ） ．

易知有唯一解 ：x ＝ y ＝ ２ a／３ ，z ＝ ２b／３ ．根据问题的几何意义 ，其最大体积的长方

体将在它的位于第一象限的顶点（ ２ a／３ ，２ a／３ ，２b／３）处达到 ，其值为 ８a２ b／２７ ．

例 4畅2畅7 　解答下列问题 ：

（１）试求椭圆 x２ ＋ ４ y２ ＝ ４上一点 ，使得此点到直线 ２ x ＋ ３ y ＝ ６的距离最短 ．

（２）试求点 X０ ＝ （x０ ，y０ ，z０ ）到平面 T ：A x ＋ By ＋ Cz ＋ D ＝ ０的距离 ．

（３）试求原点到曲面 x y z ＝ １上距离的最近的点 ．

（４）试求抛物线 y ＝ x２ 与直线 x － y － ２ ＝ ０之间的距离 ．

解 　 （１）注意到点（x ，y）到该直线的距离公式为 d ＝ ｜２ x ＋ ３ y － ６ ｜／ １３ ，故问

题归结为在约束条件 x２ ＋ ４ y２ ＝ ４下求函数

f （x ，y） ＝ （２ x ＋ ３ y － ６）
２
／１３

下的最小值 ．从而令

F（x ，y） ＝ （２ x ＋ ３ y － ６）
２
／１３ ＋ λ（x２ ＋ ４y２ － ４） ，

并立方程组

F′x ＝ ４
１３

（２ x ＋ ３y － ６） ＋ ２λx ＝ ０ ，

F′y ＝ ６
１３

（２ x ＋ ３ y － ６） ＋ ８λy ＝ ０ ，

　 x２ ＋ ４ y２ － ４ ＝ ０ ，

得解 X１ ＝ （８／５ ，３／５） ，X２ ＝ （ － ８／５ ，－ ３／５） ．从而知 d｜X
１
＝ １／ １３ ，d｜X

２
＝ １１／ １３ ，

显然（８／５ ，３／５）就是所要求的点 ．

（２）从点 X０ 到 T上动点 X ＝ （x ，y ，z）的距离是
d ＝ （x － x０ ）２ ＋ （y － y０ ）２ ＋ （z － z０ ）２ ，

从而问题转化为求 d２ 在条件 A x ＋ By ＋ Cz ＋ D ＝ ０下的极值 ．作函数

F（x ，y ，z） ＝ d２ ＋ λ（Ax ＋ By ＋ Cz ＋ D） ．

则由 F′x ＝ ０ ＝ F′y ＝ F′z可解出
x ＝ x０ － λA ／２ ，　 y ＝ y０ － λB／２ ，　 z ＝ z０ － λC／２ ．

代入平面 T的方程 ，可得 λ＝ ２（A x０ ＋ By０ ＋ Cz０ ＋ D）／（A２
＋ B２

＋ C２
） ，因此
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d ＝ | A x０ ＋ By０ ＋ Cz ０ ＋ D | ／ A２
＋ B２

＋ C２
．

（３）问题归结为求 f （x ，y ，z）＝ x２ ＋ y２ ＋ z２ 在约束条件 xyz － １ ＝ ０下的最小

值 ．从而作函数

F（x ，y ，z） ＝ x２ ＋ y２ ＋ z２ ＋ λ（xy z － １） ，

并立方程组

F′x ＝ ２ x ＋ λyz ＝ ０ ，

F′y ＝ ２y ＋ λz x ＝ ０ ，

F′z ＝ ２ z ＋ λxy ＝ ０ ，

　 xy z － １ ＝ ０ ，

易得 λ＝ － ２ x／yz ＝ － ２y／x z ＝ － ２ z／xy ，以及

x
yz ＝

y
xz ，　

y
z x ＝

z
x y ，　 xyz ＝ １ ，

从而解出 X１ ＝ （１ ，１ ，１） ，X２ ＝ （ － １ ，－ １ ，１） ，X３ ＝ （１ ，－ １ ，－ １） ，X４ ＝ （ － １ ，１ ，－ １） ．

我们有 d２ F｜X
１
＞ ０ ，故点 X１ 是曲面上到原点距离最近的一点 ．其它点亦然 ．

（４）设（x ，y）是抛物线上一点（即 y － x２ ＝ ０） ，（ξ ，η）是直线上一点（即 ξ － η －

２ ＝ ０） ，则此两点间的距离为 d ＝ （ξ － x）２ ＋ （η － y）２ ．从而作函数

F（x ，y ，ξ ，η） ＝ d２ ＋ λ（y － x２ ） ＋ μ（ξ － η － ２） ，

并解平衡点方程 ，可知有解 ：x ＝ １／２ ，y ＝ １／４ ，ξ＝ １１／８ ，η＝ － ５／８ ．故知 d＝ ７ ２／８ ．

例 4畅2畅8 　试证明下列命题 ：

（１）设三角形的顶点 A ＝ （x１ ，y１ ） ，B ＝ （x２ ，y２ ） ，C ＝ （x３ ，y３ ）位于可微曲线
f （x ，y） ＝ ０ ，　 φ（x ，y） ＝ ０ ，　 ψ（x ，y） ＝ ０

上 ．（i）若此三角形的面积达到极值 ，则这些曲线在顶点处的法线通过此三角形的

垂心 ．（ii）若三角形周长达到极值 ，则这些曲线在顶点处的法线过此三角形的

内心 ．

（２）设 f （x ，y ，z） ，φ（x ，y ，z）有二阶偏导数 ．若 u＝ f （x ，y ，z）在约束条件 φ（x ，

y ，z）＝ ０下具有极值 u０ ，则两曲面 u０ ＝ f （x ，y ，z）与 φ（x ，y ，z）＝ ０相切 ．

证明 　 （１）易知 f （x１ ，y１ ）＝ ０ ，φ（x２ ，y２ ） ＝ ０ ，ψ（x３ ，y３ ） ＝ ０ ．

（i）令此三角形之面积为 S ，作函数

F ＝ S － λf － μφ － γψ ＝
１
２

x１ y１ １

x２ y２ １

x３ y３ １

－ λf （x１ ，y１ ） － μφ（x２ ，y２ ） － γψ（x３ ，y３ ） ，

由 F′x
１
＝

１
２
（y２ － y３ ） － λ f′x （x１ ，y１ ） ＝ ０ ，F′y１ ＝

１
２
（x３ － x２ ） － λ f y （x１ ，y１ ） ＝ ０求出解

λ ＝
y２ － y３

２ f′x （x１ ，y１ ） ＝
x３ － x２

２ f′y （x１ ，y１ ） ，　
y３ － y２
x３ － x２ ·

f′y （x１ ，y１ ）
f′x （x１ ，y１ ） ＝ － １ ．
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注意到 f′y （x１ ，y１ ）／ f′x （x１ ，y１ ）是曲线 f （x ，y）＝ ０在点（x１ ，y１ ）处法线的斜率 ，故由

此知直线BC与 f （x ，y）＝ ０在点（x１ ，y１ ）处的法线垂直 ．其它类似 ．

（ii）记 d１ ＝ BC ＝ （x３ － x２ ）２ ＋ （y３ － y２ ）２ ，以及

d２ ＝ CA ＝ （x１ － x３ ）２ ＋ （y１ － y３ ）２ ，　 d３ ＝ AB ＝ （x２ － x１ ）２ ＋ （y２ － y１ ）２ ，

又记向量BC →，CA →，AB →之方向余弦为（l１ ，m１ ） ，（l２ ，m２ ） ，（l３ ，m３ ） ，即

l１ ＝
x３ － x２
d１ ，

m１ ＝
y３ － y２
d１ ；

　

l２ ＝
x１ － x３
d２ ，

m２ ＝
y１ － y３
d２ ；

　

l３ ＝
x２ － x１
d３ ，

m３ ＝
y２ － y１
d３ ．

　 　作辅助函数 F＝ d１ ＋ d２ ＋ d３ － λ f （x１ ，y１ ） － μ f （x２ ，y２ ） － νf （x３ ，y３ ） ，以及偏导

方程组

F′x ＝ x１ － x３
d２ －

x２ － x１
d３ － λf′x ＝ ０ ，　 F′y ＝ y１ － y３

d２ －
y２ － y１
d３ － λf′y ＝ ０ ．

将其写成 l２ － l３ ＝ λ f′x （x１ ，y１ ） ，m２ － m３ ＝ λ f′y （x１ ，y１ ） ，可得

（l２ － l３ ） f′y （x１ ，y１ ） ＝ （m２ － m３ ） f′x （x１ ，y１ ） ，

l２ f′y － m２ f′x
（ f′x ）２ ＋ （ f′y ）２

＝
l３ f′y － m３ f′x
（ f′x ）２ ＋ （ f′y ）２

．

易知在点（x１ ，y１ ）处曲线的切线之方向余弦为
f′y ／ （ f′x ）２ ＋ （ f′y ）２ ，－ f′x ／ （ f′x ）２ ＋ （ f′y ）２ ．

这说明切线与CA →，AB →构成等角 ，因此切线平分 ∠ A 之外角 ，即法线平分内角（法线

过内心） ．其它顶点也类似 ．（注 ：满足 f′x （x１ ，y１ ） ＝ f′y （x１ ，y１ ） ＝ ０的点除外 ．）

（２）依题设知 ，从 φ（x ，y ，z）＝ ０导出 z是 x ，y的隐函数 ．假定 u＝ f （x ，y ，z）在
点（x０ ，y０ ，z０ ）处达到极值 ，则根据

u′x ＝ f′x ＋ f′z· z′x ＝ ０ ，　 u′y ＝ f′y ＋ f′z z′y ＝ ０ ，

φ′x ＋ φ′z· z′x ＝ ０ ，　 φ′y ＋ φ′z· z′y ＝ ０ ，

可知在点（x０ ，y０ ，z０ ）处有关系
f′x ／φ′x ＝ f′y ／φ′y ＝ f′z ／φ′z ，

即两曲面 f （x ，y ，z）＝ u０ 与 φ（x ，y ，z）＝ ０在（x０ ，y０ ，z０ ）处的切平面
f′x （x０ ，y０ ，z０ ）（x － x０ ） ＋ f′y （x０ ，y０ ，z０ ）（y － y０ ） ＋ f′z （x０ ，y０ ，z０ ）（z － z０ ） ＝ ０ ，

φ′x （x０ ，y０ ，z０ ）（x － x０ ） ＋ φ′y （x０ ，y０ ，z０ ）（y － y０ ） ＋ φ′z （x０ ，y０ ，z０ ）（z － z０ ） ＝ ０

平行 ．注意到它们有相同切点 ，故得所证 ．

例 4畅2畅9 　试证明下列不等式 ：

（１） （xn ＋ yn ）／２ ≥ ［（x ＋ y）／２］n 　 （x ≥ ０ ，y ≥ ０ ，n∈ N） ．

（２） abc３ ≤ ２７［（a＋ b＋ c）／５］５ 　 （a＞ ０ ，b＞ ０ ，c ＞ ０） ．
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（３） ab２ c３ ＜ １０８［（a＋ b＋ c）／６］６ 　 （a＞ ０ ，b＞ ０ ，c＞ ０） ．

证明 　 （１）考察函数 f （x ，y）＝ （xn ＋ yn ）／２在条件 x ＋ y ＝ s下的极值 ，作函数

F（x ，y） ＝ （xn ＋ yn ）／２ ＋ λ（s － x － y） ，

并解方程组

F′x ＝ nx n －１
／２ － λ ＝ ０ ，

F′y ＝ ny n －１
／２ － λ ＝ ０ ，

　 x ＋ y ＝ s ，

易知可得 λ＝
n
２

s
２

n － １

，x ＝ y ＝ s
２

．因为二阶微分

d２ F ＝
n（n － １）

２
（xn －２ dx２ ＋ yn －２ dy２ ）

在点 x ＝ y ＝ s／２处满足

d２ F s
２

，
s
２

＝
n（n － １）

２

s
２

n －２

（d x２ ＋ dy２ ） ＞ ０ ，

所以 f 在点（s／２ ，s／２）处达到极小值 ．即

f （x ，y） ≥ （s／２）n ＝ fmin ，　
x ＋ y
２

n

≤
xn ＋ yn

２
．

　 　 （２）考察函数 f （x ，y ，z）＝ x yz３ 在约束条件（球面）x２ ＋ y２ ＋ z２ ＝ ５ r２ （ r ＞ ０）下

的最大值 ，作函数

F（x ，y ，z） ＝ ln x ＋ lny ＋ ３ln z ＋ λ（x２ ＋ y２ ＋ z２ － ５ r２ ） ，

并解方程组

F′x ＝ １／x ＋ ２λx ＝ ０ ，

F′y ＝ １／y ＋ ２λy ＝ ０ ，

F′z ＝ ３／z ＋ ２λz ＝ ０ ，

　 x２ ＋ y２ ＋ z２ ＝ ５ r２ ，

可得（唯一）解 X０ ＝ （x０ ，y０ ，z０ ） ＝ （r ，r ， ３ r） ．易知 f 在点 X０ 处取到极大值 ，也是

最大值 ３
３／２ r５ ．

上述结论也可写为 x yz３ ≤ ３ ３ r５ ，其中 r ＝ （x２ ＋ y２ ＋ z２ ）／５ ．再将其改写为

x２ y２ z６ ≤ ２７［（x２ ＋ y２ ＋ z２ ）／５］５

且用 a代 x２
，b代 y２

，c代 z ２ ，即得所证 ．

（３）类似于上题 ，考察函数

f （x ，y ，z） ＝ ln x ＋ ２lny ＋ ３ln z 　 （x ＞ ０ ，y ＞ ０ ，z ＞ ０） ，

在约束条件 x２ ＋ y２ ＋ z２ ＝ ６ r２ （r ＞ ０）下的最大值 ．作函数
F（x ，y ，z） ＝ ln x ＋ ２lny ＋ ３ln z ＋ λ（x２ ＋ y２ ＋ z２ － ６ r２ ） ，

并解方程组

F′x ＝ １／x ＋ ２λx ＝ ０ ，

F′y ＝ ２／y ＋ ２λy ＝ ０ ，

F′z ＝ ３／z ＋ ２λz ＝ ０ ，

　 x２ ＋ y２ ＋ z２ ＝ ６ r２ ，
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可得（唯一）解 x０ ＝ r ，y０ ＝ ２ r ，z０ ＝ ３ r ．根据函数在第一象限中的性态 ，易知（x０ ，

y０ ，z０ ）是 f 的最大值点 ，其值为 f （x０ ，y０ ，z０ ） ＝ ln（６ ３ r６ ） ．从而知

f （x ，y ，z） ＝ ln xy２ z３ ≤ ln ６ ３
x２ ＋ y２ ＋ z２

６

３

，

即 xy２ z３ ≤ ６ ３［（x２ ＋ y２ ＋ z２ ）／６］３ ．以 a＝ x２ ，b＝ y２ ，c＝ z２ 代入即可得证 ．
倡例 4畅2畅10 　解答下列问题 ：

（１）试求函数 f （x１ ，x２ ，⋯ ，xn ）＝ a１ x２１ ＋ a２ x２２ ＋ ⋯ ＋ an x２n 在约束条件 x１ ＋ x２ ＋ ⋯ ＋ xn ＝ c下
的最小值 ，其中 ai ＞ ０（i＝ １ ，２ ，⋯ ，n） ．

（２）试求 f（x１ ，x２ ，⋯ ，xn ）＝ x２１ ＋ x２２ ＋ ⋯ ＋ x２n 在约束条件
x１ ／a１ ＋ x２ ／a２ ＋ ⋯ ＋ xn ／an ＝ １ 　 （ai ＞ ０ ，i ＝ １ ，２ ，⋯ ，n）

下的极值 ．

（３）试求 f（x１ ，x２ ，⋯ ，xn ） ＝ xα１１ xα２２ ⋯ xαnn （xi ＞ ０ ，αi ＞ １ ：i ＝ １ ，２ ，⋯ ，n）在约束条件 x１ ＋

x２ ＋ ⋯ ＋ xn ＝ a（a＞ ０）下的极值 ．

（４）设 ai j ＝ aj i （i ，j ＝ １ ，２ ，⋯ ，n）是实数 ．试求函数 f （x１ ，x２ ，⋯ ，xn ） ＝ ∑
n

i ，j ＝ １

ai j x i x j 在条件

∑
n

i ＝ １

x２i ＝ １下的极值 ．

解 　 （１）作 F（x１ ，x２ ，⋯ ，xn ）＝ ∑
n

i ＝ １

ai x２i ＋ λ ∑
n

i ＝ １

xi － c ，并立方程组

F′x１ ＝ ２a１ x１ ＋ λ ＝ ０ ，

F′x２ ＝ ２a２ x２ ＋ λ ＝ ０ ，　 x１ ＋ x２ ＋ ⋯ ＋ xn ＝ c ，
　 　 ⋯ ⋯

F′xn ＝ ２an x n ＋ λ ＝ ０ ，

将前 n个方程相加 ，可得

２ ∑
n

i ＝ １

xi ＋ λ ∑
n

i ＝ １

１
ai ＝ ０ ，　 λ ＝ ２c ∑

n

i ＝ １

１
ai ．

由此可解出 X０ ＝ （x０１ ，x０２ ，⋯ ，x０n ）（记 A ＝ ∑
n

i ＝ １

１／ai ） ：

x０１ ＝
１
A

c
a１ ，　 x０２ ＝

１
A

c
a２ ，⋯ ，x０n ＝

１
A

c
an ．

注意到二次型 d２ F｜X０ ＝
抄
抄 x１ d x１ ＋ ⋯ ＋

抄
抄 xn dxn

２

F＝ ∑
n

i ＝ １

２aidx２i ＞ ０ ，故知 X０ 是 f的极小值点 ，

且其极小值为

f （X０ ） ＝
１
A

２ c２
a１ ＋

c２
a２ ＋ ⋯ ＋

c２
an ＝

c２
A ．

（２）作函数 F（x１ ，x２ ，⋯ ，xn ）＝ ∑
n

i ＝ １

x２i ＋ λ
x１
a１ ＋

x２
a２ ＋ ⋯ ＋

xn
a － １ ，并从方程组

F′x j ＝ ２ xj ＋ λ／aj ＝ ０ 　 （ j ＝ １ ，２ ，⋯ ，n）
中可解出 xj ＝ － λ／aj （ j ＝ １ ，２ ，⋯ ，n） ．注意到再约束条件 ，我们有
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λ ＝ － ２／ ∑
n

j ＝ １

（１／a２j ） ，　 xj ＝ １／aj ∑
n

j ＝ １

１／a２j 　 （ j ＝ １ ，２ ，⋯ ，n） ，

因为 d２ F＝ ２ ∑
n

j ＝ １

d x２j ＞ ０ ，所以 f 在上述点处达到最小值 ，其值为 １ ∑
n

j ＝ １

（１／a２j ） ．

（３）易知 f 与 g ＝ ln f 有相同的临界点 ，故只需考察 g的极值 ．作函数

F（x１ ，x２ ，⋯ ，xn ） ＝ ∑
n

i ＝ １

αi lnxi ＋ λ ∑
n

i ＝ １

xi － a ，

并解方程组

F′xi ＝ αi ／xi ＋ λ ＝ ０（i ＝ １ ，２ ，⋯ ，n） ，　 ∑
n

i ＝ １

xi ＝ a ，

可得解 X０ ＝ （x０１ ，x０２ ，⋯ ，x０n ） ：

x０i ＝ αi a ∑
n

i ＝ １

αi （i ＝ １ ，２ ，⋯ ，n） ，　 λ ＝ －
１
a ∑

n

i ＝ １

αi ．

将其代入 d２ F＝ － ∑
n

i ＝ １

（αi ／x２i ）d x２i ，又得

d２ F（X０ ） ＝ －
１

a２ ∑
n

i ＝ １

αi
２

∑
n

i ＝ １

dx２i
αi

＜ ０ ．

由此知 f 在 X０ 处达到最大值 ，其值为 α
α
１
１ α

α
２
２ ⋯ α

αnn a ∑
n

i ＝ １
αi

α
１
＋ α

２
＋ ⋯ ＋ αn ．

（４）作 F（x１ ，x２ ，⋯ ，xn ）＝ ∑
n

i ，j ＝ １

ai j x i x j ＋ λ １ － ∑
n

i ＝ １

x２i ，并立出方程组

１
２
F′x

１ ＝ （a１１ － λ）x１ ＋ a１２ x２ ＋ ⋯ ＋ a１ n x n ＝ ０ ，

１
２
F′x２ ＝ a２１ x１ ＋ （a２２ － λ）x２ ＋ ⋯ ＋ a２ n x n ＝ ０ ，

　 　 　 ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

１
２
F′xn ＝ an１ x１ ＋ an２ x２ ＋ ⋯ ＋ （ann － λ）xn ＝ ０ ，

①

易知该方程组有非平凡解当且仅当 λ是方程

a１１ － λ a１２ ⋯ a１n
a２１ a２２ － λ ⋯ a２n
… … …

an１ an２ ⋯ ann － λ

＝ ０ ②

的根 ．

（i）不难指出 λ是实数 ．为此 ，记以｛ai j ｝为其元的对称矩阵为 A ，从而可写出

AX ＝ λX 　 （X ＝ （x１ ，x２ ，⋯ ，xn ）） ． ③

假定 λ是复数 ：λ＝ α＋ iβ ，而 ai j都是实数 ，故 X ＝ u＋ iv ．因此 ，由式 ③导出

Au ＝ αu － βv ，　 Av ＝ βu ＋ αv ．

以 v乘上述第一式 ，u乘第二式 ，可得

（Au ，v ） － （Av ，u） ＝ － β［（u ，u） － （v ，v ）］ ．

注意到（Au ，v ）＝ （u ，AT v ）＝ （u ，Av ）（A T 是 A 的转置矩阵） ，故有 β［（u ，u） － （v ，v ）］＝ ０ ．又因
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（u ，u）＋ （v ，v ） ≠ ０ ，故只能 β＝ ０ ．这说明 λ是实数 ．

（ii）设 λ１ ，λ２ ，⋯ ，λn 是式 ②的根 ，则对每个 λi （i ＝ １ ，２ ，⋯ ，n） ，根据式 ①以及约束条件 ，可解

出临界点

（x（i）１ ，x（i）２ ，⋯ ，x（i）n ） 　 （i ＝ １ ，２ ，⋯ ，n） ．

　 　此外 ，以 x１ ，x２ ，⋯ ，xn 各乘式 ①中的对应等式 ，再相加 ，可得出

∑
n

i ，j ＝ １

ai j x i x j － λ ∑
n

i ＝ １

x２i ＝ ０ ．

应用约束条件 ，我们有 f （x１ ，x２ ，⋯ ，xn ）＝ λ ，且在临界点上之值为

f （x（i）１ ，x（i）２ ，⋯ ，x（i）n ） ＝ λi 　 （i ＝ １ ，２ ，⋯ ，n） ．

从而我们有

f |最大值 ＝ max
１ ≤ i ≤ n

｛λi｝ ，　 f |最小值 ＝ min
１ ≤ i ≤ n

｛λi｝ ．

　 　
倡例 4畅2畅11 　解答下列问题 ：

（１）试分解正数 a为 n个正因子之乘积 ，使其倒数和最小 ．

（２）设 ai ≥ ０ ，xi ≥ ０（i＝ １ ，２ ，⋯ ，n） ；p ＞ １ ，１／p ＋ １／q＝ １ ．试证明

∑
n

i ＝ １

ai x i ≤ ∑
n

i ＝ １

api
１／p

∑
n

i ＝ １

xqi
１／q

． （H迸lder不等式）

　 　 （３） （Hadamard）设有行列式

A ＝

a１１ a１２ ⋯ a１n
a２１ a２２ ⋯ a２n
… … …

an１ an２ ⋯ ann

　 （ai j ∈ R１
） ．

若 ∑
n

k ＝ １

a２ik ＝ １（i ＝ １ ，２ ，⋯ ，n） ，则 | A | ＝ １ ．

解 　 （１）令 f （x１ ，x２ ，⋯ ，xn ） ＝ ∑
n

i ＝ １

１／xi ，则问题就是研究 f 在约束条件 x１ x２ ⋯ xn － a＝ ０

下的最小值 ．作

F（x１ ，x２ ，⋯ ，xn ） ＝ ∑
n

i ＝ １

１／xi ＋ λ（x１ x２ ⋯ xn － a） ，

并立出方程组

F′xi ＝ － １／x２i ＋ λ ∏
j ≠ i

x j ＝ ０ 　 （i ＝ １ ，２ ，⋯ ，n） ，

易知可解出 １／xi ＝ λa（i＝ １ ，２ ，⋯ ，n） ，且有

１
a ＝

１
x１ x２ ⋯ xn ＝ λ

n an ，　 λ ＝ a－１ －１／n ；

１
xi ＝ a－１ －１／n · a ＝ a－１／n ，　 xi ＝ a１／n （i ＝ １ ，２ ，⋯ ，n） ．

即得临界点 X０ ＝ （a１／n ，a１／n ，⋯ ，a１／n ） ，以及 f （X０ ） ＝ n／a１／n ．

注意到 f （X０ ） ＞ １／xi → ＋ ∞ （xi → ０
＋
） ，以及

f （x１ ，x２ ，⋯ ，xn ） ≥ f （a１／n ，a１／n ，⋯ ，a１／n ） ＝ n／ n a 　 （０ ＜ xi ≤ δ） ，
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且知在有界闭集 Dδ ＝ ｛（x１ ，x２ ，⋯ ，xn ） ： ∏
n

i ＝ １

xi ＝ a ，xi ≤ δ｝上 f 可取到最小值 ．

（２）考察函数 f （x１ ，x２ ，⋯ ，xn ）＝ ∑
n

i ＝ １

api
１／p

∑
n

i ＝ １

xqi
１／q
在约束条件 ∑

n

i ＝ １

ai x i ＝ l （常数）下

的极值 ．作函数

F（x１ ，x２ ，⋯ ，xn ） ＝ ∑
n

i ＝ １

api
１／p

∑
n

i ＝ １

xqi
１／q

＋ λ（l － ∑
n

i ＝ １

ai x i ） ，

并立方程组

F′x j ＝ xq －１j ∑
n

i ＝ １

api
１／p

∑
n

i ＝ １

xqi
１／q －１

－ λaj ＝ ０ 　 （ j ＝ １ ，⋯ ，n） ． ①

不失一般性 ，可认定 xi ＞ ０ ，ai ＞ ０（i ＝ １ ，２ ，⋯ ，n） ，并在式 ①中用第 m式去除第 j 式 ，可得（xj ／
xm ）q － １

＝ aj ／am （１ ≤ j ，m ≤ n） ．取定 m ，解出 xj ＝ xm （aj ／am ）１／（q － １）
（ j ＝ １ ，⋯ ，n ；j ≠ m） ．

将此代入约束条件 ，易知

∑
n

i ＝ １
i ≠ m

ai xm （ai ／am ）１／（q －１） ＋ am xm ＝ l ，

xm · ∑
n

i ＝ １

aq／（q －１）i ／a１／（q －１）m ＝ l ．

应用等式 q／（q － １）＝ p ，１／（q － １）＝ p／q ，则由上推出临界点

xm ＝ lap／qm ∑
n

i ＝ １

api 　 （m ＝ １ ，２ ，⋯ ，n） ．

　 　为检验其充分性 ，还要看二阶微分 ，我们有

dF＝ ∑
n

i ＝ １

api
１／p

∑
n

i ＝ １

xqi
１／q

∑
n

i ＝ １

xq －１i d xi － λ ∑
n

i ＝ １

aidxi ，

d２ F＝ ∑
n

i ＝ １

api
１／p

［（q － １） ∑
n

i ＝ １

xqi
１／q－１

∑
n

i ＝ １

xq －２i d x２i

　 ＋ （１ － q） ∑
n

i ＝ １

xqi
１／q －２

∑
n

i ＝ １

xq －１i dxi ２

］ ．

注意到 ∑
n

i ＝ １

aidxi ＝ ０ ，故在临界点处有

∑
n

i ＝ １

xq －１i dxi ２

＝ A ∑
n

i ＝ １

api
２（q －１）

· ∑
n

i ＝ １

aid xi ＝ ０ ，

即 d２ F＞ ０ ．这说明函数 f 在临界点处达到最小值 l ：f （x１ ，x２ ，⋯ ，xn） ≥ l ，证毕 ．

（３）只需指出 A在条件 ∑
n

k ＝ １

a２ik － １（i ＝ １ ，２ ，⋯ ，n）下的最大 、最小值为 １ ，－ １即可 ．作函数

F＝ A ＋ ∑
n

i ＝ １

１
２
λi （a２i１ ＋ a２i２ ＋ ⋯ ＋ a２in － １） ，并从方程组

抄F
抄aik ＝

抄A
抄aik ＋ λi aik 　 （i ，k ＝ １ ，２ ，⋯ ，n）

解出 A ik ＋ λi aik ＝ ０ ，其中 A ik为 A 中元素 aik的余子式 ．在等式两端乘以 aik ，并对 k求和 ，可知

A ＋ λi ＝ ０ ，λi ＝ － A（i＝ １ ，２ ，⋯ ，n） ；由此可得
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A ik ＝ aik A 　 （i ，k ＝ １ ，２ ，⋯ ，n） ．

从而我们有

A１１ ⋯ A１n

… …

An１ ⋯ Ann

＝

Aa１１ ⋯ Aa１n
… …

Aan１ ⋯ Aann
，　 An －１

＝ An＋ １
．

这说明 A 的最大值为 １ ，最小值为 － １ ．

例 4畅2畅12 　解答下列问题 ：

（１）设 f （a ，b）＝ C是函数 f （x ，y）在约束条件 φ（x ，y） ＝ C′下的一个极值 ，试

证明 φ（a ，b）＝ C′是函数 φ（x ，y）在约束条件 f （x ，y）＝ C下的极值 ．

（２）对一个实矩阵 X ＝
x y
z t ，我们记 ‖ X ‖ ＝ x２ ＋ y２ ＋ z２ ＋ t２ ，并定义两个

矩阵 X ，Y 之间的距离为 d（X ，Y ）＝ ‖ X － Y ‖ ．又作矩阵集合

E ＝ ｛X ：det（X） ＝ ０｝ ，　 令 A ＝
１ ０

０ ２
，

试求 A 到 E的最小距离 d０ ，且证明存在 X０ ∈ E ，使得 d（A ，X０ ）＝ d０ ．

（３）设 F是一切次数 ≤ ２的多项式形成的集合 ，E＝ ｛P（x） ：P ∈ F ，P（１） ＝ １｝ ，

且记 J（P） ＝ ∫
１

０
P２

（x）d x ．试求 Q ∈ E ，使 J（Q）达最小值 ．

图 ４畅３ 　

（４）按物理上的定律 ，光线从点 A 出发射到
点 B上 ，走的是费时最少的途径 ．现在 A 与 B位
于不同的介质中 ，且各以速度 v１ 与 v２ 运动如图
所示 ，则有

sinα１ ／v１ ＝ sinα２ ／v２ ．

　 　解 　 （１）用 S表示曲线 f （x ，y）＝ C ，S′表示
曲线 φ（x ，y）＝ C′ ．依题设知 S与 S′有接触点 ．

一般来说 ，在某个邻域上 ，f （x ，y） － C在 S
的一侧是正的 ，在另一侧是负的 ．而 φ（x ，y） － C′

在 S′的两侧也类似 ．如果 f （a ，b）是 f （x ，y）的极大值（极大值 C） ，那么 f （x ，y） －

C ≤ ０ ．也就是说 S′位于 S 的一侧 ，当然 ，S也就位于 S′的一侧 ．这说明 φ（x ，y） － C′
在 S 上（局部）不变号 ，从而在点（a ，b）处为 ０ ，即此处为极值点 ．

（２）作函数 f （x ，y ，z ，t）＝ （x － １）２ ＋ y２ ＋ z２ ＋ （t － ２）２ ，则问题归结为求 f 在
约束条件（曲面上）下的最小值 ．为此 ，令

F（x ，y ，z ，t） ＝ f （x ，y ，z ，t） － ２λ（x t － yz ） ，

并立出方程组
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F′x ＝ ２（x － １） － ２λt ＝ ０ ，

F′y ＝ ２y ＋ ２λz ＝ ０ ，

F′z ＝ ２ z ＋ ２λy ＝ ０ ，

F′t ＝ ２（t － ２） － ２λx ＝ ０ ，

①

②

③

④

由式 ② ，③可知 ：若 y ≠ ０ ，则 λ＝ ± １ ．将其代入式 ① ，④ ，导致矛盾 ，故只有 y ＝ ０ ，从

而 z ＝ ０ ．因此 ，由解式 ①及 ④得到

x ＝ （２λ ＋ １）／（１ － λ
２
） ，　 t ＝ （λ ＋ ２）／（１ － λ

２
） ．

根据条件 det（X）＝ ０ ，我们有

x t ＝ ［（２λ ＋ １）／（１ － λ
２
）］ · ［（λ ＋ ２）／（１ － λ

２
）］ ＝ ０ ，

即 λ＝ － １／２或 － ２ ．由此导出两个矩阵

０ ０

０ ２
，
１ ０

０ ０
．

不难推知 ，其最小距离为 １ ，且在 X０ ＝
０ ０

０ ２
处达到 ．

（３）次数 ≤ ２的多项式可写为 P（x）＝ ax２ ＋ bx ＋ c ，从而 J（P）又可表达为

J（a ，b ，c） ＝ ∫
１

０
P２
（x）d x ＝

a２
５

＋
ab
２

＋
２ac
３

＋
b２
３

＋ bc ＋ c２ ，

且 P（１）＝ a＋ b＋ c ＝ １ ．问题转化为求 J（a ，b ，c）在约束条件下的最小值 ．作函数

F（a ，b ，c） ＝
a２
５

＋
ab
２

＋
２ac
３

＋
b２
３

＋ bc ＋ c２ － λ（a ＋ b ＋ c － １） ，

并立方程组

F′a ＝ ２ a
５

＋
b
２

＋
２c
３

－ λ ＝ ０ ，

F′b ＝ a
２

＋
２b
３

＋ c － λ ＝ ０ ，

F′c ＝ ２a
３

＋ b ＋ ２c － λ ＝ ０ ，

　 a ＋ b ＋ c ＝ １ ，

或写成形式

２／５ １／２ ２／３ － １

１／２ ２／３ １ － １

２／３ １ ２ － １

１ １ １ ０

a
b
c
λ

＝

０

０

０

１

．

易知有解 λ＝ ２／９ ，（a ，b ，c）＝ （１０／３ ，－ ８／３ ，１／３） ．这说明 J必须在点（１０／３ ，－ ８／３ ，

１／３）处达到最小值 ．为阐明这一结论 ，我们将 E在 R３ 中用代数式来表示 ，并引入

线性项而考察二次曲面

z ＝ J（x ，y ，１ － x － y） ，　 （x ，y ，z） ∈ R３
．
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此曲面是 J ：F→ R１ 的图形 ．将其绕 z轴旋转 ，可消去方程中的 x y项而化为标准方
程 ：椭圆抛物面或双曲抛物面 ．注意到 J总是非负的 ，故该曲面必是椭圆抛物面 ，

即有最小值 ．

（４）记光在第一 ，二介质内运动所费时间各为 t１ ，t２ ，则

t１ ＝ a／v１ cosα１ ，　 t２ ＝ b／v２ cosα２ ．

　 　现在 ，考察函数

T（α１ ，α２ ） ＝ a／v１ cosα１ ＋ b／v２ cosα２
在约束条件 atanα１ ＋ btanα２ ＝ l下的极值 ．为此 ，令

F（α１ ，α２ ） ＝ a／v１ cosα１ ＋ b／v２ cosα２ ＋ λ（l － atanα１ － btanα２ ） ．

并立方程组

F′α
１ ＝

asinα１
v１ cos２ α１ －

λacos２ α１ ＝ ０ ，

F′α
２ ＝

bsinα２
v２ cos２ α２ －

λbcos２ α２ ＝ ０ ，

　 l ＝ atanα１ ＋ btanα２ ．

易知可解出临界点满足 λ＝ sinα１ ／v１ ＝ sinα２ ／v２ ．由此就可求出 λ ，α１ ，α２ ．不过 ，我们

不必具体求出它们（从目的看问题） ．

为验证极值的充分性 ．看二阶微分

d２ F＝ a
v１ cosα１ ＋ ２a sinα１

cos２ α１
sinα１
v１ － λ dα２１

　 ＋
b

v２ cosα２ ＋ ２b sinα２
cos２ α２

sinα２
v２ － λ dα２２ ．

易知在可解的极值点处有

d２ F ＝
a

v １ cosα１ dα２１ ＋
b

v２ cosα２ dα２２ ＞ ０ ．

这说明 ：如果等式 sinα１ ／v１ ＝ sinα２ ／v２ 成立 ，那么 T就达到最小值 ．
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第 5章 　 含参变量的积分

５畅１ 　含参变量的定积分

设函数 f （x ，y）在矩形 D ：a≤ x ≤ b ，c ≤ y ≤ d上连续 ，变量 x固定为［a ，b］上的一点 x０ 时 ，函

数 f （x０ ，y）就成为一个变量 y的函数 ，因此就有一个数值∫
d

c
f （x０ ，y）dy与 x０ 对应 ，从而确定了

一个区间［a ，b］上的函数 I（x） ＝ ∫
d

c
f （x ，y）dy ，称它为含参变量的积分 ，称 x为参变量 ．

引理 　设 f ∈ C（D） ，令 F（x ，z） ＝ ∫
z

c
f （x ，y）dy（c ≤ z ≤ d） ，则 F ∈ C（D） ．

定理 5畅1畅1 　 设 f ∈ C（D） ，则 I（x） ＝ ∫
d

c
f （x ，y）dy在［a ，b］上连续 ．这结论也可写成 ：

lim
x → x

０
∫

d

c
f （x ，y）dy ＝ ∫

d

c
lim
x → x

０

f （x ，y）dy ．

它表明取极限与求积分的运算顺序可以交换 ．

定理 5畅1畅2 　设 f ∈ C（D） ，φ∈ C［a ，b］ ，ψ∈ C［a ，b］ ，且有 c≤ φ（x）≤ d ，c≤ ψ（x）≤ d ．则 J（x） ＝

∫
ψ（x）

φ（x）
f（x ，y）dy在［a ，b］上连续 ．

定理 5畅1畅3 　设 f （x ，y） ，f x （x ，y）在 D上连续 ，则 I（x）在［a ，b］上连续可微 ，且有

I′（x） ＝∫
d

c
f x （x ，y）dy ，

即求导与求积分运算顺序可以交换 ．

定理 5畅1畅4 　设 f （x ，y） ，f x （x ，y）在 D上连续 ，ψ（x） ，φ（x）在［a ，b］上可微 ，且有

c ≤ ψ（x） ≤ d ，　 c ≤ φ（x） ≤ d ．

则 J（x） ＝ ∫
ψ（x）

φ（x）
f （x ，y）dy在［a ，b］上可微 ，且有

J′（x） ＝ ∫
ψ（x）

φ（x）
f x （x ，y）dy ＋ f （x ，ψ（x））ψ′（x） － f （x ，φ（x））φ′（x） ．

　 　定理 5畅1畅5 　设 f ∈ C（D） ，则对任意 z ∈ ［a ，b］ ，有

∫
z

a ∫
d

c
f （x ，y）dy d x ＝ ∫

d

c ∫
z

a
f （x ，y）dx dy ．

取 z ＝ b ，即得

∫
b

a ∫
d

c
f （x ，y）dy d x ＝ ∫

d

c ∫
b

a
f （x ，y）dx dy ．

这说明两个求积分的顺序可以交换 ．

例 5畅1畅1 　解答下列问题 ：



（１）求极限 I ＝ lim
y → ０

＋∫
１

０

d x
１ ＋ （１ ＋ xy）１／y ．

（２）求极限 I ＝ lim
a→ ０∫

１＋ a

a

d x
１ ＋ a２ ＋ x２ ．

（３）设 f ∈ C（［a ，b］ × ［c ，d］） ，∫
b

a
| φ（x） | d x ＜ ＋ ∞ ，令

F（y） ＝ ∫
b

aφ
（x） f （x ，y）d x ，

试证明 F∈ C（［c ，d］） ．

（４）设 f ∈ C（［a ，b］） ，K（x ，y）在 D ＝ ｛（x ，y） ：a ≤ x ≤ b ，a≤ y ≤ x｝上连续 ，则

对任意的 λ∈ R１
，方程

φ（x） ＝ f （x） ＋ λ∫
x

a
K （x ，y）φ（y）dy

有连续解且唯一 ．

（５）设 f （x ，y）是 R２ 上单变量连续的函数 ，试证明存在 R２ 上连续函数列

｛ gn （x ，y）｝ ，使得lim
n → ∞

gn （x ，y）＝ f （x ，y） ，（x ，y） ∈ R２
．

　 　解 　 （１）作函数 f 如下 ：

f （x ，y） ＝
１／［１ ＋ （１ ＋ xy）］１／y ， ０ ≤ x ≤ １ ，０ ＜ y ≤ １ ，

１／（１ ＋ ex ） ， ０ ≤ x ≤ １ ，y ＝ ０ ，

易知 f （x ，y）在［０ ，１］ × ［０ ，１］上连续 ，从而可得

I ＝ ∫
１

０
lim
y → ０

＋
f （x ，y）d x ＝ ∫

１

０

d x
１ ＋ ex ＝ －∫

１

０

de－ x

１ ＋ e－ x ＝ ln ２e
１ ＋ e ．

　 　 （２）令 F（u ，v ，a） ＝ ∫
u

v

dx
１ ＋ a２ ＋ x２ ，则有

F（１ ＋ a ，a ，a） ＝ ∫
１＋ a

a

d x
１ ＋ a２ ＋ x２

扯 f （a） ．

因为 F是 a的连续函数 ，所以得到

lim
a→ ０

F（１ ＋ a ，a ，a） ＝ F（１ ，０ ，０） ＝ ∫
１

０

dx
１ ＋ x２ ＝

π
４

．

　 　 （３）设 M ＝ ∫
b

a
| φ（x） | d x ，令 y０ ∈ ［c ，d］ ，则对任给 ε ＞ ０ ，存在 δ ＞ ０ ，使得

当 | y － y０ | ＜ δ时有

| f （x ，y） － f （x ，y０ ） | ＜ ε／M ，　 （x ，y） ∈ ［a ，b］ × ［c ，d］ ．

从而可得 ：当｜y － y０ ｜＜ δ时有

| F（y） － F（y０ ） | ＝ ∫
b

aφ
（x）［ f （x ，y） － f （x ，y０ ）］d x

≤∫
b

a
| φ（x） | | f （x ，y） － f （x ，y０ ） | d x
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≤∫
b

a
| φ（x） | dx · ε

M ＝ ε ．

　 　 （４）依题设知 ，可设｜K（x ，y）｜≤ M ，（x ，y） ∈ D ，｜ f （x）｜≤ M（a≤ x ≤ b） ，并令

φ１ （x）＝ f （x） ，以及作

φn（x） ＝ f （x） ＋ λ∫
x

a
K （x ，y）φn －１ （y）dy 　 （n ＝ ２ ，３ ，⋯ ） ，

易知 φn ∈ C（［a ，b］） ．此外有

| φ２ （x） － φ１ （x） | ＝ λ∫
x

a
K （x ，y）φ１ （y）dy

≤ | λ |∫
x

a
| K（x ，y） | | f （y） | dy ≤ | λ | M２

（x － a） ，

| φ３ （x） － φ２ （x） | ＝ λ∫
x

a
K （x ，y）［φ２ （y） － φ１ （y）］dy

≤ | λ | ２ M３

∫
x

a
（y － a）dy ＝ | λ | ２ M３

（x － a）２ ／２ ！．

依据归纳法 ，不难导出

| φn＋ １ （x） － φn （x） | ≤ M
n ！

| λ | nM n
（x － a）n ．

从而可知｛φn （x）｝在［a ，b］上当 n→ ∞时是一致收敛列 ，若记其极限为 φ（x） ，则 φ ∈

C（［a ，b］） ，且有

φ（x） ＝ f （x） ＋ λ∫
x

a
K （x ，y）φ（y）dy ．

　 　为证 φ的唯一性 ，我们假设 ψ（x）是方程的另一连续解 ，则令 g（x） ＝ φ（x） － ψ

（x）（a≤ x ≤ b） ，易知 g（a） ＝ ０ ，以及 g（x） ＝ λ∫
x

a
K （x ，y）g（y）dy ．不妨设 ｜g（y）｜≤

N（a≤ y ≤ b） ，我们有

| g（x） | ≤ NM | λ | （x － a） ，　 | g（x） | ≤ N
２ ！
M２ | λ | ２ （x － a）２ ，　 ⋯

| g（x） | ≤ N
n ！
Mn | λ | n（x － a）n ≤

N
n ！
Mn | λ | n （b － a）n ．

由此得到（令 n→ ∞ ）｜g（x）｜≡ ０ ．证毕 ．

（５） （i）不妨假定｜f （x ，y）｜≤ M（（x ，y） ∈ R２
） ．否则可用 arctan f （x ，y）代替 ．

此时 ，若有 gn （x ，y） → arctan f （x ，y）（n → ∞ ） ，则因 arctan f （x ，y） ＜ π／２ ，故当 n充

分大时 gn （x ，y）＜ π
２

．从而得到

lim
n → ∞

tangn（x ，y） ＝ tan（arctan f （x ，y）） ＝ f （x ，y） ．
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　 　 （ii）作函数 g（x ，y） ＝ ∫
y

０
f （x ，t）d t ，且设定

| x | ＋ | y | ＜ N ，　 | y ＋ h | ，| x ＋ h | ＜ N ．

　 | g（x ＋ h ，y ＋ h） － g（x ，y） | ＝ ∫
y＋ h

０
f （x ＋ h ，t）d t －∫

y

０
f （x ，t）d t

≤∫
y＋ h

０
| f （x ＋ h ，t） － f （x ，t） | d t ＋ ∫

y＋ h

０
f （x ，t）d t －∫

y

０
f （x ，t）d t

≤∫
N

０
| f （x ＋ h ，t） － f （x ，t） | d t ＋∫

y＋ h

y
| f （x ，t） | d t 扯 I１ ＋ I２ ．

注意到｜ f ｜≤ M ，用有界收敛定理可知 I１ → ０（h→ ０） ；又有｜I２ ｜≤ M｜h｜→ ０（h→ ０） ．

易知 g（x ，y ＋ h）在 R２ 上连续 ，我们有

lim
h → ０

g（x ，y ＋ h） － g（x ，y）
h ＝

dg（x ，y）
dy ＝ f （x ，y） ．

由此即可得证 ．

例 5畅1畅2 　解答下列问题 ：

（１）设 F（x） ＝ ∫
x

０
sin（xy）dy（x ∈ R１

） ，求 F′（x） ．

（２）试求 a ，b之值 ，使积分∫
３

１
（a ＋ bx － x２ ）２ d x达到最小值 ．

（３）已知 １
２π∫

２π

０

１ － r２
１ － ２ rcosθ ＋ r２ dθ ＝ １（０ ＜ r ＜ １） ，试求

I（r） ＝∫
２π

０
ln（１ － ２ rcosθ ＋ r２ ）dθ　 （r ＞ ０ ，r ≠ １） ．

　 　 （４）试求 I（a） ＝ ∫
π／a

０

arctan（a· tan x）tan x dx ．

解 　 （１）易知 F′（x） ＝∫
x

０
ycos（xy）dy ＋ sin x２ ．

（２）记 F（a ，b） ＝ ∫
３

１
（a ＋ bx － x２ ）d x ，在积分号下求导 ，并从偏导方程组

F′a（a ，b） ＝ ２∫
３

１
（a ＋ bx － x２ ）d x ＝ ０ ，

F′b （a ，b） ＝ ２∫
３

１
（a ＋ bx － x２ ）xd x ＝ ０ ．

解出临界点 a＝ － １１／３ ，b＝ ４ ．注意到

d２ F（a ，b）＝ ４da２ ＋ １６dadb ＋ ５２
３
db２

＝ ４（da ＋ ２db）２ ＋
４
３
db２ ＞ ０ ，

故知最小值在 a＝ － １１／３ ，b＝ ４时达到 ．
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（３）对任意的 r０ ：０ ＜ r０ ＜ １ ，函数 ln（１ － ２ rcosθ＋ r２ ）及其对 r的导（函）数在

r ∈ ［０ ，r０ ］上连续 ，故知

I′（r） ＝∫
２π

０

２（r － cosθ）
１ － ２ rcosθ ＋ r２ d r ＝ １

r∫
２π

０
１ －

１ － r２
１ － ２ rcosθ ＋ r２ dθ ＝ ０ ．

由此可得 I（r） ＝ C（常数 ，０ ＜ r ＜ r０ ） ，随之因连续性和 r０ 的任意性 ，就有 I（ r） ＝
C（０ ≤ r ＜ １） ．而由 I（０）＝ ０ ，又知 C＝ ０ ，即 I（r）＝ ０（０ ≤ r ＜ １） ．

对 r ＞ １ ，根据公式

I １
r ＝∫

２π

０
ln １ －

２cosθ
r ＋

１

r２ dθ ＝ ∫
２π

０
ln １ － ２ rcosθ ＋ r２

r２ dθ ，
我们有 I（r） ＝ ∫

２π

０
ln r２ dθ ＋ I（１／r） ＝ ４πln r ．

（４）设 a≥ ε０ ，且作函数

f （x ，a） ＝

arctan（atan x） ， x ≠ ０ ，x ≠ π／２ ，

a ， x ＝ ０ ，

０ ， x ＝ π／２ ．

易知其导数为

f′a（x ，a） ＝
１／（１ ＋ a２ tan２ x） ， x ≠ π／２ ，

０ ， x ＝ π／２ ．

从而可得 ，f （x ，a） ，f′a（x ，a）在区域 D ：０ ≤ x ≤ π／２ ，a≥ ε０ ＞ ０上连续 ．因此 ，我们有

（计算积分可用替换 t＝ tan x）
I′（a） ＝ ∫

π／２

０

d x
１ ＋ a２ tan２ x ＝ ∫

＋ ∞

０

d t
（１ ＋ t２ ）（１ ＋ a２ t２ ） ＝

π
２（１ ＋ a） ．

I（a） ＝ πln（１ ＋ a）／２ ＋ C 　 （a ＞ ０） ．

由此还知 C ＝ lim
a→ ０

＋
I（a） ＝ I（０） ＝ ０（注意 I（a）在 a＝ ０ 处连续） ．这样 ，最后就得到

I（a）＝ πln（１ ＋ a）／２（a≥ ０） ．此外 ，由于 I（a）＝ I（｜a｜）sgna ，故又可得
I（a） ＝ πsgna· ln（１ ＋ | a | ）／２ 　 （a ∈ R１

） ．

　 　例 5畅1畅3 　解答下列问题 ：

（１）试求 I（k） ＝∫
π／２

０
ln（sin２

θ ＋ k２ cos２ θ）dθ（k ≠ ０） ．

（２）试求 I（a） ＝ ∫
π／２

０
ln １ ＋ acos x

１ － acos x d xcos x（| a | ＜ １） ．

解 　 （１）注意到 ln（sin２
θ＋ k２ cos２ θ）与 ２kcos２ θ／（sin２

θ＋ k２ cos２ θ）均在 ［０ ，π／２］

上连续 ，故可得

I′（k） ＝∫
π／２

０

２kcos２ θsin２
θ ＋ k２ cos２ θdθ ＝ ２k∫

π／２

０

dθ
k２ ＋ tan２

θ
．

令 tanθ＝ x ，则 dθ＝ d x／（１ ＋ x２ ） ．因此又知
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I′（k）＝ ２k∫
＋ ∞

０

１
k２ ＋ x２

d x
１ ＋ x２ ＝

２k
k２ － １∫

＋ ∞

０

１

１ ＋ x２ －
１

k２ ＋ x２ dx
＝

２k
k２ － １

arctan x －
１
k arctan x

k
＋ ∞

０
．

　 　若 k ＞ ０ ，则 I′（k）＝ π／（k ＋ １） ；若 k ＜ ０ ，则 I′（k）＝ π／（k － １） ，

I（k） ＝
πln（k ＋ １） ＋ C ， k ＞ ０ ，

πln | k － １ | ＋ C ， k ＜ ０ ．

而由题设知 I（１）＝ I（ － １）＝ ０ ，从而可得 C ＝ － πln２ ．最后我们有

I（k） ＝
πln（k ＋ １） － πln２ ＝ πln［（k ＋ １）／２］ ， k ＞ ０ ，

πln | k － １ | － πln２ ＝ πln（| k － １ | ／２） ， k ＜ ０ ．

　 　 （２） （i） 令 f （x ，a） ＝ ln ［（１ ＋ acos x）／（１ － acos x）］／cos x ，易知 f （ x ，a） →

２a（x → π／２） ，从而令 f （π／２ ，a）＝ ２a ，则 f （x ，a）在 ０ ≤ x ≤ π／２ ，－ １ ＜ a＜ １上连续 ．

（ii）由 f′a（x ，a）＝ ２／（１ － a２ cos２ x） ，以及 lim
x → π／２

f′a（x ，a） ＝ ２ ，令 f′a（π／２ ，a） ＝ ２ ，

可知 f′a（x ，a）在［０ ，π／２］ × （ － １ ，１）上连续 ．从而我们有

I′（a）＝ ∫
π／２

０

２d x
１ － a２ cos２ x

x ＝ arctan t
∫

＋ ∞

０

２d t
（１ － a２ ） ＋ t２

＝
２

１ － a２
arctan t

１ － a２
＋ ∞

０

＝
π

１ － a２
．

由此又得 I（a） ＝ πarcsin a＋ C ．因为 I（０）＝ ０ ，所以 C＝ ０ ，即 I（a）＝ πarcsin a ．
例 5畅1畅4 　解答下列问题 ：

（１）求 I（a） ＝ ∫
π／２

０
ln（a２ － sin２

θ）dθ（a ＞ １） ．

（２）设 I（y） ＝∫
１

０
ln x２ ＋ y２ d x（０ ≤ y ≤ １） ，求 I′＋ （０） ．

解 　 （１）易知满足可积分号下求导的条件 ，故知

I′（a） ＝ ∫
π／２

０

２adθ
a２ － sin２

θ
＝

π

a２ － １
．

从而得到 I（a） ＝ πln（a＋ a２ － １） ＋ C ．因为

I（a） ＝ πlna ＋∫
π／２

０
ln（１ － sin２

θ／a２ ）dθ ，
所以我们有

C ＝ ∫
π／２

０
ln（１ － sin２

θ／a２ ）dθ － πln a ＋ a２ － １
a ．

令 a→ ＋ ∞ ，且注意到｜ln（１ － sin２
θ／a２ ）｜≤ ｜ln（１ － １／a２ ）｜ ，则不难推出 C＝ － πln２ ．

即 I（a）＝ πln［（a＋ a２ － １）／２］ ．

（２）注意到被积函数及其对 y的导（函）数并不在（０ ，０）处连续 ，故不能直接在
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积分号下求导 ，下面采用定义求导 ．

首先 ，有 I（０） ＝ ∫
１

０
ln xd x ＝ － １ ．

其次 ，对 y ＞ ０ ，我们有

φ（y） ＝ ln １ ＋ y２ －∫
１

０

x２
x２ ＋ y２ d x ＝ ln １ ＋ y２ － １ ＋ yarctan １

y ．

　 　因此 ，计算其差商可得

I（y） － I（０）
y ＝

１

y ln １ ＋ y２ ＋ arctan １

y ．

由此即知 I′＋ （０） ＝ π／２ ．

注 　若上题设定 y ：－ １ ≤ y ≤ １ ，则类似地可得 I′－ （０）＝ － π／２ ，即 I（y）在 y ＝ ０处不可导 ．

例 5畅1畅5 　 设 I（x） ＝ ∫
cos x
sin x et

２
＋ x t d t ，求 I′（０） ．

解 　 令 F（u ，v ，x） ＝ ∫
u

v
et２ ＋ x t d t ，则 I（x） ＝ F（cos x ，sin x ，x） ．从而可得

I′（x）＝ 抄F
抄u

抄u
抄 x ＋

抄F
抄 v

抄v
抄 x ＋

抄F
抄 x

＝ eu２ ＋ xu （－ sin x） － e（v２ ＋ x v ）cos x ＋∫
u

v
tet２ ＋ x t d t ．

由此即知 I′（０） ＝ － １ ＋∫
１

０
tet２ d t ＝ １

２
（e － ３） ．

例 5畅1畅6 　解答下列问题 ：

（１）设 f ∈ C（R２
） ，F（x） ＝∫

x

０ ∫
x２

t２
f （t ，s）ds d t ，求 F′（x） ．

（２）设 f ∈ C（［０ ，１］
２
） ，F（t） ＝ ∫

t

０ ∫
t

０
f （x ，y）d x dy（０ ≤ t ≤ １） ，求 F′（t） ．

解 　 （１） F′（x） ＝ ∫
x

０
２ x f （t ，x２ ）d t ＋∫

x２

x２
f （t ，s）ds ＝ ２ x∫

x

０
f （t ，x２ ）d t ．

（２） F′（t） ＝ ∫
t

０
f （x ，t）d x ＋∫

t

０
f （t ，y）dy ．

例 5畅1畅7 　试证明下列命题 ：

（１）设 M ＝∫
b

a
| g（x） | d x ＜ ＋ ∞ ，f （x ，y）以及 f′y （x ，y）在 D ：［a ，b］ × ［c ，d］

上连续 ，则 F（y） ＝ ∫
b

a
g（x） f （x ，y）dx在［c ，d］上连续可微 ．

（２）设 f ∈ C（［０ ，１］） ，K（x ，y）＝ y（１ － x） ， y ＜ x ，

x（１ － y） ， y ≥ x ，
则

F（x） ＝∫
１

０
K（x ，y） f （y）dy
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满足微分方程d２ F（x）d x２ ＝ － f （x） ，F（０）＝ ０ ，F（１）＝ １ ．

　 　 （３）设 f （x）是［０ ，１］上的正值连续函数 ，则 lim
p → ０

＋ ∫
１

０
f p （x）d x １／p

＝ e∫１０ ln f （x）d x ．

　 　 （４）设 f（x ，y）在 R２ 上一阶偏导数存在 ．若 f′y ，f″xy在 R２ 上连续 ，则 f xy （x ，y）＝
f″y x （x ，y） ，（x ，y） ∈ R２

．

证明 　 （１）对任给 ε＞ ０ ，存在 δ＞ ０ ，使得当（xi ，yi ） ∈ D（i ＝ １ ，２）时有

| f′y （x１ ，y１ ） － f′y （x２ ，y２ ） | ＜ ε
M ，　 | x２ － x１ | ＋ | y２ － y１ | ＜ δ ．

　 　现在对 y０ ，y ∈ ［c ，d］且｜y － y０ ｜＜ δ ，我们有

　
F（y） － F（y０ ）

y － y０ －∫
b

a
g（x） f′y （x ，y０ ）dx

＝ ∫
b

a
g（x） f （x ，y）

y － y０
dx －∫

b

a
g（x） f （x ，y０ ）

y － y０
d x －∫

b

a
g（x） f′y （x ，y０ ）d x

≤∫
b

a
| g（x） | f （x ，y） － f （x ，y０ ）

y － y０ － f′y （x ，y０ ） d x
＝ ∫

b

a
| g（x） | | f′y （x ，ξ） － f′y （x ，y０ ） | d x 　 （ | ξ － y０ | ＜ | y － y０ | ）

＜ ∫
b

a
| g（x） |· ε

M ≤ M ·
ε
M ＝ ε ．

由此即可导出 F′（y０ ） ＝ ∫
b

a
g（x） f′y （x ，y０ ）dx ．显然 ，F′（y）在［c ，d］上连续 ．

（２）注意到 F（x） ＝ ∫
x

０
y（１ － x） f （y）dy ＋∫

１

x
x（１ － y） f （y）dy ，故有 F（０） ＝

０ ＝ F（１） ，而且

F′（x）＝∫
x

０
－ y f （y）dy ＋ x（１ － x） f （x）

　 ＋∫
１

x
（１ － y） f （y）dy － x（１ － x） f （x）

＝ －∫
x

０
y f （y）dy －∫

１

x
y f （y）dy ＋∫

１

x
f （y）dy

＝ －∫
１

０
y f （y）dy ＋∫

１

x
f （y）dy ．

由此还易得 F″（x）＝ － f （x） ．证毕 ．

注 　 K（x ，y）称为算子 －
d２d x２ （在 F（０）＝ F（１）＝ ０时）的 Green函数 ．

（３）取对数且用 L′Hospital法则（用积分号下求导与积分号下求极限） ，

lim
p → ０

＋
ln ∫

１

０
f p （x）d x １／ p

＝ lim
p → ０

＋

ln∫
１

０
f p （x）d x
p
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＝ lim
p → ０

＋ ∫
１

０
f p （x） · ln f （x）dx ∫

１

０
f p （x）d x ＝ ∫

１

０
ln f （x）d x ．

由此即得所证 ．

（４）令 F（x ，y）＝ f′y （x ，y） ，则有

f （x ，y） － f （x ，c） ＝ ∫
y

c
F（x ，t）d t 　 （a ≤ x ≤ b ，c ≤ y ≤ d） ．

注意到 F′x （x ，y）＝ f″xy （x ，y）是二元连续函数 ，故进行积分号下求导 ，可知

f′x （x ，y） － f′x （x ，c） ＝ ∫
y

c
F′x （x ，t）d t ．

从而得到 f″y x （x ，y）＝ F′x （x ，y）＝ f″xy （x ，y） ．

例 5畅1畅8 　解答下列问题 ：

（１）设 f ∈ C（R１
） ，求 F″（x） ，其中

F（x） ＝
１

h２∫
h

０ ∫
h

０
f （x ＋ s ＋ t）d t ds 　 （h ＞ ０） ．

　 　 （２）设 f （u ，v）具有连续偏导数 ，求 F′（t） ，其中

F（t） ＝ ∫
t

０
f （x ＋ t ，x － t）dx ．

　 　 （３）设 f （u ，v）具有连续偏导数 ，试证明 z（F″xx ＋ F″yy － F″z z ）＝ F′z ，其中

F（x ，y ，z） ＝ ∫
２π

０
f （x ＋ zcosθ ，y ＋ zsinθ）dθ ．

　 　解 　 （１）改写原式为 F（x） ＝
１

h２∫
h

０ ∫
h＋ x＋ u

x ＋ u
f （v）dv du ，则（满足求导条件）

F′（x）＝ １

h２∫
h

０
［ f （h ＋ x ＋ u） － f （x ＋ u）］du

＝
１

h２ ∫
x＋ ２ h

x ＋ h
f （u）du －∫

x＋ h

x
f （u）du ，

F″（x）＝ １

h２ ［ f （２h ＋ x） － ２ f （h ＋ x） ＋ f （x）］ ．

　 　 （２）易知满足积分号下求导条件 ，我们有

F′（t） ＝ f （２ t ，０） ＋ ２∫
t

０
［ f′u （x ＋ t ，x － t） － f′v （x ＋ t ，x － t）］dx ．

注意到
d f
d x ＝ f′u （x ＋ t ，x － t）＋ f′v （x ＋ t ，x － t） ，故可得

　∫
t

０
［ f′u （x ＋ t ，x － t） － f′v （x ＋ t ，x － t）］dx

＝ ２∫
t

０
f′u（x ＋ t ，x － t）d x －∫

t

０
［ f′u （x ＋ t ，x － t） ＋ f′v （x ＋ t ，x － t）］d x

＝ ２∫
t

０
f′u（x ＋ t ，x － t）d x － f （x ＋ t ，x － t） t

０
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＝ ２∫
t

０
f′u（x ＋ t ，x － t）d x － f （２ t ，０） ＋ f （t ，－ t） ．

从而我们有 F′（t） ＝ f （t ，－ t） ＋ ２∫
t

０
f′u （x ＋ t ，x － t）dx ．

　 　 （３）注意到命题满足积分号下求导的条件 ，故可得

F″xx ＝ ∫
２π

０
f″１１ （x ＋ zcosθ ，y ＋ zsinθ）dθ ，

F″yy ＝ ∫
２π

０
f″２２ （x ＋ zcosθ ，y ＋ zsinθ）dθ ，

F′z ＝ ∫
２π

０
［ f′１ （x ＋ zcosθ ，y ＋ zsinθ）cosθ ＋ f′２ （x ＋ zcosθ ，y ＋ zsinθ）sinθ］dθ ，

F″z z ＝ ∫
２π

０
［（ f″１１ cosθ ＋ f″１２ sinθ）cosθ ＋ （ f″２１ cosθ ＋ f″２２ sinθ）sinθ］dθ ，

F″xx ＋ F″yy － F″z z ＝ ∫
２π

０
［ f″１１ sin２

θ － ２ f″１２ sinθ· cosθ ＋ f″２２ · cos２ θ］dθ
＝ ∫

２π

０
－

１
z

ddθ（ f′１ sinθ － f′２ cosθ） ＋
１
z （ f′１ cosθ ＋ f′２ sinθ） dθ

＝ ０ ＋ F′z ／z ．
　 　例 5畅1畅9 　解答下列问题 ：

（１）试求积分 f （x） ＝∫
x

０
yn （x － y）mdy 　 （n ，m ∈ N） ．

（２） f （x）在（ － ∞ ，∞ ）上任意次可导 ，试证明

lim
x → x

０

dn

dxn
f （x） － f （x０ ）

x － x０ ＝
f （n＋ １） （x０ ）
n ＋ １

　 （n ∈ N ，x０ ∈ R１
） ．

　 　 （３）设 f ∈ C（R２
） ，F（x） ＝∫

x

０
f （t）（x － t）n －１ d t ，试求 F（n）

（x） ．

（４）设求积分∫
２π

０
excosθcos（xsinθ）dθ ．

解 　 （１）在积分号下求导 ，我们有

f′（x） ＝ ∫
x

０
myn （x － y）m－１ dy ，　 f （m） （x） ＝

m ！
n ＋ １

xn＋ １ ．

由此易得 f （x）＝ m ！ n ！
（m ＋ n＋ １） ！

xm ＋ n＋ １
．

（２）作 f 在 x０ 处的积分余项的 Taylor公式
f （x） ＝ ∑

n＋ １

k ＝ ０

f （k） （x０ ）
k ！ （x － x０ ）k ＋ Rn＋ １ （x） ，

Rn＋ １ （x） ＝
１

（n ＋ １） ！∫
x

x
０

f （n＋ ２） （t）（x － t）n＋ １ d t ．
注意到

·０８１· 第 ５章 　含参变量的积分



dn

dxn
f （x） － f （x０ ）

x － x０ ＝
f （n＋ １） （x０ ）
n ＋ １

＋
dn

d xn
Rn＋ １ （x）
x － x０

＝
f （n＋ １） （x０ ）
n ＋ １

＋ ∑
n

k ＝ ０

Ck
nR（k）

n＋ １ （x） （－ １）
n － k

（n － k） ！
（x － x０ ）n － k＋ １ ．

故只需指出 lim
x → x

０

R（k）
n ＋ １ （x）／（x － x０ ）n ＋ １

＝ ０（k ＝ ０ ，１ ，２ ，⋯ ，n） ．为此 ，用积分号下求导

公式 ，我们有

R（k）
n＋ １ （x）＝ dk－１

dxk－１ R′n＋ １ （x） ＝
dk －１d xk －１

１
n ！∫

x

x
０

f （n＋ ２） （t）（x － t）nd t
＝ ⋯ ＝

１
（n ＋ １ － k） ！∫

x

x
０

f （n＋ ２） （t）（x － t）n＋ １ － kd t ．
由此即可得证 ．

（３） f （t）（x － t）n － １在 R２ 上对 x连续可导任意次 ，故能在积分号下求导 ：

F′（x） ＝ ∫
x

０
f （t）（n － １）（x － t）n －２ d t ，

⋯ ⋯

Fn －１
（x） ＝ （n － １）（n － ２） ⋯ １ ·∫

x

０
f （t）d t

F（n）
（x） ＝ n ！f （x） 　 （x ∈ R２

） ．

　 　 （４）在积分号下求导 ，得 F′（x） ＝ ∫
２π

０
excosθcos（θ ＋ xsinθ）dθ ．由归纳法 ，可知

F（n）
（x） ＝ ∫

２π

０
excosθ · cos（nθ ＋ xsinθ）dθ ． ①

从而导出 F（n）
（０）＝ ０（n＝ １ ，２ ，⋯ ） ．因此根据 Taylor公式 ，我们有

F（x） － F（０） ＝ ∑
n－１

k ＝ １

F（k）
（０）
k ！ xk ＋ F（n）

（θ１ x）
n ！ xn ＝

F（n）
（θ１ x）
n ！ xn 　 （０ ＜ θ１ ＜ １） ．

注意到由式 ①可得｜F（n）
（θ ，x）｜≤ ex · ２π ，故知

lim
n → ∞

F（n）
（θ ，x）
n ！ xn ≤ lim

n → ∞

２πex
n ！

xn ＝ ０ ，　 F（x） ≡ F（０） ＝ ２π ．

　 　例 5畅1畅10 　试证明下列命题 ：

（１）设有椭圆积分 E（k） ＝ ∫
π／２

０
１ － k２ sin２

φdφ（０ ＜ k ＜ １） ，则

E″（k） ＋ E′（k）／k ＋ E（k）／（１ － k２ ） ＝ ０ ．

　 　 （２）设（Bessel函数）In （x） ＝
１
π∫

π

０
cos（nφ － xsinφ）dφ（n ∈ Z） ，则

x２ I″n （x） ＋ xI′n（x） ＋ （x２ － n２ ）In （x） ＝ ０ ． （Bessel方程）

　 　证明 　 （１）首先 ，设 ０ ＜ k１ ≤ k ≤ k２ ＜ １ ．且记

F（k） ＝ ∫
π／２

０

dφ
１ － k２ sin２

φ

　 （０ ＜ k ＜ １） ，

·１８１·５畅１ 　含参变量的定积分



易知 １ － k２ sin２

φ与 ksin２

φ／ １ － k２ sin２

φ在闭区域 ０ ≤ φ ≤ π／２ ，k１ ≤ k ≤ k２ 上连续 ，

从而可在积分号下求导 ，我们有

E′（k） ＝ －∫
π／２

０

ksin２

φdφ
１ － k２ sin２

φ

，　 E′（k） ＝
E（k） － F（k）

k ．

　 　应用分部积分公式 ，可知

E′（k）＝ k∫
π／２

０

sinφdcosφ
１ － k２ sin２

φ
＝ －∫

π／２

０

kcos２ φdφ
（１ － k２ sin２

φ）
３／２

＝ － k∫
π／２

０

dφ
（１ － k２ sin２

φ）
３／２ ＋ k∫

π／２

０

sin２

φdφ
（１ － k２ sin２

φ）
３／２

．

注意到 F′（k） ＝ k∫
π／２

０

sin２

φdφ
（１ － k２ sin２

φ）
３／２

，［kF（k）］′ ＝ ∫
π／２

０

dφ
（１ － k２ sin２

φ）
３／２

，故得

E′（k） － F′（k） ＝ － k［kF（k）］′ ．

由此又可得

F′（k） ＝ E（k）／k（１ － k２ ） － F（k）／k ． ①

引用 E′（k）＝ ［E（k） － F（k）］／k ，我们有
F（k） ＝ E（k） － kE′（k） ，　 F′（k） ＝ － kE″（k） ．

代入式 ① ，即得

E″（k） ＋ E′（k）／k ＋ E（k）／（１ － k２ ） ＝ ０ 　 （k１ ≤ k ≤ k２ ） ．

　 　其次 ，因为 k１ 与 k２ 可充分接近于 ０与 １ ，所以命题得证 ．

（２）易知可进行积分号下求导运算 ，再用分部积分法 ，可得

I′n （x）＝ －
１
π∫

π

０
sin（nφ － xsinφ）sinφdφ

＝
n
π∫

π

０
cosφ · cos（nφ － xsinφ）dφ －

x
π∫

π

０
（１ － sin２

φ）cos（nφ － xsinφ）dφ
＝

n
π∫

π

０
cosφ · cos（nφ － xsinφ）dφ － xIn （x） － xI″n （x） ． ②

注意到 １
π∫

π

０
cos（nφ － xsinφ）（n － xcosφ）dφ ＝ ０ ，故有

x
π∫

π

０
cos（nφ － xsinφ）cosφdφ ＝ nI n（x） ．

　 　现在 ，以 x乘式 ②两端 ，并注意上式即可得证 ．

例 5畅1畅11 　解答下列问题 ：

（１）求 I ＝ ∫
１

０
f （x）d x ，其中 f （x） ＝ （xb － xa）／ln x（０ ＜ x ＜ １） ，f （０） ＝ ０ ，

f （１） ＝ b － a（b ＞ a ＞ ０） ．

（２）设 f ∈ C（n）
（R１

）（n ≥ １） ，令
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g（x） ＝
［ f （x） － f （a）］／（x － a） ， x ≠ a ，
f′（a） ， x ＝ a ，

试证明 g ∈ C（n － １）
（R１

） ，并求 g（n － １） （a） ，

解 　 （１）注意到 xb － xaln x ＝∫
b

a
x y dy ，故知 I ＝∫

１

０ ∫
b

a
x ydy d x ．因为 xy在矩形［０ ，

１］ × ［a ，b］上连续 ，所以可交换积分次序 ．从而有

I ＝∫
b

a ∫
１

０
xy dx dy ＝ ∫

b

a

x１＋ y
１ ＋ y

１

０
dy ＝ ∫

b

a

dy
１ ＋ y ＝ ln １ ＋ b

１ ＋ a ．

　 　 （２）因为我们有

f （x） － f （a） ＝ ∫
x

a
f′（t）d t ＝ （x － a）∫

１

０
f′［a ＋ y（x － a）］dy ，

所以可得

f （x） － f （a）
x － a ＝ ∫

１

０
f′［a ＋ y（x － a）］dy 　 （x ≠ a） ．

注意到 x ＝ a时 ，上式右端为 f′（a） ，故知 g（x） ＝ ∫
１

０
f′［a ＋ y（x － a）］dy ．

由此易得 g ∈ C（n － １）
（R１

） ，实际上 ，还有

g（n－１） （x）＝ ∫
１

０
yn －１ f （n） ［a ＋ y（x － a）］dy ，

g（n－１） （a）＝ f （n） （a）∫
１

０
yn －１ dy ＝ f （n） （a）／n ．

５畅２ 　含参变量的反常积分

设函数 f （x ，y）在无界矩形 a≤ x ≤ b ，c ≤ y ＜ ＋ ∞上定义 ，若对每一个 x ∈ ［a ，b］ ，无穷积分

I（x） ＝ ∫
＋ ∞

c
f （x ，y）dy ①

都收敛 ，则积分值可以看成是定义在［a ，b］上的函数 ．

定义 5畅2畅1 　若任给 ε＞ ０ ，存在 A０ ＝ A０ （ε） ＞ c ，当 A ＞ A０ 时 ，对一切 x ∈ ［a ，b］ ，成立

∫
＋ ∞

A
f （x ，y）dy ＜ ε ．则称∫

＋ ∞

c
f （x ，y）dy关于 x 在［a ，b］上一致收敛 ．

这里 x取值区间［a ，b］可以代之以（a ，b） 、（a ，＋ ∞ ） ，甚至一般的点集 E ，就有无穷积分关于

x在 E上一致收敛概念 ．类似可定义含参变量瑕积分的一致收敛性 ．若函数 f （x ，y）在 y ＝ c ，x ∈

［a ，b］邻域内无界 ，则称∫
d

c
f （x ，y）dy为含参变量 x 的瑕积分 ．对瑕积分∫

d

c
f （x ，y）dy关于 x 在

［a ，b］上一致收敛定义为 ：任给 ε ＞ ０ ，存在 δ ＝ δ（ε） ＞ ０ ，当 c ＜ c′ ＜ c ＋ δ时 ，对一切的 x ∈

［a ，b］ ，成立 ∫
c′

c
f （x ，y）dy ＜ ε ．

下面我们只陈述无穷积分情形 ，这里的每一个定理 ，相应地就有一个关于瑕积分的定理 ．
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定理 5畅2畅1（一致收敛原理）　无穷积分 ①在 E上一致收敛的充要条件是 ：任给 ε＞ ０ ，存在

A０ ＞ c ，当 A ，A′＞ A０ 时 ，对一切的 x ∈ E ，均有 ∫
A′

A
f （x ，y）dy ＜ ε ．

定理 5畅2畅2（Weierstrass判别法） 　设有连续函数 F（y） ，使得

| f （x ，y） | ≤ F（y） 　 （x ∈ E ，c ≤ y ＜ ＋ ∞ ） ，　 　∫
＋ ∞

c
F（y）dy ＜ ＋ ∞ ，

则无穷积分∫
＋ ∞

c
f （x ，y）dy关于 x 在集合 E上一致收敛 ．

注 　能用 Weierstrass判别法判别一致收敛的参变积分 ，事实上一定是绝对一致收敛的 ．对

非绝对一致收敛的参变积分 ，需用下面判别法 ．

定理 5畅2畅3 （Dirichlet 判别法） 　 设 （i）存在正常数 M ，对任意的 x ∈ E ，当 A ≥ c时 ，有

∫
A

c
f （x ，y）dy ≤ M ；（ii）对任意固定的 x ∈ E ，g（x ，y）是 y的单调函数 ，当 y → ＋ ∞时 ，g（x ，y）

关于 x ∈ E一致趋于零（任给 ε＞ ０ ，存在 A０ ＞ c ，当 y ＞ A０ 时 ，对任意的 x ∈ E ，均有 ｜g（x ，y）｜＜
ε） ，则积分

∫
＋ ∞

c
f （x ，y）g（x ，y）dy ②

关于 x在 E上一致收敛 ．

定理 5畅2畅4（Abel判别法） 　 设（i）积分∫
＋ ∞

c
f （x ，y）dy关于 x在 E上一致收敛 ；（ii）函数

g（x ，y）对任意固定的 x ∈ E是 y的单调函数 ，且存在 M ＞ ０ ，对任意的 y ≥ c和 x ∈ E ，有

| g（x ，y） | ≤ M ．

则积分 ②关于 x在 E上一致收敛 ．

定理 5畅2畅5 　设 f （x ，y）在 a≤ x ≤ b ，c ≤ y ＜ ＋ ∞上连续 ，且积分 I（x） ＝∫
＋ ∞

c
f （x ，y）dy关于

x在［a ，b］上一致收敛 ，则 I（x）在［a ，b］上连续 ，且有

∫
b

a ∫
＋ ∞

c
f （x ，y）dy d x ＝ ∫

＋ ∞

c ∫
b

a
f （x ，y）d x dy ．

　 　定理 5畅2畅6 　 设 f （x ，y） ，f x （x ，y）在 a ≤ x ≤ b ，y ≥ c上连续 ，积分∫
＋ ∞

c
f （x０ ，y）dy（x０ ∈ ［a ，

b］）收敛 ，积分 φ（x） ＝∫
＋ ∞

c
f x （x ，y）dy关于 x 在［a ，b］上一致收敛到 φ（x） ，则

I（x） ＝ ∫
＋ ∞

c
f （x ，y）dy

关于 x在［a ，b］上一致收敛到 I（x） ，且有

I′（x） ＝
ddx∫

＋ ∞

c
f （x ，y）dy ＝ ∫

＋ ∞

c
f x （x ，y）dy ．

　 　定理 5畅2畅7 　 设 f （x ，y）在 a ≤ x ≤ b ，y ≥ c上连续且非负 ，对任意的 x ∈ ［a ，b］ ，积分

I（x）＝ ∫
＋ ∞

c
f （x ，y）dy收敛 ，且 I（x） ∈ C［a ，b］ ．则上述积分关于 x在［a ，b］上一致收敛 ．

定理 5畅2畅8 　设（i） f （x ，y）在 x ≥ a ，y ≥ c上连续 ；
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（ii）积分∫
＋ ∞

c
f （x ，y）dy关于 x在［a ，＋ ∞ ）上的任一有界闭区间［a ，B］上一致收敛（称关于

x在［a ，＋ ∞ ）上内闭一致收敛） ；

（iii）积分∫
＋ ∞

A
f （x ，y）d x关于 y在［c ，＋ ∞ ）上内闭一致收敛 ；

（iv）积分∫
＋ ∞

c ∫
＋ ∞

a
| f （x ，y） | d x dy与∫

＋ ∞

a ∫
＋ ∞

c
| f （x ，y） | dy dx有一个存在 ，则有

∫
＋ ∞

a ∫
＋ ∞

c
f （x ，y）dy d x ＝ ∫

＋ ∞

c ∫
＋ ∞

a
f （x ，y）d x dy ．

　 　定理 5畅2畅9 　 设 f （x ，y）在 x ≥ a ，y ≥ c上连续 、非负 ，积分∫
＋ ∞

a f （x ，y）d x是 y ≥ c上的连

续函数 ，积分∫
＋ ∞

c
f （x ，y）dy是 x ≥ a上的连续函数 ，又积分

∫
＋ ∞

a ∫
＋ ∞

c
f （x ，y）dy d x 　 与 　∫

＋ ∞

c ∫
＋ ∞

a
f （x ，y）d x dy

有一个存在 ，则

∫
＋ ∞

a ∫
＋ ∞

c
f （x ，y）dy d x ＝ ∫

＋ ∞

c ∫
＋ ∞

a
f （x ，y）d x dy ．

　 　例 5畅2畅1 　设 f （x ，y）在［a ，∞ ） × ［α ，β］上连续 ．若积分 I ＝ ∫
＋ ∞

a
f （x ，y）d x对

y ∈ （α ，β）上一致收敛 ，试证明 I对 y ∈ ［α ，β］上一致收敛 ．

证明 　依题设知 ，对任给 ε＞ ０ ，存在 X０ ：X０ ≥ a ，使得

∫
X″

X′
f （x ，y）dx ＜ ε　 （X′ ，X″ ≥ X０ ，α ＜ y ＜ β） ．

注意到 f 的连续性 ，我们令 y → α与 y → β ，可得

∫
X″

X′
f （x ，α）d x ≤ ε ，　 ∫

X″

X′
f （x ，β）d x ≤ ε ．

由此即可得证 ．

例 5畅2畅2 　试证明下列命题 ：

（１） I（y） ＝ ∫
＋ ∞

０

sin xy
x d x对 y ∈ （０ ，∞ ）不一致收敛 ．

（２） I（α） ＝ ∫
＋ ∞

０
e－ αx２ d x对 α ∈ （０ ，１）不一致收敛 ．

（３） I（α） ＝ ∫
＋ ∞

０
e－ α

２ x sin xd x对 α ∈ （０ ，１）不一致收敛 ．

（４） I（α） ＝ ∫
＋ ∞

０
αe－ αx２ dx对 α ∈ （０ ，∞ ）不一致收敛 ．

（５） I（y） ＝ ∫
＋ ∞

０
e－ （x － y）２ dx对 y ∈ （０ ，∞ ）不一致收敛 ．

（６） I（y） ＝ ∫
＋ ∞

０

xsin xy
y（１ ＋ x２ ）dx对 y ∈ （０ ，∞ ）不一致收敛 ．
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证明 　 （１）注意到∫
＋ ∞

A

sin xy
x d x ＝ ∫

＋ ∞

yA

sin t
t d t ，故有

lim
y → ０∫

＋ ∞

yA
sin t
t d t ＝∫

＋ ∞

０

sin t
t d t ＝ π

２
．

这说明不一致收敛 ．

（２）注意 I（０） ＝∫
＋ ∞

０
１d x发散 ，故得所证 ．

（３）注意 I（０） ＝ ∫
＋ ∞

０
sin xd x发散 ，故得所证 ．

（４）注意到 J（A） ＝∫
２ A

A
αe－ αx２ d x ＝∫

２ αA

αA
e－ t２ d t ≥ αA e－２·αA ２

，则取 α ＝ （１／A）２ ，

则 J（A） ≥ e－２
．证毕 ．

（５）注意到 J（A） ＝ ∫
２ A

A
e－ （x － y）２ d x ＝∫

２ A － y

A － y
e－ t２ d t ，并让 y取 A 值 ，则得 J（A） ＝

∫
A

０
e－ t２ d t →∫

＋ ∞

０
e－ t２ d t（A → ＋ ∞ ） ．即 J（A）在 A → ＋ ∞ 时不趋于 ０ ．证毕 ．

（６）注意 lim
y → ０

＋

xsin xy
y（１ ＋ x２ ） ＝

x２
１ ＋ x２ ，以及∫

＋ ∞

０

x２ d x
１ ＋ x２ ＝ ＋ ∞ ．

例 5畅2畅3 　试证明下列命题（用定义） ：

（１） I（t） ＝ ∫
＋ ∞

０
sin te－ tx２ dx关于 t ∈ （０ ，∞ ）一致收敛 ．

（２） I（t） ＝ ∫
＋ ∞

１
te－ t／２ x２

／x３ d x关于 t ∈ （０ ，∞ ）不一致收敛 ．

（３） I（y） ＝ ∫
＋ ∞

１
e－

１

y２
x － １

y
２ dx关于 y ∈ （０ ，１）一致收敛 ．

证明 　 （１）对积分用变量替换 tx ～ x ，可知

IA （t） ＝ ∫
＋ ∞

A
sin t · e－ tx２ d x ＝

sin t
t ∫

＋ ∞

A
t · e－ tx２ d x ＝

sin t
t · t∫

＋ ∞

A t
e－ x２ dx ．

　 　对任给 ε＞ ０ ，易知存在 δ＞ ０ ，可得 ∫
＋ ∞

０
e－ x２ d x 扯 M

| IA （t） | ≤ sin t
t δ∫

＋ ∞

０
e－ x２ d x ≤ M δ ＜ ε　 （σ ＜ t ≤ δ） ．

对于 t＞ δ ，又有

| IA （t） | ≤ sin t
t ∫

＋ ∞

A t
e－ x２ d x ≤

１

δ
∫

＋ ∞

A δ
e－ x２ dx ．

注意到上式右端积分的收敛性 ，即知｜IA （t）｜→ ０（A → ＋ ∞ ） ．由此即得所证 ．

（２）直接计算积分 ，可得（A ＞ １）

IA （t） ＝ ∫
＋ ∞

A
t
x３ e－

t
２ x２ d x ＝ e－

１

２ x２
＋ ∞

A
＝ １ － e－

１

２A２ ．
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由此可知 lim
A → ＋ ∞

IA （t）＝ １ ，即得所证 ．

（３）注意到 A ＝∫
＋ ∞

０
e－ t２ d t ＜ ＋ ∞ ，故对任给 ε ＞ ０ ，存在 X ＞ ０ ，使得∫

＋ ∞

X
e－ t２ d t

＜ ε ．取 B ：B ＞ ２A ／ε ＋ X ，并对积分 IB （y） ＝ ∫
＋ ∞

B
e－ （x －１／y）２ ／y２ d x 作变量替换 t ＝

x －
１

y y ，可得 IB （y） ＝ y∫
＋ ∞

（B －１／y）／y
e－ t２ d t ．

　 　 （i）对 ０ ＜ y ≤ ε／２A ，有 IB （y） ≤ y∫
＋ ∞

－ ∞
e－ t２ d t ＝ ２Ay ＜ ε ；

（ii）对 ε／２A ＜ y ＜ １ ，有

IB （y） ≤∫
＋ ∞

（B －１／y）／y
e－ t２ d t ＜ ∫

＋ ∞

B －２ A ／ε
e－ t２ d t ＜ ∫

＋ ∞

X
e－ t２ d t ＜ ε ．

由此即得所证 ．

例 5畅2畅4 　试证明下列命题（用 Weierstrass 判别法） ：

（１） I ＝ ∫
＋ ∞

１

dx
x α 关于 α ∈ ［α０ ，∞ ）一致收敛 ，其中 α０ ＞ １ ．

（２） I ＝ ∫
＋ ∞

０
e－３ xcos（αx ）d x关于 α ∈ （－ ∞ ，∞ ）一致收敛 ．

（３） I ＝ ∫
＋ ∞

１

（ln x）p
x x

dx关于 p ∈ ［０ ，１０］一致收敛 ．

（４） I ＝ ∫
＋ ∞

１

y２ － x２
（x２ ＋ y２ ）２

dx关于 y ∈ ［０ ，∞ ）一致收敛 ．

（５） I ＝ ∫
＋ ∞

１
cos（xy） · ln（１ ＋ x２ ／y）

１ ＋ yx４
dy关于 x ∈ ［０ ，∞ ）一致收敛 ．

证明 　 （１）注意 １／xα ≤ １／xα０ ，∫
＋ ∞

１

dx
x α

０
收敛 ．

（２）注意 | e－３ x cos（αx） | ≤ e－３ x
，∫

＋ ∞

０
e－３ x d x收敛 ．

（３）注意 ln p x
x x

≤
ln１０ x
４ x

·
１

x ·
４ x

≤ M ·
１

x５／４ ，∫
＋ ∞

１

d x
x５／４ 收敛 ．

（４）注意
y２ － x２

（x２ ＋ y２ ）２ ≤
y２ ＋ x２

（x２ ＋ y２ ）２ ＝
１

x２ ＋ y２ ≤
１

x２ ，∫
＋ ∞

１

d x
x２ 收敛 ．

（５）记 g（x ，y）＝ x２ ／ １ ＋ y x４ ，则被积函数 f （x ，y）有估计

| f （x ，y） | ＝ cos（xy） · ln（１ ＋ x２ ／y）
１ ＋ yx４

≤
１

y
x２

１ ＋ yx４
＝

１

y g（x ，y） ．

由 g′x （x ，y）＝ ２ x／（１ ＋ y x４ ）３／２ ＞ ０（x ＞ ０）可知 ，g（x ，y）是 x的递增函数 ，且有

lim
x → ＋ ∞

g（x ，y） ＝ lim
x → ＋ ∞

x２ ／ １ ＋ yx４
＝ １／ y 　 （y ≥ １） ．
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这说明我们可得估计

| f （x ，y） | ≤ １

y g（x ，y） ≤
１

y y
，　∫

＋ ∞

１

dy
y y

＜ ＋ ∞ ．

由此即得所证 ．

例 5畅2畅5 　试证明下列命题 ：

（１） I（α） ＝∫
＋ ∞

０
sin xαd x关于 α ≥ α０ ＞ １一致收敛 ．

（２）I（α） ＝ ∫
＋ ∞

０

sin（αx）
x d x关于 α ∈ ［a ，b］一致收敛 ，其中 ０ 碒 ［a ，b］ ．

（３） I（α） ＝ ∫
＋ ∞

１

xsin（αx）
１ ＋ x２ d x关于 α ≥ α０ ＞ ０一致收敛 ．

（４）设对任意的 B ＞ ０ ，f ∈ R（［０ ，B］） ．若有

sup ∫
B

０
e－ α０ x f （x）dx ：０ ≤ B ＜ ∞ ＜ ＋ ∞ ，

则 I（α） ＝∫
＋ ∞

０
e－ αx f （x）dx关于 α ∈ ［α１ ，∞ ）一致收敛 ，其中 α１ ＞ α０ ＞ ０ ．

（５） I（α） ＝ ∫
＋ ∞

０
e－ x sinαx ／xd x关于 α ∈ ［α０ ，∞ ）（α０ ＞ ０）一致收敛 ．

证明 　 （１）令 f （x ，α）＝ α· xα － １ · sin xα ，g（x ，α）＝ １／αxα － １
，有

∫
A

１
f （x ，α）dx ＝ ∫

A

１
sin xαd xα ≤ ２ ，　 g（x ，α） ≤

１

α０ xα０ －１ ．

易知对 α≥ α０ ，g（x ，α）随 x → ＋ ∞递减趋于 ０ ，且关于 α一致 ．从而由 Dirichlet 判则
即得所证 ．（注意 ，sin xα ＝ f （x ，α） · g（x ，α） ．）

（２）易知 １／x 当 x → ＋ ∞ 时关于 α 是一致单调趋于 ０ 的 ，而不定积分

∫
x

０
sinαtd t ＝ | （１ － cosαx）／α | ≤ ２／min（ | a | ， | b | ） ．由 Dirichlet 判别法即可

得证 ．

（３）由于当 x → ＋ ∞ 时 ，函数 x
１ ＋ x２ 是关于 α一致单调趋于 ０ 的 ，又有

∫
A

１
sinαxd x ≤

２
α０

，故根据 Dirichlet 判则 ，即得所证 ．

（４）将原式写为 I（α） ＝∫
＋ ∞

０
e－ （α－ α０ ）x · e－ α０ x f （x）d x ，注意到 e － （α － α

０
）x当 x → ＋ ∞

时关于 α≥ α１ ＞ α０ 一致单调趋于 ０ ，以及题设 ，则依 Dirichlet 判别法即可得证 ．

（５）因为 ∫
A

０
sinαxd x ＝ ｜（１ － cosαA）／α｜≤ ２／α０ ，以及函数 e － x

／x在 x → ＋ ∞

时单调一致趋于 ０ ，所以根据 Dirichlet 判别法即得所证 ．

例 5畅2畅6 　试证明下列命题 ：
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（１） I（α） ＝∫
＋ ∞

０

sin xd x
x （１ ＋ αx２

）
关于 α ∈ ［０ ，∞ ）一致收敛 ．

（２） I（α） ＝ ∫
＋ ∞

０

sin２ x
x ＋ α

e－ αx d x关于 α ∈ （０ ，１）一致收敛 ．

（３）设 ０ ＜ p ＜ ２ ，则 I（α） ＝∫
＋ ∞

０
e－ αx sin x

x p d x关于 α ∈ ［０ ，∞ ）一致收敛 ．

证明 　 （１）因为∫
＋ ∞

０

sin x
x dx关于 α一致收敛 ，又函数 １／（１ ＋ αx２

）对 x单调且

一致界于 １ ，所以 ，根据 Abel判别法即得所证 ．

（２） （i）注意到 sin２ x的原函数有界 ，以及１／（x ＋ α）递减一致趋于０（x → ＋ ∞ ，

| １／（x ＋ α） | ≤ １／x） ．故根据Dirichlet判则 ，知积分∫
＋ ∞

０
sin２ x／（x ＋ α）d x关于 α ∈

（０ ，１）一致收敛 ．

（ii）易知 e－ αx 随 x 单调 ，且 | e－ αx | ≤ １ ．

综合以上所述依 Abel判则即得所证 ．

（３）易知∫
＋ ∞

０

sin x
x p dx收敛 ，e－ αx 对 x 单调一致有界 ，由 Abel判别法即得所证 ．

例 5畅2畅7 　解答下列问题 ：

（１）试证明 lim
y → ＋ ∞∫

＋ ∞

０
e－ x y d x ＝ １ ．

（２）试证明∫
＋ ∞

０

sin x
x

２ dx ＝
π
２

．

（３）已知积分∫
＋ ∞

a
f （x ，y）d x 关于 y ∈ ［M ，∞ ）一致收敛 （M ＞ ０） ，且积分

∫
＋ ∞

a
lim
y → ＋ ∞

f （x ，y）d x收敛 ．试问是否成立等式

lim
y → ＋ ∞∫

＋ ∞

a
f （x ，y）d x ＝∫

＋ ∞

a
lim
y → ＋ ∞

f （x ，y）d x ．

　 　解 　 （１）对 x的不同取值 ，可得极限

lim
y → ＋ ∞

e－ x y
＝

１ ， ０ ≤ x ＜ １ ，

１／e ， x ＝ １ ，

０ ， x ＞ １ ．

由此可知在整个区域内上述收敛是不一致的 ．

现在 ，分三个区段来求极限 ，易知其极限和积分可交换次序 ．我们有

lim
y → ＋ ∞∫

１

０
e－ x y d x ＝ ∫

１

０
１d x ＝ １ ，

lim
y → ＋ ∞∫

２

１
e－ x y d x ＝ ∫

２

１
０d x ＝ ０ ，
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lim
y → ∞∫

＋ ∞

２
e－ x y d x ＝ ∫

＋ ∞

２
０d x ＝ ０ ．

从而得证 ．

（２） （i）已知∫
π／２

０

sin（２n ＋ １）xsin x dx ＝
π
２

，以及

∑
n－１

k ＝ ０

sin（２k ＋ １）x ＝
１ － cos２nx

２sin x ＝
sin２ nxsin x 　 （x ≠ ０ ，± π ，⋯ ） ，

由此可得 １
n∫

π／２

０

sinnxsin x
２ d x ＝

π
２

．

（ii）用替换 y ＝ nx ，由上述积分可知∫
nπ／２

０

sin y
y

２ y／n
sin（y／n）

２ dy ＝
π
２

．令

f n（x） ＝

１ ， x ＝ ０ ，

sin x
x

２ x／nsin（x／n）
２

， ０ ＜ x ≤ nπ／２ ，

０ ， x ＞ nπ／２ ，

则 lim
n → ∞

f n （x） ＝
１ ， x ＝ ０ ，

（sin x／x）２ ， x ＞ ０ ，
且关于 x ∈ ［０ ，a］一致收敛 ．注意到 sin x／x ＞

２／π（０ ＜ x ＜ π／２） ，又有 f n（x）＜ sin x
x

２

·
π
２

４
（x ＞ ０） ．

因为∫
＋ ∞

０
（sin x／x）２ dx ＜ ＋ ∞ ，所以∫

＋ ∞

０
f n （x）d x一致收敛 ．这说明

π
２
＝ lim

n → ∞∫
nπ

０

sin y
y

２ y／n
sin（y／n）

２ dy
＝ lim

n → ∞∫
＋ ∞

０
f n （y）dy ＝ ∫

＋ ∞

０
lim
n → ∞

f n（y）dy ＝∫
＋ ∞

０

sin y
y

２ dy ．

　 　 （３）不一定成立 ！例如 I ＝∫
＋ ∞

０
ye－ y x２ d x ，易知 I关于 y ∈ ［１ ，∞ ）一致收敛 ，

且有 ye－ y x２
→ ０（y → ＋ ∞ ） ，但是

∫
＋ ∞

０
ye－ y x２ d x ＝

π
２

≠ ０ ＝ ∫
＋ ∞

０
lim
y → ∞

ye－ y x２ dx ．

　 　例 5畅2畅8 　试证明下列命题 ：

（１）设 f ∈ C（［０ ，∞ ））且｜ f （x）｜≤ M（０ ≤ x ＜ ∞ ） ，则

I ＝ lim
y → ０

±

２
π∫

＋ ∞

０

y f （x）d x
x２

＋ y２
＝ ± f （０） ．

　 　 （２）设 f （x）是（０ ，∞ ）上的非负连续函数 ，且∫
＋ ∞

０
f （x）d x收敛 ，则

lim
n → ∞∫

＋ ∞

０
n· ln １ ＋

f （x）
n d x ＝ ∫

＋ ∞

０
f （x）dx ．
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　 　 （３）设 f （x）在（０ ，∞ ）上可积 ，则

lim
α→ ０

＋∫
＋ ∞

０
e－ αx f （x）dx ＝∫

＋ ∞

０
f （x）d x ．

　 　 （４）设 f （x）是［０ ，A］上的单调函数 ，则

lim
λ→ ＋ ∞∫

A

０

sinλx
x f （x）dx ＝

π
２
f （０＋

） ．

　 　证明 　 （１）作变量替换 x ＝ ty（t ＞ ０ ，y ＞ ０） ，则有

I ＝ lim
y → ０

＋

２
π∫

＋ ∞

０

f （ty）
t２ ＋ １

d t ．
注意到 | f （ty） | ／（t２ ＋ １） ≤ M／（１ ＋ t２ ） ，∫

＋ ∞

０
１／（t２ ＋ １）d t ＝ π／２以及 f 连续 ，故

当 y → ０
＋ 时 ，f （ty ）／（１ ＋ t２ ）在每个区间（a ，b）上一致收敛于 f （０）／（１ ＋ t２ ） ．故

lim
y → ０

＋

２
π∫

＋ ∞

０

f （ty）
１ ＋ t２ d t ＝

２
π∫

＋ ∞

０
lim
y → ０

＋

f （ty）
１ ＋ t２ d t ＝ f （０） ．

　 　此外 ，注意到积分关于 y的奇性 ，立即导出

lim
y → ０

－

２
π∫

＋ ∞

０

y f （x）
x２ ＋ y２

dx ＝ － f （０） ．

　 　 （２）考察带参变量 t的积分

F（t） ＝ ∫
＋ ∞

０
tln １ ＋

f （x）
t d x 　 （t ≥ １） ．

因为当 t → ＋ ∞时 ，tln［１ ＋ f （x）／t］递增趋于 f （x） ，所以根据 Weierstrass 判别法 ，

可知积分 F（t）关于 t ∈ ［１ ，∞ ）一致收敛 ，从而由 f （x）的连续性 ，即知极限

lim
t → ＋ ∞

tln［１ ＋ f （x）／t］ ＝ f （x）
是关于 x ∈ ［δ ，A］（０ ＜ δ＜ A ＜ ∞ ）一致的 ．证毕 ．

（３）估计两个积分之差 ，我们有（X ＞ ０）

∫
＋ ∞

０
e－ αx f （x）d x －∫

＋ ∞

０
f （x）d x ＝ ∫

＋ ∞

０
（e－ αx

－ １） f （x）d x
＝ ∫

X

０
（e－ αx

－ １） f （x）dx ＋∫
＋ ∞

X
（e－ αx

－ １） f （x）d x ．

　 　 （i）注意 e－ αx
－ １对 x ≥ ０是单调的且一致有界于１ ，而积分∫

＋ ∞

０
f （x）d x是关于

α一致收敛 ，故对任给 ε ＞ ０ ，存在充分大的 X ，使得

∫
＋ ∞

X
（e－ αx

－ １） f （x）d x ＜
ε
２
　 （α ≥ ０） ．

　 　 （ii）对取定的 Z ，令 M ＝ sup｛｜ f （x）｜ ：０ ≤ x ≤ X｝ ≠ ０ ，可取 α ：０ ≤ α≤ ln［２M X ／

（２MX － ε）］／X ，０ ＜ ε＜ ２MX ，使得

∫
X

０
（e－ αx

－ １） f （x）d x ≤ （１ － e－ αX
）MX ＜

ε
２

．
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　 　综合上述结果 ，即可得证 ．

（４）不妨假定 f （x）递增 ，则 lim
x → ０

＋
f （x） ＝ f （０＋

） ，故对任给 ε＞ ０ ，存在 δ＞ ０ ，使

得 ０ ≤ f （δ） － f （０＋
） ＜ ε ．注意 ，∫

＋ ∞

０

sinλx
x d x ＝

π
２

，并考察两个积分之差 ，可得（应

用第二积分中值公式）

　 ∫
A

０
［ f （x） － f （０＋

）］
sinλx
x dx

＝ ∫
δ

０
＋∫

A

δ
［ f （x） － f （０＋

）］
sinλx
x d x

≤ ［ f （δ） － f （０＋
）］∫

δ

ξ１

sinλx
x dx ＋ ［ f （A） － f （０＋

）］ ∫
A

ξ２

sinλx
x d x

≤ ε∫
λδ

λξ１

sin t
t d t ＋ ［ f （A） － f （０＋

）］ ∫
λA

λξ２

sin t
t d t ，　 ０ ＜ ξ１ ＜ δ ＜ ξ２ ＜ A ．

　 　 现在令 g（s） ＝∫
s

０

sin t
t d t ，并假定 | g（s） | ≤ M ，又取 N ，使得

∫
A″

A′
sin t
t d t ＜ ε　 （A″ ＞ A′ ≥ N） ．

从而我们有（λ≥ N／δ）

∫
A

０
［ f （x） － f （０＋

）］
sinλx
x dx ≤ ２Mε ＋ ［ f （A） － f （０＋

）］ε ．

由此即可得证 ．

例 5畅2畅9 　解答下列问题 ：

（１）设 f （x）是［０ ，１］上的正值连续函数 ，试求极限 I ＝ lim
p → － ∞ ∫

１

０
f p （x）d x １／p

．

（２）设定义在 D ：a≤ x ＜ ∞ ，y０ － δ≤ y ≤ y０ ＋ δ（δ＞ ０）上的 f （x ，y）满足
　 　 （i）对任意的区间［a ，b］ ，当 y → y０ 时 f （x ，y）关于 x ∈ ［a ，b］一致收敛于

f （x ，y０ ） ．

　 　 （ii）对 y ∈ ［y０ － δ ，y０ ＋ δ］ ，积分∫
＋ ∞

a
f （x ，y）dx存在 ，且有 | f（x ，y） | ≤

F（x）（（x ，y） ∈ D） ，∫
＋ ∞

a
F（x）d x ＜ ＋ ∞ ，则

lim
y → y

０
∫

＋ ∞

a
f （x ，y）d x ＝ ∫

＋ ∞

a
lim
y → y

０

f （x ，y）d x ＝ ∫
＋ ∞

a
f （x ，y０ ）dx ．

　 　 （３）设对任意的 A ＞ ０ ，有 f ∈ R（［０ ，A］） ，且有 f （x） ＝ o（１／x）（x → ＋ ∞ ） ．若

F（t） ＝∫
＋ ∞

０
e－ x t f （x）dx对 t ＞ ０收敛 ，且存在 lim

t → ０
＋
F（t） ＝ L ，则∫

＋ ∞

０
f （x）dx ＝ L ．

解 　 （１） （i） 若对某个 g ∈ C（［０ ，１］）且正值 ，令 max ｛ g（ x） ：０ ≤ x ≤ １｝ ＝

g（x０ ）（x０ ∈ ［０ ，１］） ，则一方面有
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lim
p → ＋ ∞ ∫

１

０
gp （x）d x １／p

≤ g（x０ ） ；

另一方面 ，对任给 ε＞ ０ ，存在包含 x０ 的区间 Iδ ：Iδ 炒 ［０ ，１］ ，使得 g（x） ＞ g（x０ ） －

ε（x ∈ Iδ ） ．从而有

lim
p → ＋ ∞ ∫

１

０
gp （x）dx １／p

≥ lim
p → ＋ ∞ ∫I

δ

gp
（x）dx １／p

≥ lim
p → ＋ ∞

（g（x０ ） － ε） | Iδ | １ ／p

＝ g（x０ ） － ε　 （ | Iδ | 表示区间 Iδ 的长度） ．

由 ε的任意又知

lim
p → ＋ ∞ ∫

１

０
gp （x）d x １／p

＝ g（x０ ） ．

　 　 这说明 lim
p → ＋ ∞ ∫

１

０
gp （x）dx １ ／p

＝ g（x０ ） ．

（ii）根据（i）式推理 ，易知

I ＝ lim
p → ＋ ∞ ∫

１

０

１

f p （x）d x
－１ ／p

＝ lim
p → ＋ ∞

１ ∫
１

０

１

f p （x）d x
１／p

＝ １ max
［０ ，１］

１

f （x） ＝ min
［０ ，１］

｛ f （x）｝ ．

　 　 （２）考察两个积分的差 ，即（X ＞ a）

　∫
＋ ∞

a
f （x ，y）dx －∫

＋ ∞

a
f （x ，y０ ）d x

＝ ∫
X

a
［ f （x ，y） － f （x ，y０ ）］dx ＋∫

＋ ∞

X
f （x ，y）dx －∫

＋ ∞

X
f （x ，y０ ）d x ．

　 　对任给 ε＞ ０ ，由（ii）知对充分大的 X ，有

∫
＋ ∞

X
f （x ，y）d x ≤∫

＋ ∞

X
F（x）d x ＜

ε
３

，　 ∫
＋ ∞

X
f （x ，y０ ）d x ＜

ε
３

．

而由（i）又知 ，当｜y － y０ ｜充分小时 ，有估计

| f （x ，y） － f （x ，y０ ） | ＜ ε／３（X － a） 　 （a ＜ x ＜ X） ．

这说明当｜y － y０ ｜充分小时 ，可得

∫
＋ ∞

a
f （x ，y）d x －∫

＋ ∞

a
f （x ，y０ ）dx ＜ ε ．

　 　 （３）只需指出 lim
t → ０

＋∫
１／t

０
f （x）d x ＝ L ，或 lim

t → ０
＋ ∫

１／ t

０
f （x）d x － F（t） ＝ ０ ．

　 　易知 ，对任给 ε＞ ０ ，存在 M ＞ ０ ，使得｜x f （x）｜＜ ε（x ≥ M） ．又知存在 δ＞ ０ ，使得

∫
M

０
f （x）dx －∫

M

０
e－ x t f （x）dx ≤∫

M

０
| f （x） | （１ － e－ tx

）d x ＜ ε　 （０ ＜ t ＜ δ） ．

注意到 １ － e － x t
≤ x t ，故在 ０ ＜ t＜ min｛δ ，１／M｝时 ，可得
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∫
１／t

M
f （x）d x －∫

１／t

M
e－ x t f （x）dx ≤∫

１／t

M
| f （x） | （１ － e－ x t

）d x
≤∫

１／t

M
| x f （x） | td x ≤ εt（１／t － M） ＜ ε ．

　 　此外 ，我们还有

∫
＋ ∞

１／t
e－ x t f （x）dx ≤ ε∫

＋ ∞

t
x －１ e－ x t dx ＜ ε∫

＋ ∞

１
t－１ e－ td t ＜ ε ．

　 　综合上述推理 ，最后得出估计

∫
１／t

０
f （x）d x － F（t） ≤ ∫

M

０
f （x）d x －∫

M

０
e－ x t f （x）dx

　 ＋ ∫
１／t

M
f （x）d x －∫

１／t

M
e－ x t f （x）d x

　 ＋ ∫
＋ ∞

１／t
e－ x t f （x）d x ＜ ３ε ．

由此即得所证 ．

例 5畅2畅10 　解答下列问题 ：

（１）试论 F（α） ＝ ∫
＋ ∞

０

xd x
２ ＋ xα 在（２ ，∞ ）上的连续性 ．

（２）试论 f （α） ＝ ∫
＋ ∞

０
e－ x

／ | sin x | αdx在（０ ，１）上的连续性 ．

（３）试论 I（x） ＝ ∫
＋ ∞

０
e－ x２ （１＋ y２ ） sin xdy关于 x ∈ （－ ∞ ，∞ ）上的一致收敛性 ．

解 　 （１）分解 F（α）＝ f （α）＋ g（α） ，其中

f （α） ＝∫
１

０

xd x
２ ＋ xα ，　 g（α） ＝∫

＋ ∞

１

xdx
２ ＋ xα ，

易知 f （α）在（２ ，∞ ）上连续 ．对 g（α） ，先看 α≥ ２ ＋ ε（ε＞ ０）的情形 ；此时 ，因为

x
２ ＋ xα ≤

x
２ ＋ x２＋ ε ＝ O １

x１＋ ε 　 （x → ＋ ∞ ） ，

所以积分 g（α）关于 α∈ ［２ ＋ ε ，∞ ）是一致收敛的 ，也就是说 g ∈ C（［２ ＋ ε ，∞ ）） ．其

次 ，注意到 ε的任意性 ，即知 g ∈ C（（２ ，∞ ）） ．最后得出 ，F∈ C（（２ ，∞ ）） ．

（２）将积分区域分割使无穷积分表成一个级数 ，再对其中每个小区间上的积

分作变量替换 ，可知

f （α）＝ ∑
∞

k ＝ ０
∫

（k＋ １）π

kπ

e－ x d x
| sin x | α 　 （令 x ＝ kπ ＋ t）

＝ ∑
∞

k ＝ ０

e－ kπ
∫

π

０

e－ td tsinα t ＝
１

１ － e－ π∫
π

０

e－ td tsinα t ．

因为我们有估计（对 ０ ＜ t ≤ １ ，０ ＜ ε＜ １／２ ，ε≤ α≤ １ － ε）

e－ t

sinα t ≤
π
２ t

α

≤
π
２

１ － ε

／t１ － ε ．
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所以根据Weierstrass判别法 ，可知积分∫
１

０
e－ t

／sinα td t关于 α ∈ ［ε ，１ － ε］一致收敛 ．

类似地可知 ，积分∫
π

１
e－ t

／sinα td t也在［ε ，１ － ε］上一致收敛 ．

此外 ，注意到函数 e － t
／sinα t 在区域（０ ＜ t ＜ π） × （ε ≤ α ≤ １ － ε）上连续 ，故知

f （α）在［ε ，１ － ε］上连续 ．再由 ε的任意性 ，即得 f ∈ C（（０ ，１）） ．

（３）作变量替换 ，令 t＝ ｜x｜ y ，可知 I（x） ＝ （sin x／ | x | ）e－ x２

∫
＋ ∞

０
e－ t２ d t ．得

lim
x → ０

－
I（x） ＝ －∫

＋ ∞

０
e－ t２ d t ，　 lim

x → ０
＋
I（x） ＝ ∫

＋ ∞

０
e－ t２ d t ．

这说明 I（x）在 x ＝ ０处不连续 ，即积分 I（x）关于 x ∈ （ － ∞ ，∞ ）不一致收敛 ．

例 5畅2畅11 　试证明下列命题 ：

（１）设 f （x ，y）是R２ 上有界且连续的函数 ，令 F（x） ＝∫
＋ ∞

－ ∞

f （x ，y）
１ ＋ y２

dy ，则 F∈

C（R１
） ．

（２）设 f （x ，y）在［a ≤ x ＜ ∞ ） × ［α ≤ y ≤ β］上非负连续 ，且积分 F（y） ＝

∫
＋ ∞

a
f （x ，y）dx在 y ∈ ［α ，β］时收敛 ．若 F ∈ C（［α ，β］） ，则积分∫

＋ ∞

a
f （x ，y）d x关于

y ∈ ［α ，β］一致收敛 ．

（３） 设 f（x ，y）在［a ≤ x ≤ b］ × ［c ≤ y ＜ ∞ ）上一致连续 ，且积分∫
＋ ∞

c
| φ（y） | dy

收敛 ，则 F（x） ＝ ∫
＋ ∞

c φ（y） f （x ，y）dy在［a ，b］上连续 ．

（４）设 f ∈ C（R１
） ，且∫

＋ ∞

－ ∞
f２ （x）d x收敛 ，则

　 　 （i） F（t） ＝∫
＋ ∞

－ ∞
f （t ＋ x） f （t）d x在 R１ 上连续 ．

　 　 （ii） lim
ε → ０

＋

１

２ επ
∫

＋ ∞

－ ∞
e－ t２ ／４εF（t）d t ＝ ∫

＋ ∞

－ ∞
f ２ （x）d x ．

证明 　 （１）设 x０ ∈ R１
，并估计差（A ＞ ０）

| F（x） － F（x０ ） | ≤∫
＋ ∞

－ ∞

| f （x ，y） － f （x０ ，y） |
１ ＋ y２ dy

＝ ∫
－ X

－ ∞
＋∫

X

－ X
＋∫

＋ ∞

X

| f（x ，y） － f（x０ ，y） |
１ ＋ y２ dy 扯 Ⅰ ＋ Ⅱ ＋ Ⅲ ．

因为∫
＋ ∞

０

dy
１ ＋ y２ ＜ ＋ ∞ ，所以对任给 ε ＞ ０ ，可取 X ＞ ０ ，使得

| I | ≤ ２M∫
＋ ∞

X

dy
１ ＋ y２ ＜

ε
３

，　 | Ⅲ | ≤ ２M∫
＋ ∞

X

dy
１ ＋ y２ ＜

ε
３

，
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其中｜ f （x ，y）｜≤ M（（x ，y） ∈ R２
） ．

对于 Ⅱ ，注意到 f （x ，y）在［x０ － １ ，x０ ＋ １］ × ［ － X ，X］上一致连续 ，故可知存

在 δ ：０ ＜ δ＜ １ ，使得

| f （x ，y） － f （x０ ，y） | ＜ ε／６X 　 （－ X ≤ y ≤ X ，| x － x０ | ＜ δ） ．

这说明｜Ⅱ ｜＜ ε／３ ．

综合上述结果 ，我们有｜F（x） － F（x０ ）｜＜ ε（｜x － x０ ｜＜ δ） ．即得所证 ．

（２）令 Fn（y） ＝ ∫
n

a
f （x ，y）d x（n ∈ N） ，易知 ，Fn ∈ C（［α ，β］）（n ∈ N） ，且有

Fn（y） ≤ Fn＋ １ （y） 　 （y ∈ ［α ，β］） ，　 lim
n → ∞

Fn （y） ＝ F（y） ．

注意到 F∈ C（［α ，β］） ，故根据 Dini定理即可得证 ．

（３）记∫
＋ ∞

c
| φ（y） | dy ＝ l ．由 f （x ，y）的一致连续性可知 ，对任给 ε ＞ ０ ，存在

δ ＞ ０ ，使得

| f （x′ ，y′） － f （x″ ，y″） | ＜ ε

（a ≤ x′ ，x″ ≤ b ，c ≤ y′ ，y″ ＜ ∞ ，| x′ － x″ | ＜ δ ，| y′ － y″ | ＜ δ） ．

从而对每一点 x０ ∈ ［a ，b］且｜x － x０ ｜＜ δ时 ，有

| F（x） － F（x０ ） | ＝ ∫
＋ ∞

c φ（y） f （x ，y）dy －∫
＋ ∞

c φ（y） f （x０ ，y）dy
≤∫

＋ ∞

c
| φ（y） | | f （x ，y） － f （x０ ，y） | dy

≤ ε·∫
＋ ∞

c
| φ（y） | dy ＝ ε· l ．

由此即可得证 ．

（４） （i）应用 Cauchy‐Schwarz 不等式 ，可得积分估计式

∫
A″

A′
f （t ＋ x） f （x）d x ≤ ∫

A″

A′
f ２ （t ＋ x）dx １／２

∫
A″

A′
f ２ （x）d x １／２

≤
１
２ ∫

A″

A′
f ２ （t ＋ x）dx ＋∫

A″

A′
f ２ （x）dx

＝
１
２∫

A″＋ t

A′＋ t
f ２ （x）d x ＋ １

２∫
A″

A′
f ２ （x）dx ． ①

由此可知对任意的区间［a ，b］ ，积分

∫
＋ ∞

０
f （t ＋ x） f （x）d x ，　∫

０

－ ∞
f （t ＋ x） f （x）d x

关于 t ∈ ［a ，b］是一致收敛的 ，故 F ∈ C（R１
） ．在式 ① 中 ，我们令 A′ → － ∞ ，A″ →

＋ ∞ ，还可得 | F（t） | ≤∫
＋ ∞

－ ∞
f ２ （x）d x ＜ ＋ ∞ ．

（ii）对积分作变量替换 x ＝ t／２ ε ，可得
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１

２ επ
∫

＋ ∞

－ ∞
e－ t２ ／４εF（t）d t ＝ １

π
∫

＋ ∞

－ ∞
e－ x２ F（２ εx）dx ．

易知上式右端积分关于 ε∈ ［０ ，１］一致收敛 ，因此我们有

lim
ε → ０

１

π
∫

＋ ∞

－ ∞
e－ x２ F（２ εx ）d x ＝ １

π
∫

＋ ∞

－ ∞
F（０）e－ x２ d x

＝ F（０） ＝ ∫
＋ ∞

－ ∞
f ２ （x）d x ．

　 　例 5畅2畅12 　解答下列问题 ：

（１） （Fresnel积分）求 I ＝ ∫
＋ ∞

－ ∞
sin x２ dx ．

（２） （Laplace积分）L（α） ＝ ∫
＋ ∞

０

cosαx
１ ＋ x２ d x ．

（３）试求下列积分值

（i） I ＝ ∫
＋ ∞

０

sin２ x
１ ＋ x２ dx ．　 （ii） I（α） ＝ ∫

＋ ∞

０

cosαx
（１ ＋ x２ ）２ dx ．

（iii） I（α） ＝∫
＋ ∞

－ ∞

cosαx
ax２

＋ ２bx ＋ cd x（a ＞ ０ ，ac － b２ ＞ ０） ．

解 　 （１）令 x２ ＝ t ，则 I ＝ ∫
＋ ∞

０

sin t
t
d t ．应用 １

t
＝

２

π
∫

＋ ∞

０
e－ x２ td x ，可得

I ＝ ２

π
∫

＋ ∞

０
sin t∫

＋ ∞

０
e－ x２ td x d t ＝ ２

π
∫

＋ ∞

０
d x∫

＋ ∞

０
e－ x２ t sin td t

＝
２

π
∫

＋ ∞

０

d x
１ ＋ x４ ＝

２

π

π

２ ２
＝

π
２

，

其中用到变换积分次序（可以进行） ，以及积分公式∫
＋ ∞

０
e－ ax sinbxd x ＝

b
a２ ＋ b２ ．

　 　 （２）注意到∫
＋ ∞

０
e－ y（１＋ x２ ） dy ＝

１

１ ＋ x２ ，故可得

L（α） ＝ ∫
＋ ∞

０
cosαx ∫

＋ ∞

０
e－ y（１＋ x２ ） dy d x ．

再引入因子 e － kx２
（k ＞ ０） ，并考察积分

L 倡
（k ，α） ＝ ∫

＋ ∞

０
d x∫

＋ ∞

０
e－ y － （k＋ y） x２ cosαxdy ．

易知 f （x ，y） 扯 e － y － （k ＋ y）x２ cosαx在区域［０ ，∞ ） × ［０ ，∞ ）上连续 ，且有估计

| e－ y － （k＋ y） x２ cosαx | ≤ e－ y
，　 | e－ y － （k＋ y）x２ cosαx | ≤ e－ kx２

，

更注意到积分∫
＋ ∞

０
e－ ydy ，∫

＋ ∞

０
e－ kx２ d x收敛 ，则积分

∫
＋ ∞

０
e－ y － （k＋ y）x２ cosαxdy ，　∫

＋ ∞

０
e－ y － （k＋ y）x２ cosαxdx
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均一致收敛 ．因此 ，根据估计

∫
＋ ∞

０
d x∫

＋ ∞

０
e－ y － （k＋ y） x２ cosαxdy ≤∫

＋ ∞

０
e－ y dy ·∫

＋ ∞

０
e－ kx２ dx ，

即知 L 倡
（k ，α）收敛 ．从而可变换积分次序 ，我们有

L 倡
（k ，α） ＝ ∫

＋ ∞

０
e－ y dy∫

＋ ∞

０
e－ （k＋ y）x２ cosαxd x ．

引用已知结果∫
＋ ∞

０
e－ ax２ cosbxd x ＝

１
２

π
a e－ b２ ／４ a

（a ＞ ０） ，又得

L 倡
（k ，α） ＝

π
２∫

＋ ∞

０
e－ ［α

２
／４（y＋ k）＋ y］

／ y ＋ kdy ＝ πek∫
＋ ∞

k
e－ λ（ t）d t ，

其中 λ（t）＝ α
２
／４ t２ ＋ t２ ．于是 ，积分∫

＋ ∞

０
e－ kx２ cosαx ／（１ ＋ x２ ）d x关于 k ≥ ０一致收敛 ．

因为被积函数是连续的 ，所以 L 倡
（k ，α）对 k连续 ．从而导出

L（α） ＝ lim
k → ０

L 倡
（k ，α） ＝ ∫

＋ ∞

０

cosαx
１ ＋ x２ d x ＝ π∫

＋ ∞

０
e－ （α

２
／４ t２ ＋ t２ ）d t ，

即 L（α） ＝ πe － ｜α｜
／２（α∈ R１

） ．

（３） （i） I ＝
１
２∫

＋ ∞

０

１ － cos２ x
１ ＋ x２ d x ＝ π（１ － e－２

）／４ ．

（ii）令 f （y） ＝∫
＋ ∞

０
cosαx ／（y２ ＋ x２ ）d x（ | y － １ | ≤ １／２） ，并作变量替换 x ＝ y t ，

用 Laplace积分符号 ，有 f （y） ＝ L（| α | y）／y ＝ πe－ | αy |
／２ y ．对 y求导 ，一方面有

f′（１） ＝ － ２∫
＋ ∞

０

cosαx
（１ ＋ x２ ）２ dx ＝ － ２ I（α） ，　 I（α） ＝ －

１
２
f′（１） ；

另一方面又有 f′（１）＝ ddy π
２
１

y e － ｜αy ｜

y ＝ １
，从而知 I（α）＝ π（１ ＋ ｜α｜）e － ｜α｜

／４ ．

　 　 （iii）将分母写成完全平方形式 ，并令 ax ＋ b／ a＝ t ，则

I（α）＝ １

a∫
＋ ∞

－ ∞

cos（αt／ a） · cos（αb／a）
t２ ＋ λ

２ d t

　 ＋
１

a∫
＋ ∞

－ ∞

sin（αt／ a） · sin（αb／a）
t２ ＋ λ

２ d t ，
其中 λ

２
＝ c － b２ ／a＞ ０ ．易知上式第二个积分等于 ０ ，而第一个积分可通过 Laplace

积分算出 ，从而有

I（α） ＝
２

| λ | a
cos αba · L | α |

a
| λ | ＝

πcos（αb／a）
acosb２ e－ | α| ac － b２ ／a

．

　 　例 5畅2畅13 　试求下列积分值 ：

（１） I（a） ＝ ∫
＋ ∞

０

sin（ax）
x e－ x d x ．　 （２） I（b） ＝∫

＋ ∞

０

１ － cos（bx ）
x e－ x dx ．
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（３） I（α） ＝ ∫
＋ ∞

１

arctan（αx ）
x２ x２ － １

d x ．　（４） I（α） ＝∫
＋ ∞

０

sin（αx ）
x（x２ ＋ １）

dx ．

解 　 （１）因为对 a的求导运算可以在积分号下进行 ，

I′（a） ＝∫
＋ ∞

０
cos（ax）e－ x d x ＝ １ － a２ I′（a） ，　 I′（a） ＝

１

１ ＋ a２ ，

所以 I（a）＝ arctan a＋ C ．注意到 I（０）＝ ０ ，故知 I（a）＝ arctan a ．
（２）在积分号下进行求导运算 ，可得

I′（b） ＝ ∫
＋ ∞

０
sin（bx ）e－ x dx ＝

b
１ ＋ b２ ，　 I（b） ＝

１
２
ln（１ ＋ b２ ） ．

　 　 （３）令 f （α ，x）＝ arctan（αx）
x２ x２ － １

，则 f′α （α ，x）＝ １

x x２
＋ １（１ ＋ α

２ x２ ）
．易知 f 以及

f′α在（１ ＜ x ＜ ∞ ） × （ － ∞ ＜ α＜ ∞ ）上连续 ，又注意到

arctan（αx）
x２ x２ － １

≤
π

２ x２ x２ － １
，　

１

x（１ ＋ α
２ x２ ） x２ － １

≤
１

x x２
－ １

．

故根据 Weierstrass判别法 ，即知积分∫
＋ ∞

１
f （α ，x）dx ，∫

＋ ∞

１
f′α （α ，x）dx一致收敛 ．从

而我们有

I′（α） ＝ ∫
＋ ∞

１

d x
x（１ ＋ α

２ x２ ） x２ － １
．

作替换 x ＝ sec t ，则得 I′（α） ＝ ∫
π／２

０

d t
１ ＋ α

２ sec２ t ，再作替换 u ＝ tan t ，又可得
I′（α）＝ ∫

＋ ∞

０

１

１ ＋ α
２
（１ ＋ u２ ）

du
１ ＋ u２ ＝ ∫

＋ ∞

０

１

１ ＋ u２ －
α
２

１ ＋ α
２
＋ α

２ u２ du
＝

π
２

１ －
| α |
１ ＋ α

２ ．

由此即知 I（α）＝ π（α － １ ＋ α
２
）／２ ＋ C（α≥ ０） ．因为 I（０）＝ ０ ，所以 C＝ π／２ ．最后有

I（α） ＝ π（α ＋ １ － １ ＋ α
２
）／２ 　 （α ≥ ０） ，

I（α） ＝ － π（１ － α － １ ＋ α
２
）／２ 　 （α ≤ ０） ．

即 I（α）＝ π
２
（１ ＋ ｜α｜ － １ ＋ α

２
）sgnα （｜α｜＜ ∞ ） ．

（４）注意到 cos（αx）
１ ＋ x２ ≤

１

１ ＋ x２ ，故 I ∈ C（１）
（［０ ，∞ ）） ，且有

I′（α） ＝∫
＋ ∞

０

cos（αx ）
１ ＋ x２ d x ．

当 α＞ α０ ＞ ０时 ，可得（x／（x２ ＋ １）递减 ，用中值公式 ，A ＞ １）

J ＝ ∫
＋ ∞

A

x sin（αx）
x２ ＋ １

d x ＝
A

A ２
＋ １∫

ξ

A
sinαxdx ≤

A
A ＋ １

２
α

＜
２
α０

．
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因此 ，积分∫
＋ ∞

０

xsin（αx）
x２ ＋ １

dx关于 α ∈ ［α０ ，∞ ）一致收敛 ．故 I（α）二次连续可导 ，且有

I″（α）＝ －∫
＋ ∞

０

xsin（αx）
x２ ＋ １

d x ＝ －∫
＋ ∞

０

sin（αx）
x d x ＋∫

＋ ∞

０

sin（αx ）
x（x２ ＋ １）

dx
＝ －

π
２

＋ I（α） ．

由此得到 I″（α） － I（α）＝ － π／２（x ∈ ［０ ，∞ ）） ．注意到 I（０）＝ ０ ，I′（０）＝ π／２ ，我们有

I（α） ＝
π
２
（１ － e－ α

） ．

　 　 注 　由此例立即可得

（i）∫
＋ ∞

０

sinxy
x（x２ ＋ a２ ）d x ＝

π
２
（１ － e－ ay

） ．　 （ii）∫
＋ ∞

０

cos xy
x２ ＋ a２ dx ＝

πe－ ay

２a ．

（iii）∫
＋ ∞

０

xsin xy
x２

＋ a２ dx ＝
π
２
e－ ay ．

例 5畅2畅14 　解答下列问题 ：

（１）试证明 f （x） ＝ ∫
＋ ∞

０
e－ x t２

／（１ ＋ t２ ）d t（x ＞ ０）满足方程

f （x） － f′（x） ＝∫
＋ ∞

０
e－ u２ du／ x 　 （x ＞ ０） ．

　 　 （２）试求积分 I（a） ＝ ∫
＋ ∞

０
（１ － e－ ax２

）／xex２ d x 　 （a ＞ － １） ．

（３）试求积分 f （a ，b） ＝∫
＋ ∞

０
（e－ ax

－ e－ bx
）cosmx ／xd x 　 （a ＞ ０ ，b ＞ ０ ，m ≠ ０） ．

解 　 （１）注意到∫
＋ ∞

０
e－ x t２ d t关于 x ∈ ［x０ ，∞ ）（x０ ＞ ０）一致收敛 ，以及函数

t２ ／（１ ＋ t２ ）递减一致有界 ，故知积分∫
＋ ∞

０
t２ e－ x t２

／（１ ＋ t２ ）d t关于 x ∈ ［x０ ，∞ ）一致收

敛 ．从而有

f′（x） ＝ ∫
＋ ∞

０
－
t２ e－ x t２

１ ＋ t２ d t ＝ －∫
＋ ∞

０
e－ x t２ d t ＋∫

＋ ∞

０

e－ x t２

１ ＋ t２ d t ．

而由∫
＋ ∞

０
e－ x t２ d t ＝ １

x∫
＋ ∞

０
e－ u２ du即可得证 ．

（２）注意到 １ － e － ax２
＝ ax２ ＋ o（x４ ）（x → ０＋

） ，故积分 I（a）关于 a＞ － １一致收

敛 ．又由计算

I′（a） ＝ ∫
＋ ∞

０

xe－ ax２

ex２ d x ＝ ∫
＋ ∞

０
xe－ （a＋ １）x２ d x ＝

１
２（a ＋ １）

可知 ，I′（a）关于 a＞ a０ ＞ － １一致收敛 ，即积分号下求导可以进行 ．从而可得
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I（a） ＝ ln（a ＋ １）／２ ．

　 　 （３）易知积分 f （a ，b）收敛 ，又由（a＞ a０ ＞ ０）

∫
A″

A′
e－ ax

· cos（mx）d x ≤∫
A″

A′
e－ a０ x d x → ０ 　 （A′ ，A″ → ＋ ∞ ） ，

可知积分∫
＋ ∞

０
e－ ax cos（mx ）d x关于 a ＞ a０ ＞ ０一致收敛 ．故可在积分号下求导即

d f （a ，b）
da ＝ ∫

＋ ∞

０
－ e－ ax cos（mx ）d x ＝ －

a
a２ ＋ m２ ．

从而得 f （a ，b）＝ －
１
２
ln（a２ ＋ m２

） ＋ C ．注意到 f （b ，b）＝ ０ ，故有 C ＝ ln（b２ ＋ m２
）／２ ．

这说明 f （a ，b）＝ １
２
ln b２ ＋ m２

a２ ＋ m２ ．

例 5畅2畅15 　试求下列积分值 ：

（１） I（b） ＝ ∫
＋ ∞

０
e－ ax２ cosbxd x（a ＞ ０ ，b ∈ R１

） ．

（２） I（a） ＝ ∫
＋ ∞

０
e－ x － a／x dx

x
（a ＞ ０） ．

（３） I（a） ＝ ∫
＋ ∞

０
e－ （x２ ＋ a２ ／x２ ）d x（a ≥ ０） ．

解 　 （１）令 f （b ，x） ＝ e － ax２ cosbx ，则 f′b （b ，x） ＝ － xe － ax２ sinbx ，且易知 f 与
f′b均在（０ ≤ x ＜ ∞ ） × （ － ∞ ＜ b＜ ∞ ）上连续 ．注意到积分

∫
＋ ∞

０
e－ ax２ cosbxd x ，　∫

＋ ∞

０
xe－ ax２ sinbxd x

关于 b∈ R１ 是一致收敛的 ，故 I（b） ，I′（b）均在（ － ∞ ，∞ ）上连续 ，且有

I′（b）＝ －∫
＋ ∞

０
xe－ ax２ sinbxd x ＝

１
２ae－ ax２ sinbx ＋ ∞

０ －
b
２a∫

＋ ∞

０
e－ ax２ cosbxd x

＝ －
b
２ aI（b） ．

由此可得 I′（b）＋ bI（b）／２a＝ ０ ，即 I（b）＝ Ce － b２ ／４ a
．因为有 I（０）＝ π／２ a ，所以得

I（b） ＝
１
２

π
a e－ b２ ／４ a

　 （－ ∞ ＜ b ＜ ∞ ） ．

　 　 注 　 设 I（b） ＝ ∫
＋ ∞

０
x２ne－ x２ cos２bxdx ，则有（a ＝ １）等式

d２ndb２n∫
＋ ∞

０
e－ x２ cos２bxdx ＝ （－ １）

n
２
２n
∫

＋ ∞

０
x２ne－ x２ cos２bxd x ＝

d２ndb２n π
２
e－ b２ ；

I（b） ＝ （－ １）
n π

２
２ n＋ １

d２ n

db２ n （e－ b２
） ．

　 　 （２）求导可在积分号下进行 ，我们有
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I′（a） ＝ －∫
＋ ∞

０
e－ x － a／x d x

x x
．

令 x ＝ a／t ，则 I′（a） ＝ －∫
＋ ∞

０
e－ t－ a／ t d t

at
＝ －

I（a）
a

，从而知 I（a） ＝ Ce－２ a
．注意到

I（０） ＝ ∫
＋ ∞

０
e－ x

／ xdx ＝ ２∫
＋ ∞

０
e－ u２ du ＝ π ，即得 I（a） ＝ πe－２ a

．

（３）显然积分 I（a）是收敛的 ，又因为有

－
２a
x２ e－ x２ － a２ ／x２

＜
２A
x２ e－ x２ － b２ ／x２

　 （０ ＜ b ≤ a ≤ A） ，

所以积分 －∫
＋ ∞

０
２ae－ x２ － a２ ／x２

／x２ d x一致收敛 ．从而求导可在积分号下进行 ，得到

I′（a） ＝ ∫
＋ ∞

－２ a
e－ x２ － a２ ／x２

／x２ dx x ＝ a／t
－∫

＋ ∞

０
２e－ a２ ／t２ － t２ d t ＝ － ２ I（a） ．

解此方程可知 I（a）＝ Ce － ２ a
，而由 I（０）＝ π／２最后我们有 I（a）＝ πe － ２ a

／２ ．

例 5畅2畅16 　试求下列积分值 ：

（１） I（α） ＝∫
＋ ∞

０

ln（α２ ＋ x２ ）
β
２
＋ x２ d x ．

（２） I（α） ＝ ∫
＋ ∞

０

e－ αx
－ e－ βx

x
２ d x ．

（３） F（α ，β） ＝∫
＋ ∞

０

e－ αx２
－ cosβx
x２

d x（α ≥ ０ ，β ∈ R１
） ．

（４） F（α ，β） ＝∫
＋ ∞

０

arctan（αx ） · arctan（βx ）
x２ dx（α ，β ＞ ０） ．

解 　 （１）设 β≠ ０ ，记 f （x ，α）＝ ln（α２ ＋ x２ ）／（β２ ＋ x２ ） ，则

f′α（x ，α） ＝ ２α／（α
２
＋ x２ ）（β２ ＋ x２ ） ．

易知 f 与 f′α在（０ ＜ x ＜ ∞ ） × （ － ∞ ＜ α＜ ∞ ）上连续 ．注意到

| ln（α２ ＋ x２ ） |
β
２
＋ x２ ≤

φ（x）
β
２
＋ x２ 　 （φ（x） ＝ | ln（A２

＋ x２ ） | ） ．

可知积分 I（α）在任一区间［ － A ，A］上一致收敛 ．此外 ，又由

２α
（α

２
＋ x２ ）（β２ ＋ x２ ） ≤

２A
（ε

２
＋ x２ ）（β２ ＋ x２ ）

扯
ψ（x） ．

以及∫
＋ ∞

０
ψ（x）d x收敛 ，可知积分

I′（α） ＝ ∫
＋ ∞

０

２αd x
（α

２
＋ x２ ）（β２ ＋ x２ ） ①

在 ０ ＜ ε≤ ｜α｜≤ A 上一致收敛 ．从而 ，积分 I（α）在（ － ∞ ，∞ ）上连续 ，I′（α）在｜α｜＞ ０

上连续 ．由式 ①可导出

I′（α） ＝ πα／ | αβ | （| α | ＋ | β | ） 　 （αβ ≠ ０） ．
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因此 I（α）＝ πln（｜α｜＋ ｜β｜）／｜β｜＋ C ．因为我们有

I（０）＝ ２∫
＋ ∞

０

ln x
β
２
＋ x２ d x ＝

２

| β |∫
＋ ∞

０

ln | β |
１ ＋ t２ d t ＋ ２

| β |∫
＋ ∞

０

ln td t
１ ＋ t２

＝
２ln | β |
| β | ∫

＋ ∞

０

d t
１ ＋ t２ ＋ ０ ＝ π

ln | β |
| β |

．

所以 C＝ ０ ．这说明 I（α）＝ πln（｜α｜＋ ｜β｜）／｜β｜（β≠ ０） ．

若 β＝ ０ ，则积分 I（α）仅在 ｜α｜ ＝ １ 时收敛 ．此时 ，应用分部积分公式 ，可知

I（α） ＝∫
＋ ∞

０
ln（１ ＋ x２ ）／x２ dx ＝ π ．

（２）注意 ，x ＝ ０不是积分的瑕点 ．又对 α≥ α０ ＞ ０ ，有

e－２αx
－ e－ （α＋ β）x

x ≤
２

xe２α０ x 　 （x ≥ １） ．

故积分∫
＋ ∞

０
［e－２αx

－ e－ （α＋ β）x ］／xdx关于α ≥ α０ ＞ ０是一致收敛的 ．从而求导可在积分

号下进行 ，即得

I′（α） ＝ － ２∫
＋ ∞

０

e －２αx
－ e－ （α＋ β）x

x d x ＝ － ２ln α ＋ β

２α
．

因此 ，I（α） ＝ － ２∫ln［（α ＋ β）／２α］dα ＋ C ＝ ２αln ２α
α ＋ β

－ ２βln（α ＋ β） ＋ C ．令 α ＝ β ，

即知 C ＝ ２βln２β ．最后 ，我们有

I（α） ＝ ln （２α）
２α
（２β）

２β

（α ＋ β）
２α＋ ２β

．

　 　 （３） （i）看区域 Dε ＝ ｛（α ，β ，x） ：α≥ ε＞ ０ ，｜β｜≥ ε＞ ０ ，０ ≤ x ＜ ∞ ｝ ，令

f （α ，β ，x） ＝
（e－ αx２

－ cosβx）／x２ ， x ≠ ０ ，

β
２
／２ － α ， x ＝ ０ ，

则求导后可得

f′α（α ，β ，x） ＝ － e－ αx２
，　 f′β （α ，β ，x） ＝

sinβx ／x ， x ≠ ０ ，

β ， x ＝ ０ ．

易知 f ，f′α ，f′β均在 Dε上连续 ，且积分

F（α ，β） ，　∫
＋ ∞

０
f′α （α ，β ，x）d x ，　∫

＋ ∞

０
f′β（α ，β ，x）d x

均一致收敛 ．从而我们有

F′α （α ，β）＝ ∫
＋ ∞

０
f′α（α ，β ，x）dx ，　 F′β（α ，β） ＝ ∫

＋ ∞

０
f′β（α ，β ，x）d x ．

dF（α ，β）＝ －∫
＋ ∞

０
e－ αx ２ dx dα ＋ ∫

＋ ∞

０

sinβx
x d x dβ
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＝ －
１
２

π
α
dα ＋ π

２
sgnβ· dβ ．

由此又得 F（α ，β） ＝ π ｜β｜／２ － πα ＋ C ．注意到 ε＞ ０ 的任意性 ，此结论对 α ＞ ０ ，

｜β｜＞ ０也真 ．

（ii）分解原积分为两个积分 ，即

F（α ，β） ＝ ∫
１

０
f （α ，β ，x）d x ＋∫

＋ ∞

１
f （α ，β ，x）d x ，

易知第一个积分是 α ，β的连续函数 ；注意到｜ f （α ，β ，x）｜≤ ２／x２ ，则第二个积分关于

α≥ ０以及任意的 β∈ R１ 一致收敛 ．再顾及 f 的连续性 ，可知第二个积分对 α ≥ ０ ，

β ∈ R１ 连续 ．从而根据 F（α ，β）的连续性 ，可作运算

F（０ ，０） ＝ lim
α ，β→ ０

＋
（π | β | ／２ － πα ＋ C） ＝ ０ ．

　 　最后我们有 F（α ，β）＝ π｜β｜／２ － πα 　 （α≥ ０ ，β∈ R１
） ．

（４） （i）令 f （x ，α ，β） ＝
arctan（αx） · arctan（βx ）／x２ ， x ≠ ０ ，

αβ ， x ＝ ０ ，
则 f （x ，α ，β）在

（０ ≤ x ＜ ∞ ） × （ － ∞ ＜ α ，β＜ ∞ ）上连续 ，且有

| f （x ，α ，β） | ≤ | αβ | （０ ≤ x ≤ １） ，　 | f （x ，α ，β） | ≤ π
２
／４ x２ （x ≥ １） ．

即积分 F（α ，β）是一致收敛的 ，从而知 F（α ，β）在 － ∞ ＜ α ，β＜ ∞上连续 ．

（ii）考察区域 ０ ＜ ε≤ α＜ A ≤ ∞ ，０ ＜ δ≤ β ≤ B ＜ ∞ ，不难推知

F′α （α ，β） ＝ ∫
＋ ∞

０

arctan（βx ）
x（１ ＋ α

２ x２ ）d x ，　 F″αβ （α ，β） ＝∫
＋ ∞

０

d x
（１ ＋ α

２ x２ ）（１ ＋ β
２ x２ ） ．

　 　对 α≠ β ，我们有

F″αβ （α ，β） ＝
１

α
２
－ β

２∫
＋ ∞

０

α
２

１ ＋ α
２ x２ －

β
２

１ ＋ β
２ x２ d x ＝

π
２（α ＋ β）

． ②

（实际上 ，对 α＝ β也真 ，因为 F″αβ在 α ＞ ０ ，β＞ ０上内闭一致收敛 ，由连续性再取极限

即得 ．）在式 ② ，对 β作积分 ，易知

F′α （α ，β） ＝
π
２
ln（α ＋ β） ＋ g（α） ．

而lim
β→ ０

F′α （α ，β） ＝ ０ ，故 g（α） ＝ － πlnα／２ ．这说明

F′α （α ，β） ＝
π

２
ln α ＋ β

α
，　 F（α ，β） ＝

π

２
αln α ＋ β

α
＋ βln（α ＋ β） ＋ φ（β） ．

又由 α→ ０ ，即得 φ（β）＝ － πβlnβ／２ ．

注 　∫
＋ ∞

０

arctan x
x

２ d x ＝∫
＋ ∞

０

arctan x · arctan x
x２ d x ＝ F（１ ，１） ．

例 5畅2畅17 　试证明下列命题 ：

（１）令 F（x） ＝ ∫
＋ ∞

０

e－ tx

１ ＋ t２ d t ，则
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　 　 （i） F∈ C（［０ ，∞ ）） ，且 lim
x → ＋ ∞

F（x）＝ ０ ．

　 　 （ii） y ＝ F（x）满足方程 y″＋ y ＝ １／x ．

（２）令 F（x） ＝ ∫
＋ ∞

０

sin t
t ＋ xd t（x ≥ ０） ，则 y ＝ F（x）满足 y″ ＋ y ＝ １／x ．

（３）令 F（x） ＝ ∫
＋ ∞

０

sin（x t）
t（１ ＋ t４ ）d t（x ＞ ０） ，则 F（x）满足

F（４）
（x） ＋ F（x） ＝ π／２ ．

　 　 （４）设 f （x）是（ － ∞ ，∞ ）上的有界连续函数 ，则函数

F（x ，y） ＝
１
π∫

＋ ∞

－ ∞

y f （z）
y２ ＋ （x － z）２ d z

满足

　 　 （i） 抄
２ F
抄 x２ ＋

抄
２ F
抄 y２ ＝ ０ ．　 　 （ii） lim

y → ０
F（x ，y）＝ f （x） 　 （y ＞ ０） ．

证明 　 （１） （i）令 f （x ，t） ＝ e － tx
／（１ ＋ t２ ） ，则 f （x ，t）在［０ ，∞ ） × ［０ ，∞ ）上连

续 ，且由不等式 e － tx
／（１ ＋ t２ ）＜ １／（１ ＋ t２ ） ，可知∫

＋ ∞

０
e－ tx

／（１ ＋ t２ ）d t关于 x ≥ ０一致

收敛 ，故 F ∈ C（［０ ，∞ ）） ．此外 ，易得

０ ≤ F（x） ≤∫
＋ ∞

０
e－ tx d t ≤ １

x → ０ 　 （x → ＋ ∞ ） ．

　 　 （ii）作求导运算 ，我们有

f′x （x ，t） ＝ －
te－ tx

１ ＋ t２ ，　 f″xx （x ，t） ＝
t２ e－ tx

１ ＋ t２ ，

它们在区域［０ ，∞ ） × ［０ ，∞ ）上连续 ，且对任给 x０ ＞ ０ ，可知

| f′x （x ，t） | ≤ te－ x０ t

１ ＋ t２ ，　 | f″xx （x ，t） | ≤ t２ e－ x０ t

１ ＋ t２ 　 （x ≥ x０ ，t ≥ ０） ，

从而积分

∫
＋ ∞

０
f′x （x ，t）d t ， 　∫

＋ ∞

０
f″xx （x ，t）d t

关于 x ∈ ［x０ ，∞ ）一致收敛 ，F∈ C（２）
（［x０ ，∞ ）） ．注意到 x０ ＞ ０的任意性 ，即知 F（x）

在（０ ，∞ ）上二次可导 ，且有

F″（x） ＝ ∫
＋ ∞

０

t２ e－ tx

１ ＋ t２ d t 　 （x ＞ ０） ．

　 　最后 ，我们得到

F″（x） ＋ F（x） ＝∫
＋ ∞

０

１ ＋ t２
１ ＋ t２ e－ tx d t ＝ １

x 　 （x ＞ ０） ．

　 　 （２）作变量替换 t ＋ x ＝ u ，则有 F（x） ＝ ∫
＋ ∞

x

sin（u － x）
u du ．从而知（x ＞ ０）
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F′（x） ＝ －∫
＋ ∞

x

cos（u － x）
u du ，　 F″（x） ＝ －∫

＋ ∞

x

sin（u － x）
u du ＋ １

x ．

这说明 F″（x）＋ F（x）＝ １／x（x ＞ ０） ．

注 　由上述（１）与（２）的结果 ，可知∫
＋ ∞

０

e－ tx

１ ＋ t２ d t ＝∫
＋ ∞

０

sin t
t ＋ xd t（x ＞ ０） ．实际上 ，上式对 x ＝

０也对（π／２ ＝ π／２） ．

（３）令 f （x ，t）＝ sin x t／t（１ ＋ t４ ）（x ＞ ０ ，t ≥ ０） ，则

f′x （x ，t） ＝
cos x t
１ ＋ t４ ，　 f″xx （x ，t） ＝ －

tsin x t
１ ＋ t４ ，

f碶x３ （x ，t） ＝ －
t２ cos x t
１ ＋ t４ ，　 f （４）x４ （x ，t） ＝

t３ sin tx
１ ＋ t４ ．

易知对 δ＞ ０ ，积分

∫
＋ ∞

０
f （x ，t）d t ，　∫

＋ ∞

０
f′x （x ，t）d t ，　∫

＋ ∞

０
f″x２ （x ，t）d t ，　∫

＋ ∞

０
f″x３ （x ，t）d t

关于 δ ≤ x ＜ ∞ 是一致收敛的 ．又因为当 t → ＋ ∞ 时 ，t３ ／（１ ＋ t４ ）是递减趋于 ０的 ，

且注意到 ∫
S

０
sin txd t ≤ ２／x ≤ ２／δ（x ≥ δ） ，所以根据 Dirichlet 判别法 ，积分

∫
＋ ∞

０
f （４）x４ （x ，t）d t关于 x ∈ ［δ ，∞ ）一致收敛 ．从而可得

d４ F（x）d x４ ＝ ∫
＋ ∞

０

t３ sin x t
１ ＋ t４ d t 　 （x ≥ δ） ，

d４ F（x）dx４ ＋ F（x） ＝ ∫
＋ ∞

０

sin x t
t d t ＝ π

２
　 （x ≥ δ） ．

由 δ＞ ０的任意性 ，可知上式对 x ＞ ０也成立 ．

（４） （i）求导可在积分号下进行 ，即可证得 ．

（ii）给定 x０ ∈ （ － ∞ ，∞ ） ，并设｜ f （x）｜≤ M（ － ∞ ＜ x ＜ ∞ ） ，再作变量替换 z ＝
y t ＋ x０ 则得

F（x０ ，y） ＝
１
π∫

＋ ∞

－ ∞

f （x０ ＋ y t）
１ ＋ t２ d t ．

注意到∫
＋ ∞

０

d t
１ ＋ t２ ＝ π／２ ，故知对任给 ε ＞ ０ ，存在 X ＞ ０ ，使得

０ ≤
１
π∫

＋ ∞

X

d t
１ ＋ t２ ＜ ε ，　 ０ ≤

１
π∫

－ X

－ ∞

d t
１ ＋ t２ ＜ ε ．

又由 f 之连续性 ，还知存在 δ＞ ０ ，使得｜ f （x０ ＋ h） － f （x０ ）｜＜ ε（｜h｜＜ δ） ．因此 ，在

０ ＜ y ＜ δ／M时 ，就有

| F（x０ ，y） － f （x０ ） | ≤ １
π ∫

＋ ∞

－ ∞

f （x０ ＋ ty） － f （x０ ）
１ ＋ t２ d t
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≤
２M
π ∫

－ X

－ ∞

d t
１ ＋ t２ ＋

２M
π ∫

＋ ∞

X

d t
１ ＋ t２

　 ＋
１
π∫

X

－ X

| f （x０ ＋ ty） － f （x０ ） |
１ ＋ t２ d t

≤ ２Mε ＋ ２Mε ＋
ε
π∫

＋ ∞

－ ∞

d t
１ ＋ t２ ＝ （４M ＋ １）ε ．

由此即可得证 ．

例 5畅2畅18 　试论下列积分的一致收敛性 ：

（１） I（α） ＝∫
２

０

xα
３

（x － １）（x － ２）
２
dx（ | α | ＜ １／２） ．

（２） I（α） ＝ ∫
１

０
sin １

x
d x
x α （０ ＜ α ＜ ２） ．

（３） I（y） ＝ ∫
１

０

y２ － x２
（x２ ＋ y２ ）２

d x（０ ≤ y ≤ １） ．

（４） I ＝ ∫
１

０
xp －１ lnq

（１／x）d x ．（i） p ≥ p０ ＞ ０ ；（ii） p ＞ ０ ，q ＞ － １ ．

解 　 （１）对被积函数作分段估计 ，我们有

０ ≤
xα

３

| x － １ | （x － ２）
２

＜
１／ x

３

（１ － x）（x － ２）
２
， ０ ＜ x ＜ １ ，

x／ ３

（x － １）（x － ２）
２
， １ ＜ x ＜ ２ ．

由此知可作积分分段估计

I（α） ≤∫
１

０

d x
x （１ － x）（x － ２）

２
＋∫

２

１

xd x
３

（x － １）（x － ２）
２

． ①

注意到下列渐近估计

１／ x
３

（１ － x）（２ － x）２ ＝ o（１／ x） ，　 x → ０
＋
，

１／ x ３

（１ － x）（２ － x）２ ＝ o（１／ ３

（x － １）） ，　 x → １ ，

x／ ３

（x － １）（２ － x）２ ＝ o（ ３

（x － ２）
２
） ，　 x → ２ ，

知式 ①右端积分均收敛 ．由 Weierstrass判别法 ，I（α）关于｜α｜＜ １／２一致收敛 ．

（２）作替换 x ＝ １／t（t ＞ ０） ，则 I（α） ＝ ∫
＋ ∞

１

sin t
t２ － α d t ．应用分部积分公式又可得

∫
＋ ∞

X

sin t
t２ － α d t ＝ cosX

X ２ － α ＋ （α － ２）∫
＋ ∞

X

cos t
t３ － α d t 　 （X ＞ １） ． ②

注意到１／t３ － α ≤ １／t ，故知１／t３ － α是随 t → ＋ ∞ 单调一致趋于０的 ．又知 ∫
x

X
cos td t ≤

２ ，因此上式右端之积分关于 α ∈ （０ ，２）一致收敛 ．也就是说 ，对任给 ε１ ＞ ０ ，存在

X ＞ １ ，使得 ∫
＋ ∞

X
cos t／t３ － αd t ＜ ε１ ．
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现在考察式 ② 之第一项 ．对任给 ε２ ：０ ＜ ε２ ＜ １／２ ，可取 A ＝ ２kπ ＞ X 以及 α满

足 ：０ ＜ ２ － α＜ lnε－ １
２ ／ln２kπ ，使得 ｜cosA ／A２ － α

｜＝ １／（２kπ）２ － α
＞ ε２ ．这说明 I（α）不一

致收敛 ．

（３）对 η ：０ ＜ η＜ １ ，可得下述积分估计

∫
η

０

y２ － x２
（x２ ＋ y２ ）２

d x ＝
x

（x２ ＋ y２ ）
η

０ ＝
η

η
２
＋ y２

→
１

η
　 （y → ０

＋
） ．

这说明 I（y）关于 ０ ≤ y ≤ １不一致收敛 ．

（４）作变量替换 x ＝ e－ t
（t ＞ ０） ，则 I ＝ ∫

＋ ∞

０
tqe－ p t d t ．

（i）因为 tqe－ p t
≤ tqe－ p０ t ，以及积分∫

＋ ∞

０
tqe－ p０ td t收敛 ，所以 I一致收敛 ．

（ii）设 A ＞ ０ ，考察积分 I（A ，p） ＝∫
＋ ∞

A
tqe－ p t d t ．作变换 s ＝ pt ，则得 I（A ，p） ＝

１

pq ＋ １∫
＋ ∞

A p
sqe－ sds ．由于 I（A ，p） → ＋ ∞ （p → ０

＋
） ，故对任给 ε ＞ ０ ，可取 p ＞ ０ ，使得

I（A ，p） ＞ ε ，这说明 I不一致收敛 ．

例 5畅2畅19 　解答下列问题 ：

（１）设 f ∈ C（［０ ，１］）且 f （x）＞ ０（０ ≤ x ≤ １） ，令

F（y） ＝ ∫
１

０

y f （x）d x
x２

＋ y２
（y ≠ ０） ，　 F（０） ＝ ０ ．

试论 F（y）在 y ＝ ０处的连续性 ．

（２）试问式 I ＝ lim
y → ０∫

１

０

x
y２ e－ x２ ／y２ d x中极限与积分次序是否可交换 ？

（３）设 F（α） ＝ ∫
１

０

sin（α／x）
xα d x ，试证明 F ∈ C（（－ ∞ ，２）） ．

（４）试论 F（α） ＝ ∫
π

０
sin x／xα （π － x）αdx（０ ＜ α ＜ ２）的连续性 ．

解 　 （１）注意到 x的函数 y ／（x２ ＋ y２ ）在［０ ，１］上可积 ，且在（０ ，１）上不变号 ，

根据中值定理可知

y ＞ ０ ：F（y） ＝ f （ξy ） ·∫
１

０

yd x
x２

＋ y２ ＝ f （ξy ）arctan １

y ，　 ０ ≤ ξy ≤ １ ；

F（－ y） ＝ － f （ξ－ y ）arctan １

y ，　 ０ ≤ ξ－ y ≤ １ ．

从而对任给 ε＞ ０ ，可得

| F（ε） － F（－ ε） | ＝ ［ f （ξy ） ＋ f （ε－ y ）］arctan １
ε

≥ ２ arctan １
ε

· min｛ f （x） ：０ ≤ x ≤ １｝ ．
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lim
ε → ０

| F（ε） － F（－ ε） | ≥ π · min｛ f （x） ：０ ≤ x ≤ １｝ ＞ ０ ．

这说明 F（y）在 y ＝ ０处间断 ．

（２）不可以交换 ，理由如下 ：

∫
１

０
lim
y → ０

xe－ x２ y２
／y２ d x ＝ ∫

１

０
x · ０d x ＝ ０ ；

I ＝ lim
y → ０

１
２∫

１

０
e－ x２ ／y２ d x２

y２ ＝
１
２

lim
y → ０

（１ － e－１／y２
） ＝

１
２

．

　 　 （３）作变量替换 x ＝ １／t（t ＞ ０） ，则 F（α） ＝ ∫
＋ ∞

１

sin（αt）
t２ － α d t ．

（i） － ∞ ＜ α≤ １／２ ．由于｜sin（αt）／t２ － α
≤ １／３ ，故积分 F（α）一致收敛 ．再注意到

sin（αt）／t２ － α在（ － ∞ ＜ α≤ １／２） × ［１ ≤ t＜ ∞ ）上连续 ，知 F∈ C（（ － ∞ ，１／２］） ．

（ii） １／２ ＜ α≤ ２ － ε（ε＞ ０） ．注意到∫
x

１
sin（αt）d t ≤ ２／α ≤ ４ ，以及对取定之 α ，

１／t２ － α在 t → ＋ ∞时单调地趋于 ０ ．还有估计 １／t２ － α
≤ １／tε ，因此积分 F（α）一致收敛 ．

因为被积函数在 １／２ ≤ α≤ ２ － ε上连续 ，所以 F（α）也在［１／２ ，２ － ε］上连续 ．这说明

F（α）在（ － ∞ ，２ － ε）上连续 ．由 ε＞ ０的任意性即得 F∈ C（（ － ∞ ，２）） ．

（４） （i）令 ε＞ ０ ，考察 ε≤ α≤ ２ － ε ，并作分解估计 ，可得

F（α）＜ ∫
１

０

d x
x α－１

（π － x）α ＋∫
π －１

１

d x
x α
（π － x）α ＋∫

π

π －１

dx
x α
（π － x）α－１

≤∫
１

０

d x
x１ － ε ＋ π － ２ ＋∫

π

π －１

d x
（π － x）１ － ε ．

由此可知积分 F（α）关于 α∈ ［ε ，２ － ε］一致收敛 ．再注意到函数 sin x／xα （π － x）α 在
（０ ＜ x ＜ π） × ［ε≤ α≤ ２ － ε］上连续 ，因此 F（α）在［ε ，２ － ε］上连续 ．

（ii）由 ε＞ ０的任意性 ，即得 F ∈ C（（０ ，２）） ．

例 5畅2畅20 　试求下列积分值 ：

（１） F（x） ＝ ∫
１

０

dy
（１ － x２ y２ ）３

（ | x | ＜ １） ．

（２） I（α） ＝ ∫
１

０

ln（１ － α
２ x２ ）

x２ １ － x２
d x （ | α | ≤ １） ．

（３） I（p） ＝ ∫
１

０
xp －１ lnm xdx （p ＞ ０ ，m ∈ N） ．

（４）设 f ∈ C（１）
（［０ ，b］） ，F（α） ＝∫

α

０

f （x）d x
α － x

，则 F′（α） ＝ φ（０）

α
＋∫

α

０

f′（x）d x
α － x

．

解 　 （１）注意到∫
１

０

xdy
１ － x２ y２

＝ arcsinx（－ １ ＜ x ＜ １） ，以及对 x０ ：－ １ ＜ x０ －

δ ＜ x０ ＜ x０ ＋ δ ＜ １ ，函数 １／（１ － x２ y２ ）３／２ 在［x０ － δ ，x０ ＋ δ］ × ［０ ，１］上连续 ，且积
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分∫
１

０

dy
（１ － x２ y２ ）３／２

关于 x ∈ ［x０ － δ ，x０ ＋ δ］一致收敛 ，故可进行积分号下取极限

dd x ∫
１

０

xdy
１ － x２ y２ x ＝ x

０

＝ ∫
１

０

dy
（１ － x２０ y２ ）３

．

故知左端为 １／ １ － x２０ ．证毕 ．

（２） （i）限定｜α｜≤ １ － ε（０ ＜ ε＜ １） ，且令

f （x ，α） ＝
ln（１ － α

２ x２ ）／x２ １ － x２ ， x ≠ ０ ，

－ α
２
， x ＝ ０ ，

则 f′α （x ，α）＝ － ２α／（１ － α
２ x２ ） １ － x２ ，且易知 f （x ，α） ，f′α （x ，α）在区域（｜α｜≤ １ －

ε） × （｜x｜＜ １）上连续 ．注意到 ｜ f′α （x ，α） ｜ ≤ ２／［１ － （１ － ε）
２ x２ ］ １ － x２ ，故根据

Weierstrass判别法 ，可知积分

I′（α） ＝ － ２∫
１

０

αd x
（１ － α

２ x２ ） １ － x２

关于｜α｜≤ １ － ε一致收敛 ．作替换 x ＝ sin t ，可得
I′（α） ＝ － ２α∫

π／２

０

d t
１ － α

２ sin２ t ＝ －
πα

１ － α
２

．

由此可知 I（α）＝ π １ － α
２
＋ C ．由 I（０）＝ ０又知 C ＝ － π ，即 I（α）＝ π（ １ － α

２
－ １）

（｜α｜≤ １ － ε） ．根据 ε的任意性 ，实际上此结论对｜α｜＜ １时亦真 ．

（ii）注意到 f （x ，α）在（ － １ ≤ x ≤ １） × （ － １ ＜ x ＜ １）上连续 ，有由不等式｜ f （x ，

α）｜≤ ｜ln（１ － x２ ）｜／x２ １ － x２ ，可知 I（α）在 ｜α｜≤ １上一致收敛 ．因此 lim
｜α｜ → １

I（α） ＝

I（ ± １） ．这说明 I（α）＝ π（ １ － α
２
－ １）（｜α｜≤ １） ．

（３）作变量替换 x ＝ １／t（t＞ ０） ，可知

I（p） ＝ （－ １）
m
∫

＋ ∞

１

lnm t
t p ＋ １ d t ．

易知 １／tp ＋ １ 与 lnm t · t－ （ p＋ １） 在（１ ≤ t ＜ ∞ ） × （０ ＜ ε ≤ p ＜ ∞ ）上连续 ，且积分

∫
１

０
xp －１ d x ＝ ∫

＋ ∞

１
t－ （ p＋ １）d t收敛 ．此外 ，又因为有

lnm t
tp ＋ １ ≤

lnm t
t１＋ ε ＝

lnm t
tε／２

１

t１＋ ε／２ ≤
２meε

m

t１＋ ε／２
，

所以根据 Weierstrass判别法 ，积分 I（p）关于 p ∈ ［ε ，∞ ）一致收敛 ．从而在公式

∫
１

０
xp －１ dx ＝

１

p 　 （p ＞ ０）

两端对 p求导 m次（可在积分号下操作） ，可知

I（p） ＝ ∫
１

０
xp －１ lnm xd x ＝

dm

d pm∫
１

０
xp －１ d x ＝

dm

d pm
１

p ＝ （－ １）
m m ！

pm＋ １ ．
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　 　 （４）作变量替换 x ＝ αt ，可知（注意 １／ １ － t在［０ ，１］上绝对可积）

F（α） ＝ α∫
１

０
f （αt）／ １ － td t ．

在上式中对 α求导 ，我们有（可以在积分号下求导）

F′（α）＝ １

２ α
∫

１

０

f （αt）
１ － t

d t ＋ α∫
１

０

tf′（αt）
１ － t

d t

＝
－ １

α
∫

１

０
f （αt）d １ － t ＋ α∫

１

０

tf′（αt）
１ － t

d t

＝
f （０）
α

＋ α∫
１

０
f′（αt） １ － td t ＋ α∫

１

０

tf′（αt）
１ － t

d t

＝
f （０）
α

＋ α∫
１

０
f′（αt） １ － t ＋ t

１ － t d t

＝
f （０）
α

＋ α∫
１

０

f′（αt）
１ － t

d t ＝ f （０）
α

＋∫
α

０

f′（x）
α － x

d x ．

　 　例 5畅2畅21 　试求下列积分值 ：

（１） I（a ，b） ＝ ∫
１

０

xb － xaln x dx（a ，b ＞ ０） ．（２） I ＝ ∫
１

０

arctan xd x
x １ － x２

．

解 　 （１）注意到 lim
x → ０

＋
（xb － xa）／ln x ＝ ０ ，以及

lim
x → １

xb － xaln x ＝ lim
x → １

x（bx b －１ － ax a－１
） ＝ lim

x → １
（bx b

－ ax a
） ＝ b － a ，

故知积分 I（a ，b）存在 ．从而应用公式∫
b

a
x ydy ＝ （xb － xa）／ln x ，可得

I（a ，b） ＝ ∫
１

０ ∫
b

a
x ydy d x ＝ ∫

b

a ∫
１

０
xyd x dy ＝ ln １ ＋ b

１ ＋ a ．

　 　 （２）应用公式∫
１

０

dy
１ ＋ x２ y２ ＝ arctan x／x ，可知 I ＝∫

１

０ ∫
１

０

dy
１ ＋ x２ y２

d x
１ － x２

．

注意到对 ε＞ ０ ，函数 １／（１ ＋ x２ y２ ） １ － x２在区域［０ ≤ x ≤ １ － ε］ × ［０ ≤ y ≤ １］

上连续 ，故考察积分 Iε ：

Iε ＝ ∫
１ －ε

０ ∫
１

０

dy
１ ＋ x２ y２

dx
１ － x２

＝ ∫
１

０
∫

１ － ε

０

d x
（１ ＋ x２ y２ ） １ － x２ dy ．

　 　 对积分 J ＝ ∫
dx

（１ ＋ x２ y２ ） １ － x２
（ | x | ＜ １）用替换 t ＝ arcsin x ，可得

J ＝ arctan（λ １ ＋ y２ ）／ １ ＋ y２ 　 （λ ＝ tan（arcsin x）） ．

从而有
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f （ε ，y） 扯∫
１ － ε

０

d x
（１ ＋ x２ y２ ） １ － x２

＝ J １ － ε

０

＝
１

１ ＋ y２
arctan［ １ ＋ y２ · tan（arcsin（１ － ε））］ ．

　 　由于 f （ε ，y）在［０ ，１］ × ［０ ，１］上连续（设定 f （０ ，y）＝ lim
ε → ０

＋
f （ε ，y）） ，故我们有

I ＝ lim
ε → ０

＋
Iε ＝ ∫

１

０
lim
ε → ０

＋
f （ε ，y）dy ＝

π
２∫

１

０

dy
１ ＋ y２

＝
π
２
ln（１ ＋ ２） ．

５畅３ 　 Euler积分 ——— B函数与 Γ 函数

B（Beta）函数和 Γ（Gamma）函数 ，统称为 Euler积分 ．

B（p ，q） ＝ ∫
１

０
xp －１ （１ － x）q －１ d x ，　 Γ（s） ＝ ∫

＋ ∞

０
xs－１ e－ x dx ．

B函数的定义域为 p ＞ ０ ，q＞ ０ ；Γ函数的定义域为 s＞ ０ ．

１畅 两函数的其它形式 ：

　 　 （i）B（p ，q） ＝ ２∫
π
２

０
sin２ p －１ θcos２q－１ θdθ ；　 　 （ii） B（p ，q） ＝ ∫

＋ ∞

０

xp －１
（１ ＋ x）p ＋ q dx ；

　 　 （iii） Γ（x） ＝ ２∫
＋ ∞

０
x２ s－１ e－ x２ d x ．

２畅 递推公式（p ＞ ０ ，q＞ ０） ：

　 　 （i） B（p ＋ １ ，q）＝ p
p ＋ qB（p ，q） ；　 　 　 　 　 　 　 　 （ii） B（p ，q＋ １）＝

q
p ＋ qB（p ，q） ；

　 　 （iii） B（p ＋ １ ，q ＋ １）＝
pq

（p ＋ q＋ １）（p ＋ q）B（p ，q） ； （iv） Γ（p ＋ １）＝ pΓ（p） ．

注意 B（１ ，１） ＝∫
１

０
d x ＝ １ ，Γ（１） ＝ ∫

＋ ∞

０
e－ x d x ＝ １ ，故有

Γ（n） ＝ （n － １） ！，　 B（n ，m） ＝
（n － １） ！（m － １） ！
（n ＋ m － １） ！

，

其中 n ，m为正整数 ，并约定 ０ ！ ＝ １ ，所以当 p ，q是正整数时 ，我们有

B（p ，q） ＝
Γ（p）Γ（q）
Γ（p ＋ q）

．

　 　 ３畅 余元公式（０ ＜ p ＜ １） ：（i） B（p ，１ － p）＝ πsin pπ ；（ii） Γ（p）Γ（１ － p）＝ πsin pπ ．

４畅 两函数联系公式（p ＞ ０ ，q＞ ０） ：B（p ，q）＝ Γ（p）Γ（q）
Γ（p ＋ q） ．

公式表明 ：B函数在其定义域上的值 ，可归结为 Γ 函数在其定义域上的值 ；由递推公式 ，只

要知道 Γ函数在（０ ，１）区间上的值 ，即可确定它在正实轴上的值 ；余元公式进一步缩小 Γ函数未

知值的范围 ，只要知道它在 ０ ，
１
２
上的值 ，即可确定它在（０ ，１）上的值 ．
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由 B １
２

，
１
２

＝ π ，Γ（１）＝ １ ，可知 Γ
１
２

＝ π ＝ ２∫
∞

０
e－ x２ dx ，得到∫

＋ ∞

０
e－ x２ dx ＝

π
２

．

５畅 Γ（s）与 B（p ，q）在其定义域上连续 ，且任意次可导 ．

例 5畅3畅1 　试求下列积分值 ：

（１） I ＝ ∫
＋ ∞

０

xp －１ d x
（１ ＋ x）p ＋ q （p ，q ＞ ０） ．

（２） I ＝ ∫
１

０

xp －１ － x － p

１ － x d x（０ ＜ p ＜ １） ．

（３） I ＝ ∫
b

a
（x － a）p （b － x）qd x（b ＞ a ；p ，q ＞ － １） ．

（４） I ＝ ∫
b

a
（x － a）l （b － x）k

（x ＋ c）l＋ k＋ ２ dx（b ＞ a ＞ ０ ，c ＞ ０ ；l ＞ － １ ，k ＞ － １） ．

解 　 （１）由变量替换 x ＝ y／（１ － y） ，则 d x ＝ dy／（１ － y）２ ．从而知

I ＝ ∫
１

０
yp －１ （１ － y）q －１ dy ＝ B（p ，q） ．

　 　 （２）考察积分 F（ε） ＝ ∫
１

０
（xp －１ － x － p

）（１ － x）－１＋ εdx（ε ≥ ０） ．因为 f （x ，ε） ＝

（xp －１ － x － p
）／（１ － x）１ － ε在区域 D ＝ ｛（x ，ε） ：０ ＜ x ＜ １ ，ε ≥ ０｝上连续 ，又有

| f （x ，ε） | ≤ | xp －１ － x－ p | ／（１ － x） ，　∫
１

０

| xp －１
－ x－ p |

１ － x d x ＜ ＋ ∞ ，

所以积分 F（ε）一致收敛 ．从而 F（ε）连续且可在积分号下取极限 ，故得

lim
ε → ０

＋
F（ε） ＝∫

１

０

xp －１ － x － p

１ － x dx ．

由于 F（ε）＝ B（p ，ε） －B（１ － p ，ε） ，因此有

I ＝ lim
ε → ０

＋
［B（p ，ε） － B（１ － p ，ε）］

＝ lim
ε → ０

＋
Γ（ε）［Γ（p）／Γ（p ＋ ε） － Γ（１ － p）／Γ（１ － p ＋ ε）］ ．

　 　应用公式 Γ（ε）＝ Γ（１ ＋ ε）／ε ，以及 L′Hospital法则 ，可得

I ＝ lim
ε → ０

＋
［Γ′（１ － p ＋ ε）／Γ（１ － p） － Γ′（p ＋ ε）／Γ（p）］

＝ ln［Γ（１ － p） · Γ（p）］
１

p ＝ πcot pπ ．

　 　 （３）令（x － a）／（b － a） ＝ t ，则得

I ＝ ∫
１

０
tp （b － a）p （b － a）q （１ － t）q （b － a）d t

＝ （b － a）p ＋ q＋ １∫
１

０
tp （１ － t）qd t ＝ （b － a）p ＋ q＋ １B（p ＋ １ ，q ＋ １） ．

＝ （b － a）p ＋ q＋ １ p qB（p ，q）／（p ＋ q）（p ＋ q ＋ １） ．

　 　 （４）作变量替换 x － a
x ＋ c ＝

b － a
b ＋ ct ，可得
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I ＝ （b － a）l＋ k＋ １
（b ＋ c）l＋ １ （a ＋ c）k＋ １∫

１

０
tl （１ － t）kd t

＝ （b － a）l＋ k＋ １B（l ＋ １ ，k ＋ １）／（b ＋ c）l＋ １ （a ＋ c）k＋ １ ．

　 　例 5畅3畅2 　试证明下列命题 ：

（１） I ＝ ∫
＋ ∞

０

xp －１ d x
（a ＋ bx q

）
r ＝

ap／q－ r
qbp／q B

p
q

，r － p
q 　 （a ＞ ０ ，b ＞ ０） ．

（２） I ＝ ∫
＋ ∞

０
e－ α／２ x２

／xn＋ １ d x ＝ ２
n－２
２ α

－
n
２ Γ

n
２

　 （α ＞ ０） ．

（３） I ＝ ∫
＋ ∞

０

dx
（x２ ＋ １）

n ＝
πΓ（n － １／２）

２Γ（n） ＝
（２n － ３） ！！
（２n － ２） ！！

π
２

．

（４）设 I１ ＝ ∫
＋ ∞

０

dx
１ ＋ x３ ，I２ ＝ ∫

＋ ∞

０

xdx
１ ＋ x３ ，则 I１ ＝ I２ ＝

２π

３ ３
．

（５）设 I１ ＝ ∫
＋ ∞

０

dx
１ ＋ x４ ，I２ ＝ ∫

＋ ∞

０

x２ d x
１ ＋ x４ ，则 I１ ＝ I２ ＝

π

２ ２
．

（６） I ＝ ∫
１

０

d x
１ ＋ x４

＝ Γ
２
（１／４）／８ π ．

（７） I ＝ ∫
１

０

１ － x２

１ － x４
dx ＝

１

４ ２π
Γ

２ １
４

－ π ２π ／Γ
２ １

４
．

证明 　 （１）用变量替换 bxq ＝ at ，即 x ＝ （a／b）１／q t１／q ，则

I ＝
a
b

p／q
１

ar
１

q∫
＋ ∞

０

tp／q－１
（１ ＋ t）r d t ＝ １

q
ap／q－ r
bp／q B p

q
，r － p

q ．

　 　 （２）令 t＝ α／２ x２ ，即知 I ＝ ２
n － ２
２ α

－
n
２ Γ

n
２

．

（３） I ＝ １
２
B １

２
，n － １

２
＝

１
２
Γ

１
２

Γ n － １
２

Γ（n）

＝ πΓ n － １
２

／２Γ（n）＝ πΓ n － ３
２
＋ １ ／２（n － １） ！

＝
π n － ３

２
Γ n － ３

２
２（n － １） ！ ＝

π n － ３
２

n － ５
２

⋯ n － ２n － １
２

Γ（１／２）

２（n － １） ！

＝ π
（２n － ３）（２n － ５） ⋯ １ · π

２ · ２
n － １

（n － １） ！ ＝
１ · ３ ⋯ （２n － ３）
２ · ４ ⋯ （２n － ２）

π
２

．

（４） I１ ＝ １
３
B １

３
，１ －

１
３

＝
１
３
Γ（１／３）Γ（１ － １／３）

Γ（１）
＝

１
３

πsin（π／３） ＝ ２π

３ ３
；

I２ ＝ １
３
B ２

３
，１ －

２
３

＝
１
３
Γ

２
３

Γ １ －
２
３

＝
１
３

πsin（２π／３） ＝ ２π

３ ３
．

（５） I１ ＝ １
４
B １

４
，１ －

１
４

＝
１
４
Γ

１
４

Γ １ －
１
４

＝ π／４sin π
４
＝

π

２ ２
；
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I２ ＝ １
４
B ３

４
，１ －

３
４

＝
π
４
／sin ３π

４
＝

２π
４

＝
π

２ ２
．

（６） （i）我们有
J ＝ ∫

＋ ∞

０

d x
１ ＋ x４

＝
１
４
B １

４
，
１
２

－
１
４

＝ Γ
１
４

Γ
１
２

－
１
４

４Γ
１
２

＝ Γ
２ １

４
４ π ．

　 　 （ii）对积分∫
＋ ∞

１

d x
１ ＋ x４

作变量替换 t ＝ １／x ，可得

∫
＋ ∞

１

dx
１ ＋ x４

＝ ∫
１

０

d t
１ ＋ t４

．

由此知

J ＝∫
１

０

d x
１ ＋ x４

＋∫
＋ ∞

１

d x
１ ＋ x４

＝ ２∫
１

０

d x
１ ＋ x４

＝ ２ I ，

I ＝ J／２ ＝ Γ
２
（１／４）／８ π ．

　 　 （７） I ＝ ∫
１

０

d x
１ － x４

－∫
１

０

x２ dx
１ － x４

＝
１

４ ２π
Γ

２ １
４

－
１

２π
Γ

２ ３
４

．

例 5畅3畅3 　计算下列积分 ：

（１） I ＝ ∫
１

０

xm－１ d x
１ － xn

．　 　 　 　 （２） I ＝ ∫
１

－１
（１ － x２ ）n／２ d x ．

（３） I ＝ In＋ １ ＝ ∫
＋ ∞

０

dx
（x２ ＋ a）n＋ １ 　 （a ＞ ０） ．

解 　 （１）令 xn ＝ t ，即知

I ＝ １
n∫

１

０
tm／n－１ （１ － t）１／２ －１ d t ＝ １

nB m
n ，

１
２

．

　 　 （２）作变量替换 x ＝ sinθ ，则 dx ＝ cosθ· dθ ，且有
I ＝ ２∫

１

０
（１ － x２ ）n／２ d x ＝ ２∫

π／２

０
cosnθ · cosθdθ

＝ ２∫
π／２

０
sin２·

１
２ －１

θ· cos２· n＋ ２２ －１
θdθ ＝ B １

２
，
n ＋ ２
２

＝ Γ
１
２

Γ
n ＋ ２
２

Γ
１
２

＋
n ＋ ２
２

＝ πΓ
n ＋ ２
２

Γ
n ＋ ３
２

．

　 　 （３）在公式∫
＋ ∞

０

d x
x２

＋ a ＝
π
２

a（a ＞ ０）两端对 a求导（在积分号下进行）

（－ １）
nn ！∫

＋ ∞

０

d x
（x２ ＋ a）n＋ １ ＝

π
a

dn

dan （a－１／２ ） ＝
（－ １）

nn ！（２n － １） ！！

（２n） ！！an ·
２ a

π ．
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理由 ：函数 １

x２ ＋ a与
１

（x２ ＋ a）n ＋ １ 在 （０ ＜ ε ≤ a ＜ ∞ ） × ［０ ≤ x ＜ ∞ ）上连续 ，且

∫
＋ ∞

０

d x
x２

＋ a收敛 ． 又由 １

（x２ ＋ a）n＋ １ ≤
１

（x２ ＋ ε）
n＋ １ （x ≥ ０ ，任意 ε ＞ ０）可知 In＋ １ 是

一致收敛的 ．

例 5畅3畅4 　计算下列积分 ：

（１） I ＝ ∫
π／２

０
sinα－１ xdx（α ＞ ０） ．（２） I ＝∫

π

０

d x
３ － cos x ．

（３） I ＝ ∫
π／２

０
tanαxdx（ | α | ＜ １） ．（４） I ＝ ∫

＋ ∞

０

cosax
x p d x（０ ＜ p ＜ １ ，a ≠ ０） ．

（５） I ＝ ∫
π／２

０
sinm x · cosn xd x（m ＞ － １ ，n ＞ ０） ．

（６） I ＝ ∫
π

０

sinn －１ x · d x
（１ ＋ kcos x）n （０ ＜ | k | ＜ １） ．（７） I ＝ ∫

π／２

０
sinαx · sinβxd x

解 　 （１）作变量替换 t ＝ sin x ，则 d x ＝ d t／ t２ １ － t ．从而有

I ＝
１
２∫

１

０
t
α
２ －１

（１ － t）－
１
２ d t ＝ １

２
B α

２
，
１
２

＝ ２
α－２B α

２
，
α
２

．

　 　 （２）改写积分 I ＝ １

２
∫

π

０

dx
１ － sin２

（x／２）
，再用替换 y ＝ sin x

２
，则

I ＝ ２∫
１

０

dy
１ － y４

y４ ＝ t ２
４∫

１

０
t－３／４ （１ － t）－１／２ d t

＝
２
４
B １

４
，
１
２

＝
２
４
Γ

１
４

Γ
１
２

Γ
３
４

＝ Γ
２ １

４
４ π ．

　 　 （３）令 y ＝ sin x ，则 tan x ＝ y／ １ － y２ ．我们有

I ＝ ∫
１

０
yα （１ － y２ ）－ α／２ －１／２ dy ＝

１
２∫

１

０
tα／２ －１／２ （１ － t）－ α／２ －１／２ d t

＝
１
２
B α

２
＋

１
２

，－
α
２

＋
１
２

＝ π／２cos（πα／２） ．

　 　 （４）应用公式 １／xp ＝ ∫
＋ ∞

０
tp －１ e－ x t d t／Γ（p）（x ＞ ０） ，可得

I ＝ １
Γ（p）∫

＋ ∞

０
cosax ∫

＋ ∞

０
tp －１ e－ x t d t dx

＝
１

Γ（p） lim
A → ＋ ∞
δ→ ０

∫
A

δ
cosax ∫

＋ ∞

０
tp －１ e－ x t d t d x ．

　 　因为函数 f （x ，t） ＝ tp － １ e － x t在 （０ ＜ t ＜ ∞ ） × （０ ＜ δ ≤ x ≤ A ］上连续 ，且由

｜f （x ，t）｜≤ tp － １ e － δt可知 ，积分∫
＋ ∞

０
e － x t t p － １ cosaxd t关于 x ∈ ［δ ，A］一致收敛 ，所以

积分次序可以交换 ，即
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I ＝ １
Γ（p） lim

A → ＋ ∞

δ → ０
＋

∫
＋ ∞

０
tp －１ ∫

A

δ
e－ x tcos axd x d t

＝
１

Γ（p） lim
A → ＋ ∞

δ → ０
＋

∫
＋ ∞

０

tp －１
（asinaA － tcosaA ）

a２ ＋ t２ e－ tA d t

　 ＋ cosaδ∫
＋ ∞

０

tp e－ δt

a２ ＋ t２ d t － asin aδ∫
＋ ∞

０

tp －１ e－ δt

a２ ＋ t２ d t ． ①

对式 ①中第一个积分 ，有估计

∫
１

０
＋∫

＋ ∞

１
（ ⋯ ）d t ＜

１ ＋ | a |
a２ ∫

１

０
e－ tA d t ＋ e－ A

∫
＋ ∞

０

tp －１ （ | a | ＋ t）
a２ ＋ t２ d t ．

易知当 A → ＋ ∞时 ，上式右端趋于 ０ ；对式 ①中第二个积分 ，由于它关于 δ∈ ［０ ，δ０ ］

一致收敛 ，且被积函数在（０ ＜ t＜ ∞ ） × ［０ ≤ δ≤ δ０ ］上连续 ，故当 δ→ ０
＋ 时它趋于

∫
＋ ∞

０

tp d t
a２ ＋ t２ ＝

| a | p －１
２

B p ＋ １

２
，１ －

p ＋ １

２
＝

π

２ | a | １ － p cos（pπ／２） ．

类似地 ，当 δ→ ０
＋ 时式 ①中第三个积分也趋于 ０ ．因此 ，最后我们有

I ＝ π | a | p －１ ／２Γ（p）cos（pπ／２） 　 （a ≠ ０） ．

　 　 （５）令 sin x ＝ t（t＞ ０） ，则得

I ＝ １
２∫

１

０
t
m－１
２ （１ － t）

n－１
２ d t ＝ １

２
B m ＋ １

２
，
n ＋ １
２

．

　 　 （６）令 t＝ tan（x／２） ，则得

I ＝
２
n

（１ ＋ k）n∫
＋ ∞

０

tn －１ d t
（１ ＋ α

２ t２ ）n 　 α ＝
１ － k
１ ＋ k ．

再作变量替换 αt＝ s ，我们有 I ＝ ２
n － １B n

２
，
n
２

（１ － k２ ）n／２ ．

　 　 （７）令 t＝ sin２ x ，则可得

I ＝ ∫
１

０
tα／２ （１ － t）β／２ d t

２ t（１ － t）
＝ ∫

１

０
t
α＋ １
２ －１

（１ － t）
β＋ １

２
－１ d t

＝ Γ
α ＋ １
２

Γ
β ＋ １

２
２Γ

α ＋ β

２
＋ １ ．

　 　例 5畅3畅5 　解答下列问题 ：

（１）求曲线 r４ ＝ sin３
θ· cosθ所围面积 S ．

（２）求曲线 rm ＝ amcosmθ一段的孤长 l ．
解 　 （１）易知其图形位于第一 、三象限 ，且对称 ，故有

S ＝ ２ ·
１
２∫

π／２

０
sin３ ／２

θ· cos１ ／２ θdθ ＝
Γ（５／２）Γ（３／４）

２Γ（２）
＝

２π
３

．

　 　 （２）注意到 cosmθ≥ ０ ，故 ０ ≤ θ≤ π ，且图形对称 ，故有
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l ＝ ２∫
π／２m

０
ds ，　 ds ＝ r２ ＋ （r′θ）２ dθ ．

由于 r２ ＝ a２ cos２／m （mθ） ，故知 r′θ ＝ － acos １
m － １

（mθ）sin（mθ） ，且 ds＝ acos １
m － １

（mθ）dθ ，则
l ＝ ２a∫

π／２m

０
cos １

m －１
（mθ）dθ ＝

２a
m∫

π／２

０
cos １

m －１

φdφ
＝

a
m２

１
m －１

Γ
２ １

２m Γ
１
m ．

　 　例 5畅3畅6 　计算下列积分 ：

（１） I ＝ ∫
１

０
ln １

x
p dx 　 （p ＞ － １） ．　 （２） I ＝ ∫

＋ ∞

０

xp － １ ln x
１ ＋ x d x 　 （０ ＜ p ＜ １） ．

（３） I ＝ ∫
＋ ∞

０

xln x
１ ＋ x２ d x ．　 （４） I ＝ ∫

＋ ∞

０

ln２ xd x
１ ＋ x４ ．

（５） I ＝ ∫
＋ ∞

０

（ln x）t － １
x（x － １）dx 　 （t＞ １） ．

解 　 （１）令 ln（１／x）＝ t ，则得 I ＝ ∫
＋ ∞

０
tp e － td t ＝ Γ（p ＋ １） ．

（２）注意到 dd p（xp － １
／（１ ＋ x））＝ xp － １

· ln x／（１ ＋ x） ，故可得

I ＝ dd p∫
＋ ∞

０

xp －１ d x
１ ＋ x ＝

ddpB（p ，１ － p） ＝
dd p［Γ（p） · Γ（１ － p）］

＝
dd p

πsin（pπ） ＝ －
π
２ cos（pπ）
sin２

（pπ）
．

　 　 （３）令 x ＝ t１／３ ，则应用上例可得

I ＝
１
９∫

＋ ∞

０

t２／３ －１
l ＋ tln td t ＝ －

１
９

π
２ cos（２π／３）sin２

（２π／３）
＝

２π
２

２７
．

　 　 （４）令 x ＝ t１／４ （t＞ ０） ，则得 I ＝ １
６４∫

＋ ∞

０
t － ３ ／４ ln２ t／（１ ＋ t）d t ．因为

d２

d p２
１
６４∫

＋ ∞

０

tp －１ d t
（１ ＋ t）p ＋ （１ － p） p ＝ １／４

＝ I ，

所以我们有

I ＝
１
６４

d２

d p２ B（p ，１ － p）
p ＝ １／４

＝
１
６４

d２

d p２
πsin pπ p ＝ １／４

＝
３ ２π

３

６４
．

　 　 （５）令 x ＝ es ，则得（用 Taylor展式）

I ＝ ∫
＋ ∞

０

st －１ dses－１ ＝ ∫
＋ ∞

０ ∑
∞

n＝ １

st －１ e－ ns ds ．
注意到∫

＋ ∞

０
st － １ e － ns ds ＝ Γ（t）／nt ，故只需指出

∫
＋ ∞

０

st －１ dses － １
＝ ∑

∞

n＝ １
∫

＋ ∞

０
st －１ e－ ns ds ＝ ∑

m

n ＝ １
∫

＋ ∞

０
st －１ e－ ns ds ＋ ∑

∞

n＝ m＋ １∫
＋ ∞

０
st －１ e－ ns ds
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＝ ∑
m

n ＝ １
∫

＋ ∞

０
st －１ e－ ns ds ＋ Γ（t） ∑

∞

n＝ m＋ １

１

nt ．

由此又只需指出（上式右端第二项在 m → ∞时趋于 ０）

∫
＋ ∞

０

st －１es － １
－ ∑

m

n ＝ １

st －１ e－ ns ds ＝ ∫
＋ ∞

０ ∑
∞

n＝ m＋ １
st －１ e－ ns ds

＝ ∫
＋ ∞

０
e－ （m＋ １）s s t －１es － １

ds → ０ 　 （m → ∞ ） ．

　 　因为我们有

∫
＋ ∞

０
e－ （m＋ １）s s t －１es － １

ds ≤ ∫
＋ ∞

M
＋∫

δ

０

st －１es － １
ds ＋∫

M

δ
e－ （m＋ １）s s t－１

es － １
ds ，

以及对充分小的 δ＞ ０ ，充分大的 M ＞ ０ ，当 m → ∞时 e － （m ＋ １）s关于 s ∈ ［δ ，M］是一致

收敛于 ０的 ，所以结论得证 ．

例 5畅3畅7 　解答下列问题 ：

（１）求 I ＝ ∫
＋ ∞

０
tne － at２ d t（a＞ ０） ．　 　 （２）求 I ＝ ∫

＋ ∞

０
xp e － ax ln xdx（a＞ ０） ．

（３）设 λ＞ ０ ，x ＞ ０ ，－ π／２ ＜ α＜ π／２ ，试求积分

（i） F（α）＝∫
＋ ∞

０
tx － １ e － λtcosα

· cos（λtsinα）d t ．
（ii） G（α）＝ ∫

＋ ∞

０
tx － １ e － λtcosα

· sin（λtsinα）d t ．
（４）令 In ＝ ∫

＋ ∞

０
e － x n d x ，　证明lim

n → ∞
In ＝ １ ．

解 　 （１）令 at２ ＝ x ，即 t＝ （x／a）１／２ ，则得

I ＝ ∫
＋ ∞

０

xn／２
an／２ e－ x d x

２ ax
＝

１
２
a－

n＋ １
２∫

＋ ∞

０
x

n
２ －

１
２ e－ x d x

＝
１
２
a－

n＋ １
２∫

＋ ∞

０
x
n＋ １
２ －１ e－ x d x ＝

１
２
a－

n＋ １
２ Γ

n ＋ １
２

．

　 　 （i）当 n是偶数时 ，记为 ２n ，此时有

Γ
２n ＋ １

２
＝ Γ n －

１
２

＋ １ ＝ n －
１
２

Γ n －
１
２

＝ n －
１
２

n －
３
２

Γ n －
３
２

＝
２n － １

２
２n － ３

２
⋯

１
２
Γ

１
２

＝
１ · ３ ⋯ （２n － １）

２
n π ．

从而得到

∫
＋ ∞

０
x２ ne－ ax２ d x ＝

１
２
a－ n＋ １

２
（２n － １） ！！

２
n π ＝

π

２
n＋ １

（２n － １） ！！

an＋ １／２ ．

　 　 （ii）当 n是奇数时 ，记为 ２n＋ １ ，此时有
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Γ
２n ＋ １ ＋ １

２
＝ Γ（n ＋ １） ＝ n ！，　∫

＋ ∞

０
x２ n＋ １ e－ ax２ d x ＝

n ！
２an＋ １ ．

　 　 （２）令 x ＝ t／a ，则得

I ＝ １

ap ＋ １∫
＋ ∞

０
tp e－ t ln td t － lna

ap ＋ １∫
＋ ∞

０
tp e－ td t

＝
Г′（p ＋ １）

ap ＋ １ －
ln a
ap ＋ １ Γ（p ＋ １） ＝

dd p
Γ（p ＋ １）

ap ＋ １ ．

　 　 （３）易知（i）与（ii）的积分中被积函数及其对 α的导数均在区域（０ ＜ t ＜ ∞ ） ×

（ － π／２ ＜ α＜ π／２）上连续 ．由比较判别法可知 ，F（α）与 G（α）在｜α｜＜ π／２时收敛 ．

令 Iε ＝ ［ － π／２ ＋ ε ，π／２ － ε］（０ ＜ ε＜ π／２） ，注意到∫
＋ ∞

０
tx e － λtsin εd t以及估计

tx e－ λtcosα sin（λtsinα － α）

cos（λtsinα － α）
≤ tx e－ λtsin ε

，

故可在 F（α） ，G（α）中对 α的求导在积分号下进行 ：

F′（α）＝ － λ∫
＋ ∞

０
tx e－ λtcosα

· sin（λtsinα － α）d t ，
G′（α）＝ λ∫

＋ ∞

０
tx e－ λtcosα

· cos（λtsinα － α）d t ．
根据 Weierstrass 判别法 ，上述积分关于 α∈ Iε 是一致收敛的 ．现在 ，对积分 F′（α） ，

G′（α）作分部积分 ，其中

μ ＝ tx ，　 dv ＝ e－ λtcosαsin（λtsinα － α） ；

μ ＝ tx ，　 dv ＝ e－ λtcosαcos（λtsinα － α） ，

可得

F′（α） ＝ － xG（α） ，　 G′（α） ＝ xF（α） ．

应用微分方程的理论 ，我们得解（｜α｜＜ π／２）

F（α） ＝ Asinαx ＋ Bcosαx ，　 G（α） ＝ － Acosαx ＋ Bsinαx ．

注意到 F（０）＝∫
＋ ∞

０
tx － １ e － λt dt＝ Γ（x）

λ
x ，G（０）＝ ０ ，故 A ＝ ０ ，B＝ Γ（x）／λx ．最后我们有

F（α） ＝
Γ（x）
λ
x cosαx ，　 G（α） ＝

Γ（x）
λ
x sinαx ．

　 　 （４）令 xn ＝ t ，则 In ＝ １
n∫

＋ ∞

０
t
１
n － １ e － td t＝ １

n Γ
１
n ＝ Γ

１
n ＋ １ ．由此即得

lim
n → ∞

In ＝ lim
n → ∞

Γ
１
n ＋ １ ＝ １ ．

　 　例 5畅3畅8 　试证明下列命题 ：

（１） I ＝ ∫
１

０
ln（Γ（x））sinπ xd x ＝ １

π
１ ＋ ln π

２
．
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（２） Γ（２ s）＝ ２
２ s － １

Γ（s）Γ（s ＋ １／２）／ π ．

（３）记 φ（x）＝ lnΓ（x）（０ ＜ x ＜ ∞ ） ，则

φ（x） ≤
x２ － x
x２ － x１ φ（x１ ） ＋

x － x１
x２ － x１ φ（x２ ） 　 （０ ＜ x１ ＜ x ＜ x２ ） ．

即 lnΓ（x）是（０ ，∞ ）上的下凸函数 ．

（４）设定义在（０ ，∞ ）上的正值函数 f （x）满足
（i） f （x ＋ １）＝ x f （x） ，（ii） f （１）＝ １ ，（iii） ln f （x）下凸 ，

则 f （x）＝ Γ（x） 　 （０ ＜ x ＜ ∞ ） ．

证明（１）令 x ＝ １ － t ，则得

I ＝ ∫
１

０
ln（Γ（１ － t））sin（π t）d t ＝ １

２∫
１

０
ln［Γ（x）Γ（１ － x）］sin（π x）dx ．

注意到 Γ（p） · Γ（１ － p）＝ π／sin（pπ）（０ ＜ p ＜ １） ．故又得

I ＝ １
２∫

１

０
［lnπ － ln（sin（π x））］sin（π x）d x

＝
１
π
lnπ －

１
２∫

１

０
ln（sinπ x） · sin（π x）d x

＝ １ ＋ ln π
２

π ．

　 　 （２）注意到 B（p ，q）＝ Γ（p）Γ（q）／Γ（p ＋ q） ，故先求 B（s ，s） ：

B（s ，s）＝ ２∫
π／２

０
sin２ s－１

θ· cos２ s－１ θdθ ＝ ２ · ２
－（２ s－１）

∫
π／２

０
（sin２θ）２ s－１ dθ

＝ ２
－ （２ s－１）

∫
π

０
sin２ s－１ td t ＝ ２

－（２ s－１）
∫

π／２

０
＋∫

π

π／２
sin２ s－１ td t

＝ ２
－ （２ s－１）

∫
π／２

０
sin２ s－１ td t ＋∫

０

π／２
sin２ s－１

（π － x）（－ d x）
＝ ２ · ２

－ （２ s－１）
∫

π／２

０
sin２ s－１ td t ．

由于 B（s ，１／２） ＝ ２∫
π／２

０
sin２ s － １

θdθ ，故又知 ２
－ （２ s － １）B（s ，１／２）＝ B（s ，s） ．

　 　现在 ，再返回 Γ（x） ，由上即得

２
－ （２ s－１）

Γ（s）Γ（１／２）
Γ（s ＋ １／２）

＝
Γ（s）Γ（s）
Γ（２ s） ，

Γ（２s） ＝
２
２ s－１

Γ（s）Γ（s ＋ １／２）
Γ（１／２）

＝
２
２ s－１

π
Γ（s） · Γ（s ＋ １／２） ．

　 　 （３）只需指出 φ″（x） ≥ ０（０ ＜ x ＜ ∞ ） ．因为我们有

φ″（x） ＝
ddx Γ′（x）

Γ（x） ＝
Γ″（x）Γ（x） － ［Γ′（x）］２

Γ
２
（x） ，

以及（Cauchy‐Schwarz不等式）
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Γ″（x）Γ（x）＝ ∫
＋ ∞

０
tx －１ ln２ te－ td t ∫

＋ ∞

０
tx －１ e－ td t

≥∫
＋ ∞

０
tx －１ e－ t

· tx －１ e－ t ln td t）２

＝ ∫
＋ ∞

０
tx －１ ln te－ td t ２

＝ ［Γ′（t）］２ ，

所以 φ″（x） ≥ ０（０ ＜ x ＜ ∞ ） ．

（４）令 φ（x）＝ ln f （x） ，则由（i） ，（ii）可知
φ（t ＋ １） ＝ φ（t） ＋ ln t （０ ＜ t ＜ ∞ ） ，　 φ（１） ＝ ０ ，　 φ（n ＋ １） ＝ ln（n ！） ．

又由（iii）可知（０ ＜ x ＜ １）

φ（n ＋ １） ≤
１

１ ＋ xφ（n ＋ １ ＋ x） ＋
x

１ ＋ xφ（n） ，

φ（n ＋ １ ＋ x） ≤ xφ（n ＋ ２） ＋ （１ － x）φ（n ＋ １） ．

从而得到

lnn ≤
φ（n ＋ １ ＋ x） － φ（n ＋ １）

x ≤ ln（n ＋ １） ．

注意到 φ（n＋ １ ＋ x） ＝ φ（x）＋ ln［x（x ＋ １） ⋯ （x ＋ n）］ ，代入上式知

０ ≤ φ（x） － ln n ！· nx
x（x ＋ １） ⋯ （x ＋ n） ≤ xln １ ＋

１
n ．

令 n→ ∞ ，我们有

φ（x） ＝ lim
n → ∞

ln n ！nx
x （x ＋ １） ⋯ （x ＋ n） 　 （０ ＜ x ＜ １） ．

　 　这说明 φ（x） ，也即 f （x）在（０ ，１）上由条件（i） ，（ii） ，（iii）唯一确定 ，事实上 ，由

（i） ，（ii）不难说明 f （x）在［１ ，∞ ）上也是唯一被确定的 ．注意到 Γ（x）也满足由（i） ，

（ii） ，（iii）的 ．证毕 ．

例 5畅3畅9 　 Γ′（x）
Γ（x） ＝ － C＋ ∑

∞

n＝ １

１
n －

１
x ＋ n － １ ，其中 C是 Euler常数 ，x ≤ ０且

不是整数 ．

证明 　根据公式

１
Γ（x） ＝ lim

n → ∞
f n （x） ，　 f n （x） ＝

x（x ＋ １）（x ＋ ２）⋯ （x ＋ n － １）

n ！· nx －１ ，

可知（hn ＝ １ ＋ １／２ ＋ ⋯ ＋ １／n）
f′n （x）
f n （x） ＝

１
x ＋

１
x ＋ １

＋ ⋯ ＋
１

x ＋ n － １
－ lnn

＝ （hn － lnn） ＋
１
x － １ ＋

１
x ＋ １

－
１
２

＋ ⋯ ＋
１

x ＋ n － １
－

１
n ，
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lim
n → ∞

f′n（x）
f n （x） ＝ C － ∑

∞

n＝ １

１
n －

１
x ＋ n － １

．

　 　注意到｜１／n － １／（x ＋ n － １）｜ ≤ ２ ｜x － １ ｜／n２ （n ≥ ２ ｜x － １ ｜） ，故知当 n → ∞ 时

f′n （x）一致收敛到 Γ′（x） ．从而有 Γ′（x）／Γ （x） ＝ lim
n → ∞

［ f′n （x）／ f n （x）］ ，由此即得

所证 ．
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第 6章 　重 　积 　 分

６畅１ 　重积分与累次积分

下面所述的区域若有边界皆指逐段光滑曲线（R２ 中） ；逐块光滑曲面（R３ 中） ；Rn
（n ≥ ４）中

的区域也在此一界定中 ．以二重积分为例给出积分定义及性质 ，其余类似 ．

定义 6畅1畅1 　设 D 炒 R２ 是有界闭区域 ，f （x ，y）在 D上的有界函数 ．若对 D的任意分划 Δ ：

Δσ１ ，Δσ２ ，⋯ ，Δσn （分块 Δσi 也表示面积）以及任意取点（ξi ，ηi ） ∈ Δσi （i＝ １ ，２ ，⋯ ，n） ，存在极限

lim
‖ Δ ‖ → ０ ∑

n

i ＝ １

f （ξi ，ηi ）Δσi ＝ I 　 （ ‖ Δ ‖ 表示 Δσi 的直径中最大者） ，

则称 f（x ，y）在 D上的积分存在 ，或称为 f 在 D 上可积 ．数值 I称为 f （x ，y）在 D上的二重积
分 ，记作（表示以曲面 z ＝ f （x ，y）为顶 、D为底的柱体体积）

I ＝ 簇
D
f （x ，y）dxdy ．

　 　重积分具有 ：线性性 ，保序性 ，积分区域的可加性 ，绝对值的可积性 ，乘积可积性等 ．此外 ，若

f （x ，y）在有界闭域 D上连续 ，则 f （x ，y）在 D上可积 ．还有中值性 ，即存在（ξ ，η）∈ D使得

簇
D
f （x ，y）d xdy ＝ f （ξ ，η） | D | ，　簇

D
１dxdy ＝ | D | ，

其中 ｜D｜表示区域 D的面积 ．关于复合函数的可积性 ，我们有下述结果 ．

定理 6畅1畅1 　设 f （x ，y）在 D上可积 ，且有 m ≤ f （x ，y） ≤ M（（x ，y） ∈ D） ，又 φ ∈ C（［m ，M］） ，

则复合函数 h（x ，y）＝ φ［ f （x ，y）］在 D上可积 ．

定理 6畅1畅2 　设 f （x ，y）在矩形域 D＝ ［a ，b］× ［c ，d］上可积 ，对每个 x ∈ ［a ，b］ ，单积分 I（x） ＝

∫
d

c
f （x ，y）dy存在 ，则累次积分∫

b

a
dx∫

d

c
f （x ，y）dy也存在 ，且

簇
D
f （x ，y）dxdy ＝ ∫

b

a
d x∫

d

c
f （x ，y）dy ．

　 　定理 6畅1畅3 　设 D为图 ６畅１ 中区域 ，即 D ＝ ｛（x ，y）｜a ≤ x ≤ b ，φ１ （x） ≤ y ≤ φ２ （x）｝ ，其中

φ１ （x） ，φ２ （x）在 ［a ，b］上连续 ．设 f （ x ，y）在 D 上可积 ，对每一 x ∈ ［a ，b］ ，单积分 I（x） ＝

∫
φ
２
（x）

φ
１
（x）

f （x ，y）dy存在 ，则

簇
D
f （x ，y）d xdy ＝ ∫

b

a
dx∫

φ
２
（x）

φ
１
（x）

f （x ，y）dy ．
　 　对更一般的区域 D ，我们可用平行于 y轴的线段 ，把 D分成若干个图（６畅１）中区域 ；或用平

行于 x轴的线段 ，把 D分割成若干个图 ６畅２中的区域 ．求 D上重积分也就归结为求图 ６畅１或图

６畅２中区域上的重积分 ．



图 ６畅１

　 　 　 　 　 　 　

图 ６畅２

定理 6畅1畅4 　设空间区域 Ω ＝ ｛（x ，y ，z）｜（x ，y） ∈ D ，φ１ （x ，y） ≤ z ≤ φ２ （x ，y）｝（图 ６畅３） ，其中

D是 Ω在 xy 平面上的投影区域 ，φ１ （x ，y） ，φ２ （x ，y）在 D上连续 ．设 f （x ，y ，z）在 Ω上可积 ，对每

一点（x ，y） ∈ D ，f（x ，y ，z）作为 z的函数在［φ１ （x ，y） ，φ２ （x ，y）］上可积 ，则

蹿
V
f （x ，y ，z）dxdyd z ＝ 簇

D
d xdy∫

φ２
（x ，y）

φ１
（x ，y）

f （x ，y ，z）d z ．
　 　定理 6畅1畅5 　设空间区域 Ω ＝ ｛（x ，y ，z）｜c ≤ z ≤ d ，（x ，y） ∈ D（z）｝（图 ６畅４） ，其中D（z）为平
面 z ＝ z与 Ω 的交集 ，且为平面闭区域 ．设 f （x ，y ，z）在 Ω上可积 ，对每一 z ∈ ［c ，d］ ，f （x ，y ，z）作
为 x ，y的函数在 D（z）上可积 ，则

蹿
Ω

f （x ，y ，z）d xdyd z ＝ ∫
d

c
d z簇

D（z）
f（x ，y ，z）dxdy ．

图 ６畅３

　 　 　 　 　 　 　

图 ６畅４

　 　上面 ，我们只给出对 z求定积分 ，对 x ，y求重积分的公式 ．同样也有对 x或 y 求定积分 ，对

y ，z（z ，x）求二重积分的公式 ．

例 6畅1畅1 　解答下列问题 ：

（１）设 D ＝ ｛（x ，y） ：a≤ x ≤ b ，c ＜ y ≤ d｝ ，f ∈ C（D） ．试问 ：此时其累次积分能

交换次序吗 ？

（２）试举例说明定义在［０ ，１］ × ［０ ，１］上的非负不可积函数 f （x ，y） ，有

∫
１

０
dx∫

１

０
f （x ，y）dy ＝ ０ ＝ ∫

１

０
dy∫

１

０
f （x ，y）dx ．
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　 　 （３）设 D ＝ ［０ ，１］ × ［０ ，１］ ，试举例 f ∈ R（D） ，但存在 E 炒 ［０ ，１］ ，珚E ＝ ［０ ，１］ ，使

得积分∫
１

０
f （x ，y）dx对 y ∈ E不存在 ．

（４）求下列积分值（D ＝ ｛（x ，y） ：x２ ＋ y２ ≤ ４） ：

　 　 （i） I１ ＝ 簇
D
x７ y８ d xdy ．　 （ii） I２ ＝ 簇

D
x１０ y１１ d xdy ．

解 　 （１）不一定 ．例如我们有定义在［０ ，１］ × （０ ，１］上的函数

f（x ，y） ＝
x２ － y２

（x２ ＋ y２ ）２
，　

ddx － x
x２ ＋ y２ ＝

x２ － y２
（x２ ＋ y２ ）２

，　
ddy

y
x２ ＋ y２ ＝

x２ － y２
（x２ ＋ y２ ）２

，

易知

∫
１

０
f （x ，y）dy ＝

１

１ ＋ x２ 　 （x ∈ ［０ ，１］） ，

∫
１

０
d x∫

１

０
f （x ，y）dy ＝ ∫

１

０

d x
１ ＋ x２ ＝

π
４

，

∫
１

０
dy∫

１

０
f （x ，y）dx ＝ －∫

１

０

dy
１ ＋ y２

＝ －
π
４

．

　 　 （２）在［０ ，１］ × ［０ ，１］上作函数

f （x ，y） ＝
１ ， x与 y 均属于 Q ，且是同分母的既约分数 ，

０ ， 其它 ，包括轴上的点 ．

　 　注意到在任一点（x０ ，y０ ） ∈ ［０ ，１］ × ［０ ，１］的任意小的邻域上 ，函数 f 的振幅均
等于 １ ，故 f （x ，y）在［０ ，１］ × ［０ ，１］上不可积 ．

但另一方面 ，当 y 碒 Q时 ，f （x ，y） ＝ ０ ；当 y ∈ Q时 ，易知除有限个点外均有

f （x ，y）＝ ０ ，即

∫
１

０
f （x ，y）d x ＝ ０ ，　∫

１

０
dy∫

１

０
f （x ，y）d x ＝ ０ ．

同理有∫
１

０
dx∫

１

０
f （x ，y）dy ＝ ０ ．

（３）在 D ＝ ［０ ，１］ × ［０ ，１］上作函数

f （x ，y） ＝
１／n１ ＋ １／n２ ， x ＝

m１

n１ ，y ＝
m２

n２ 是既约分数 ，

０ ， 其它以及在轴上 ．

易知 f在有理点上不连续 ，在其它点上均连续 ，即 f ∈ R（D） ，且有簇
D
f （x ，y）dxdy ＝ ０ ．

此外 ，当 y０ 是无理点时 ，有∫
１

０
f （x ，y）dx ＝ ０ ；当 y０ 是有理点 ：y０ ＝

m２

n２ 时 ，有
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f （x ，y０ ） ＝

０ ， x 碒 Q ，

１
n１ ＋

１
n２ ， x ＝

m１

n１ ∈ Q ．

由此可知 ，作为 x的函数 f （x ，y０ ）在任何小区间上的振幅均大于 １／n２ ，即在 x ∈

［０ ，１］上不可积 ，不存在积分∫
１

０
f （x ，y）dx ．同理可说明不存在积分∫

１

０
f （x ，y）dy ．

（４）注意 ，积分区域是轴对称的 ，而被积函数是奇函数 ，故知 I１ ＝ ０ ＝ I２ ．

例 6畅1畅2 　交换下列积分次序 ：

（１） I ＝ ∫
１

０
d x∫

x２

０

yey
１ － y

dy ．　 （２） I ＝ ∫
４

２
d x∫

２０ －４ x
８ － x

４／x
（y － ４）dy ．

解 　 （１）由区域［０ ≤ x ≤ １］ × ［０ ≤ y ≤ x２ ］即知

I ＝ ∫
１

０

yey
１ － y

dy∫
１

y
d x ＝ ∫

１

０
yey dy ．

　 　 （２）考察曲线 y ＝ ４／x与 y ＝ （２０ － ４ x）／（８ － x）之交点的（x ，y）坐标 ，我们有

x ＝ ４／y ，

x ＝ （２０ － ８ y）／（４ － y） ，
　

y ＝ １ ，

y ＝ ２ ．

从而可知

I ＝ ∫
２

１
（y － ４）dy∫

（２０ －８ y）／（４ － y）

４／y
d x ．

　 　例 6畅1畅3 　试证明下列等式 ：

（１） I ＝ ∫
e
０
dy∫

２

１

ln xex d x ＋∫
e２

e dy∫
２

ln y
ln xex d x ＝ ∫

２

１
ln xd x ．

（２） I ＝ ∫
１

０
d x∫

１

０
（xy）xy dy ＝ ∫

１

０
yy dy ．

证明 　 （１）记 I中第一 、二项积分各为 I１ ，I２ ，则从 y ＝ ex 的图形限定易知
I２ ＝ ∫

２

１
d x∫

e x

e
ln xex dy ＝ ∫

２

１

ln xex （ex － e）d x ＝ ∫
２

１
ln xd x － I１ ．

　 　 （２）令 x y ＝ t ，我们有（注意 xy ＝ ０时给定 xyxy ＝ １）

I ＝ ∫
１

０
dy∫

１

０
（xy）xy dx ＝ ∫

１

０

dy
y∫

１

０
（xy）xy d（xy）

＝ ∫
１

０

dy
y∫

y

０
ttd t ＝ ∫

１

０ ∫
y

０
ttd t dlny

＝ ln y ·∫
y

０
ttd t １

０
－∫

１

０
yy lnydy ＝ －∫

１

０
yy ln ydy ．
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注意到∫
１

０
yy （１ ＋ ln y）dy ＝ ∫

１

０
d（yy ） ＝ ０ ，故 I ＝ ∫

１

０
yy dy ．

例 6畅1畅4 　设 f （x ，y）在 R２ 上连续 ，a＞ ０ ，试交换下列累次积分的次序 ：

（１） I ＝ ∫
１

０
d x∫

４ － x２

２＋ x２
f （x ，y）dy ．　 　 （２） I ＝ ∫

２ a

０
dx∫

４ ax

２ ax － x２
f （x ，y）dy ．

（３） I ＝ ∫
π／２

０
dθ∫

２ acosθ
０

f （r ，θ）d r ． （４） I ＝ ∫
a

０
dy∫

２ y

y／２
f （x ，y）d x ．

（５） I ＝ ∫
π／２

０
dφ∫

a sin（２ φ）
０

f （φ ，ρ）dρ　 （a ＞ ０） ．

解 　 （１） I ＝ ∫
３

２
dy∫

y２ －２

０
f （x ，y）d x ＋∫

２

３
dy∫

４ － y２

０
f （x ，y）dx（图 ６畅５） ．

（２）如图 ６畅６所示之 D１ ，D２ ，D３ 区域 ，我们有

I ＝ 簇
D
１

f （x ，y）d xdy ＋簇
D
２

f （x ，y）dx dy ＋ 簇
D
３

f （x ，y）d xdy

＝ ∫
a

０
dy∫

a － a２ － y２

y２ ／４ a
f d x ＋∫

a

０
dy∫

２ a

a＋ a２ － y２
fd x ＋∫

２ ２ a

a
dy∫

２ a

y２ ／４ a
f dx ．

图 ６畅５

　 　 　 　 　 　

图 ６畅６

（３） I ＝ ∫
２ a

０
d r∫

arccos（ r／２ a）
０

f （r ，θ）dθ（图 ６畅７） ．

（４） I ＝ ∫
a／２

０
d x∫

２ x

x／２
f （x ，y）dy ＋∫

２ a

a／２
d x∫

a

x／２
f （x ，y）dy（图 ６畅８） ．

图 ６畅７

　 　 　 　 　 　

图 ６畅８
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　图 ６畅９

　 　 （５）如图 ６畅９所示 ，我们有 ０ ≤ ρ≤ a ，以及
１
２
arcsin ρ

２

a２ ≤ φ ≤
π
２

－
１
２
arcsin ρ

２

a２ ，

I ＝∫
a

０
dρ∫

π／２ －１／２arcsin（ρ２ ／a２ ）
１ ／２arcsin（ρ２ ／a２ ） f （φ ，ρ）dφ ．

　 　例 6畅1畅5 　设 f （x ，y）在 R２ 上连续 ，试交

换下列累次积分的次序 ：

（１） I ＝ ∫
a

０
dy∫

y

－ y
f （x ，y）d x （a ＞ ０） ．　 　 （２） I ＝ ∫

１

－１
d x∫

x ＋ １

x２ ＋ x
f （x ，y）dy ．

（３） I ＝ ∫
π／４

０
dθ∫

asecθ
０

f （r ，θ）d r ． （４） I ＝ ∫
２π

０
d x∫

sin x
０

f （x ，y）dy ．

（５） I ＝ ∫
π／２

－ π／２
dθ∫

２ acosθ
０

f （rcosθ ，rsinθ）rd r ．
解 　 （１）积分区域 D１ ，D２ 如图 ６畅１０所示 ，我们有

I ＝ 簇
D
１

f （x ，y）d xdy ＋簇
D
２

f （x ，y）d xdy ＝∫
０

－ a
dx∫

a

－ x
f （x ，y）dy ＋∫

a

０
d x∫

a

x２
f （x ，y）dy ．

　 　 （２）整个积分区域分成 D１ 与 D２ ，如图 ６畅１１斜线部分所示 ．

图 ６畅１０

　 　 　 　 　

图 ６畅１１

图 ６畅１２ 　

I ＝ ∫
０

－１／４
dy∫

－１＋ １＋ ４ y ／２

－１ － １＋ ４ y ／２
f （x ，y）d x

　 ＋∫
２

０
dy∫

－１＋ １＋ ４ y ／２

y －１
f （x ，y）d x

　 　 （３）整个积分区域分成 D１ 与 D２ 两部分 ，并以不

同斜线在图 ６畅１２中表示出 ．

I ＝ ∫
a

０
d r∫

π／４

０
f （r ，θ）dθ ＋∫

２ a

０
d r∫

π／４

arccos（a／ r） f （r ，θ）dθ ．
　 　 （４）首先 ，我们有
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I ＝ ∫
π

０
d x∫

sin x
０

f （x ，y）dy ＋∫
２π

π
d x∫

sin x
０

f （x ，y）dy
＝ ∫

π

０
d x∫

sin x
０

f （x ，y）dy －∫
２π

π
d x∫

０

sin x f （x ，y）dy ．

　 　其次 ，注意到 y从 ０变到 １时 ，x是从 arcsin y变到 π － arcsin y ；而 y从 － １变

到 ０时 ，x是从 π － arcsin y变到 ２π ＋ arcsin y ，故可得

I ＝∫
１

０
dy∫

π － arcsin y
arcsin y f （x ，y）dx －∫

０

－１
dy∫

２π ＋ arcsin y
π －arcsin y f （x ，y）d x ．

　 　 （５） I ＝∫
２ a

０
rd r∫

arccos（ r／２ a）
－ π／４

f（rcosθ ，rsinθ）dθ＋∫
２ a

２ a
rdr∫

arccos（ r／２ a）
－arccos（ r／２ a） f（rcosθ ，rsinθ）dθ ．

例 6畅1畅6 　试证明下列积分公式（其中 f 皆连续） ：

（１） I ＝ ∫
b

a
dy∫

y

a
（y － x）n f （x）dx ＝

１
n ＋ １∫

b

a
（b － x）n＋ １ f （x）d x ．

（２） I ＝ ∫
A ／２

－ A ／２
dx∫

A ／２

－ A ／２
f （x － y）dy ＝ ∫

A

－ A
f （t）（A － | t | ）d t（A ＞ ０） ．

（３）设 D ＝ ｛（x ，y） ：a≤ x ≤ b ，c ≤ y ≤ d｝ ，f （x）＞ ０（a≤ x ≤ b） ，则

簇
D
［ f （x）／ f （y）］dxdy ≥ （b － a）２ ．

　 　 （４）设 f ∈ C（［a ，b］） ，则 I ＝ ２∫
a

０
f （x）d x∫

a

x
f （y）dy ＝ ∫

a

０
f （t）d t ２

．

证明 　 （１）调换积分次序 ，可知

I ＝ ∫
b

a
f （x）dx∫

b

x
（y － x）ndy ＝ ∫

b

a
f （x） （y － x）n＋ １

n ＋ １

b

x
d x

＝
１

n ＋ １∫
b

a
（b － x）n＋ １ f （x）dx ．

　 　 （２）对单积分作变量替换 x － y ＝ t ，可得

I ＝ ∫
A ／２

－ A ／２
d x∫

x ＋ A ／２

x － A ／２
f （t）d t ＝ ∫

０

－ A
f （t）d t∫

t＋ A ／２

－ A ／２
d x ＋∫

A

０
f （t）d t∫

A ／２

t － A ／２
d x

＝ ∫
０

－ A
f （t） · （t ＋ A）d t ＋∫

A

０
f （t）（－ t ＋ A）d t ＝∫

A

－ A
f （t）（A － | t | ）d t ．

　 　 （３）应用 Cauchy‐Schwarz不等式 ，可知

（b － a）２ ＝ ∫
b

a
f （x）／ f （x）d x ２

≤ ∫
b

a
f （x）d x · ∫

b

a

１

f （x）d x
＝ ∫

b

a
f （x）d x · ∫

b

a
１

f （y）dy ＝ 簇
D

f （x）
f （y）

dx dy ．

　 　 （４） I ＝ ∫
a

０
f （x）d x∫

a

x
f （y）dy ＋∫

a

０
f （y）dy∫

a

y
f （x）d x

＝ ∫
a

０
f （x）d x∫

a

x
f （y）dy ＋∫

a

０
f （x）dx∫

x

０
f （y）dy
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＝ ∫
a

０
f （x）d x ∫

a

x
f （y）dy ＋∫

x

０
f （y）dy ＝ ∫

a

０
f （t）d t ２

．

例 6畅1畅7 　试证明下列命题 ：

（１）设 f ∈ C（１）
（［a ，b］） ，且 f （a）＝ ０ ，则

∫
b

a
f ２ （x）d x ≤

（b － a）２
２ ∫

b

a
［ f′（x）］２ dx －

１
２∫

b

a
［ f′（x）］２ （x － a）２ d x ．

　 　 （２）设 f ∈ C（［０ ，１］） ．若有等式 f （x） ＝ １ ＋ a∫
１

x
f （y） f （y － x）dy ，则 a≤ １／２ ．

证明 　 （１）由题设知 ，对 x ≥ a有（用 Cauchy‐Schwarz 不等式）

f （x） ＝ ∫
x

a
f′（t）d t ，　 f２ （x） ≤ （x － a）∫

x

a
［ f′（t）］２ d t ．

在上述右端不等式对 x在［a ，b］上作积分 ，可得

∫
b

a
f ２ （x）dx ≤∫

b

a
（x － a）∫

x

a
［ f′（t）］２ d td x ＝ ∫

b

a
［ f′（t）］２ d t∫

b

t
（x － a）dx

＝
（b － a）２

２ ∫
b

a
［ f′（x）］２ d x －

１
２∫

b

a
［ f′（t）］２ （t － a）２ d t ．

　 　 （２）令 A ＝ ∫
１

０
f （x）dx ，则由题设知

A ＝∫
１

０
１d x ＋ a∫

１

０
１d x ·∫

１

x
f （y） f （y － x）dy

＝ １ ＋ a∫
１

０
f （y）dy∫

y

０
f （y － x）d x ＝ １ ＋ a∫

１

０
f （y）dy∫

y

０
f （t）d t

＝ １ ＋ a∫
１

０ ∫
y

０
f （t）d t d ∫

y

０
f （t）d t ＝ １ ＋

a
２ ∫

１

０
f （t）d t ２

＝ １ ＋ aA ２
／２ ．

由此可得 a
２
A２

－ A ＋ １ ＝ ０ ．注意到 A ∈ R１
，故 a≤ １／２ ．

例 6畅1畅8 　试证明下列积分不等式 ：

（１） （Minkowski不等式）设 f （x ，y）在 R２ 上连续 ，则

I ＝ ∫
b

a ∫
d

c
f （x ，y）dy ２ d x １／２

≤∫
d

c ∫
b

a
f ２ （x ，y）dx １ ／２ dy ．

　 　 （２） （Poincaré不等式）设 φ（x） ，ψ（x）是［a ，b］上的连续函数 ，f （x ，y）在区域
D ＝ ｛（x ，y） ：a≤ x ≤ b ，φ（x） ≤ y ≤ ψ（x）｝上连续可微 ，且有 f （x ，φ（x）） ＝ ０ ，则存在

M ＞ ０ ，使得

簇
D
f ２ （x ，y）d xdy ≤ M簇

D
f′y （x ，y） ２ dxdy ．

　 　 （３）设 D ＝ ｛（x ，y） ：０ ≤ x ≤ １ ，０ ≤ y ≤ １｝ ，f （x ，y）在 D 上四次连续可微 ．若

f （x ，y）＝ ０（（x ，y） ∈ 抄D） ，且有
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抄
４ f （x ，y）
抄 x２ 抄 y２ ≤ M 　 （（x ，y） ∈ D） ，

则 簇
D
f （x ，y）dxdy ≤

M
１４４

．

（４）设 D ：０ ≤ x ≤ １ ，０ ≤ y ≤ １ ，则满足方程

f （x ，y） ＝ １ ＋∫
x

０∫
y

０
f （u ，v）dudv

的连续解 f （x ，y）（０ ≤ x ，y ≤ １）是唯一的 ．

证明 　 （１）应用 Cauchy‐Schwarz不等式 ，可知

I２ ＝ ∫
b

a ∫
d

c
f （x ，y）dy ∫

d

c
f （x ，z）d z d x ＝ ∫

d

c∫
d

c ∫
b

a
f （x ，y） f （x ，z）d x dyd z

≤∫
d

c∫
d

c ∫
b

a
f ２ （x ，y）d x １／２

∫
b

a
f ２ （x ，z）d x １／２ dyd z

＝ ∫
d

c ∫
b

a
f ２ （x ，y）d x １ ／２ dy ·∫

d

c ∫
b

a
f ２ （x ，z）d x １／２ d z

＝ ∫
d

c ∫
b

a
f ２ （x ，y）d x １／２ dy ２

．

　 　 （２）不妨假定 ０ ≤ φ（x） ≤ ψ（x） ≤ m ，且令 D′＝ ｛（x ，y） ：a≤ x ≤ b ，０ ≤ y ≤ m｝ ，定

义 f （x ，y）＝ ０（（x ，y） ∈ D′ ∩ Dc
） ．由题设知

f （x ，y） ＝∫
y

φ（ x）
f′t （x ，t）d t ＝ ∫

y

０
f′t （x ，t）d t ．

从而可得

f２ （x ，y） ＝ ∫
y

０
f′t（x ，t）d t ２

≤ m２

∫
m

０
（ f′t （x ，t））２ d t ．

注意到上式右端与 y无关 ，故又知

簇
D
f ２ （x ，y）d xdy ＝ ∫

b

a
d x∫

ψ（x）

φ（ x）
f ２ （x ，y）dy

＝ ∫
b

a
d x∫

m

０
f ２ （x ，y）dy ≤ m２

∫
b

a
d x∫

m

０
［ f′t （x ，t）］２ d t

＝ m２

∫
b

a
d x∫

ψ（x）

φ（x）
［ f′t （x ，t）］２ d t ＝ m２

簇
D
［ f′y （x ，y）］２ d xdy ．

　 　 （３）作 R２ 上的函数 g（x ，y） ＝ x（１ － x）y（１ － y） ，则

抄
４ g（x ，y）
抄 x２ 抄y２ ＝ ４ ，　簇

D
g（x ，y）d xdy ＝

１
３６

．

注意到 f （０ ，y）＝ f （１ ，y）＝ ０ ，可知

抄
２ f （０ ，y）
抄y２ ＝

抄
２ f （１ ，y）
抄 y２ ＝ ０ ．
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又有 g（０ ，y）＝ g（１ ，y）＝ ０ ，从而得到

簇
D

抄
４ f （x ，y）
抄 x２ 抄y２ g（x ，y）dxdy ＝ ∫

１

０ ∫
１

０

抄
４ f （x ，y）
抄 x２ 抄 y２ g（x ，y）d x dy

＝ 簇
D

抄
２ f （x ，y）
抄 y２

·
抄
２ g（x ，y）
抄 x２ d xdy ．

　 　同理也可得簇
D

抄
４ g（x ，y）
抄 x２ 抄y２

d xdy ＝ 簇
D

抄
２ g（x ，y）
抄 x２ ·

抄
２ f （x ，y）
抄 y２

d xdy ．

从而我们有

簇
D

抄
４ f （x ，y）
抄 x２ 抄 y２ g（x ，y）d xdy ＝ 簇

D

抄
４ g（x ，y）
抄 x２ 抄 y２ f （x ，y）d xdy ＝ ４簇

D
f （x ，y）d xdy ．

簇
D
f （x ，y）d xdy ＝

１
４ 簇D

抄
４ f （x ，y）
抄 x２ 抄 y２ g（x ，y）d xdy

≤
１
４簇D

抄
４ f （x ，y）
抄 x２ 抄 y２ g（x ，y） d xdy

≤
M
４簇D

g（x ，y）d xdy ＝
M
１４４

．

　 　 （４）假定 f （x ，y） ，h（x ，y）是该方程的两个连续解 ，则令 g（x ，y） ＝ f （x ，y） －

h（x ，y） ，易知 g ∈ C（D） ．不妨认定｜g（x ，y）｜≤ M（（x ，y） ∈ D） ，我们有

g（x ，y） ＝ ∫
x

０∫
y

０
［ f （u ，v） － h（u ，v）］dudv ＝ ∫

x

０∫
y

０
g（u ，v）dudv ；

| g（x ，y） | ≤∫
x

０∫
y

０
| g（u ，v）dudv ≤ Mxy 　 （０ ≤ x ，y ≤ １） ．

由此又可推出

| g（x ，y） | ≤∫
x

０∫
y

０
M · uvdudv ＝ M ∫

x

０
udu ∫

y

０
v dv ＝ M x２

２ ！

y２
２ ！

．

　 　现在假定｜g（x ，y）｜≤ M（xk ／k ！）（yk ／k ！）（０ ≤ x ，y ≤ １） ，则可得

| g（x ，y） | ≤∫
x

０∫
y

０
| g（u ，v） | dudv

≤∫
x

０∫
y

０
M uk
k ！

vk
k ！

dudv ＝ M x k＋ １

（k ＋ １） ！

yk ＋ １
（k ＋ １） ！

．

从而根据归纳法 ，我们有不等式

| g（x ，y） | ≤ M xn

n ！

yn
n ！

　 （n ＝ １ ，２ ，⋯ ） ．
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由此令 n → ∞即知｜g（x ，y）｜＝ ０ ，也就是说 f （x ，y） ≡ h（x ，y） ．

例 6畅1畅9 　试证明下列命题（转换成二重积分） ：

（１）设 f （x）是［０ ，１］上递减正值函数 ，则

∫
１

０
x f ２ （x）d x ∫

１

０
x f （x）d x ≤∫

１

０
f２ （x）d x ∫

１

０
f （x）d x ．

　 　 （２）设 f ∈ C（［a ，b］） ，且 ０ ＜ f （x） ≤ M（a≤ x ≤ b） ，则

０ ＜ I ＝ ∫
b

a
f （x）dx ２

－ ∫
b

a
f （x）cos xd x ２

－ ∫
b

a
f （x）sin xd x ２

≤
M２

１２
（b － a）４ ．

　 　 （３）设 p（x）在［a ，b］上非负可积 ，函数 f （x） 、g（x）在［a ，b］上递增 ，则

∫
b

a
p （x） f （x）dx ·∫

b

a
p （x）g（x）d x ≤∫

b

a
p （x）d x ·∫

b

a
p （x） f （x）g（x）dx ．

　 　证明 　 （１）只需指出

∫
１

０
f２ （x）d x ·∫

１

０
y f （y）dy －∫

１

０
y f ２ （y）dy ·∫

１

０
f （x）d x ≥ ０ ．

将上式左端改写为

I ＝∫
１

０∫
１

０
f （x） f （y）y［ f （x） － f （y）］d xdy ，

并在积分中的变量 x与 y 给予交换 ，又可写出

I ＝ ∫
１

０∫
１

０
f （x） f （y）x［ f （y） － f （x）］d xdy ．

从而知（相加）

２ I ＝ ∫
１

０∫
１

０
f （x） f （y）（y － x）［ f （x） － f （y）］d xdy ．

根据 f 的递减性 ，我们有（y － x）［ f （x） － f （y）］ ≥ ０（０ ≤ x ，y ≤ １） ．这说明 ２ I ≥ ０ ，即

I ≥ ０ ．

（２）令 D ＝ ｛（x ，y） ：a≤ x ，y ≤ b｝ ，则积分式 I可写为

I ＝ 簇
D
f （x） f （y）［１ － cos x · cos y － sin x · sin y］dxdy

＝ 簇
D
f （x） f （y）［１ － cos（x － y）］dxdy ．

由此即知

０ ＜ I ≤ M２

簇
D
［１ － cos（x － y）］dx dy

＝ M２
（b － a）２ １ － sin b － a

２
b － a
２

２

．

再引用不等式 t － t３ ／b＜ sin t＜ t（t＞ ０） ，即得所证 ．
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（３）只需指出

I ＝ ∫
b

a
p（x） f （x）g（x）d x ·∫

b

a
p （x）d x －∫

b

a
p （x） f （x）d x ·∫

b

a
p （x）g（x）dx ≥ ０ ．

更换变量符号 ，将 I改写为

J ＝ ∫
b

a
p （x） f （x）g（x）d x ·∫

b

a
p （y）dy －∫

b

a
p （x） f （x）d x ·∫

b

a
p （y）g（y）dy

＝ 簇
D
p （x）p（y） f （x）［g（x） － g（y）］d xdy ．

由 x ，y的对称性 ，同样可得

J ＝ 簇
D
p （x）p（y） f （y）［g（y） － g（x）］dxdy ．

将上两式相加再除 ２ ，得

J ＝
１
２簇D

p （x）p（y）［ f （x） － f （y）］［g（x） － g（y）］d xdy ．

因为 f （x） ，g（x）在［a ，b］上单调递增 ，故上式两个方括号同号 ，即上式被积函数在

D上取非负值 ，因而有 J ≥ ０ ．

例 6畅1畅10 　试将下列三重积分次序 z → y → x改换为 x → y → z ．

（１） I ＝ ∫
a

０
d x∫

x

０
dy∫

y

０
f （z）d z 　 f ∈ C（R） ．

（２） I ＝ ∫
１

０
d x∫

１ － x

０
dy∫

x ＋ y

０
f （x ，y ，z）d z 　 （ f ∈ C（R３

）） ．

（３） I ＝ ∫
１

－１
d x∫

１－ x２

－ １ － x２
dy∫

１

x２ ＋ y２
f （x ，y ，z）d z 　 （ f ∈ C（R３

）） ．

（４） I ＝ ∫
１

０
d x∫

x

０
dy∫

xy

０
f （x ，y ，z）d z 　 （ f ∈ C（R３

）） ．

解 　换序的方法有多种 ，这里采用的方法是 ：先换 x与 y 的积分序 ，再换 y与
z 的积分序 ．从而只需考察平面区域的情形 ．

（１） x与 y 的积分次序交换 ，得 I ＝ ∫
a

０
dy∫

a

y
d x∫

y

０
f （z）d z ，故知

I ＝ ∫
a

０
dy∫

y

０
f （z）d z∫

a

y
d x ＝ ∫

a

０
dy∫

y

０
f （z）（a － y）d z

＝ ∫
a

０
f （z）d z∫

a

z
（a － y）dy ＝ ∫

a

０
f （z）（a － z）２ ／２d z ．

　 　 （２）先看 x与 y 的积分次序交换 ，则由图 ６畅１３可知

I ＝ ∫
１

０
dy∫

１ － y

０
d x∫

x ＋ y

０
f （x ，y ，z）d z ．

其次 ，认定 y为常量来交换 x与 z的积分次序 ．则如图 ６畅１４所示 ，可得
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I ＝ ∫
１

０
dy∫

y

０
d z∫

１ － y

０
fd x ＋∫

１

０
dy∫

１

y
d z∫

１ － y

z － y
f d x ＝∫

１

０
d z∫

１

z
dy∫

１ － y

０
fd x ＋∫

１

０
d z∫

z

０
dy∫

１ － y

z － y
d x ．

图 ６畅１３

　 　 　 　 　 　

图 ６畅１４

（３）首先 ，交换 x与 y 的积分次序 ，易知

I ＝ ∫
１

－１
dy∫

１ － y２

－ １ － y２
dx∫

１

x２ ＋ y２
f （x ，y ，z）d z ．

其次 ，再交换 x与 z 的积分次序 ，可知 从 ０ ＜ z ＝ x２ ＋ y２分解出 x ＝ ± z２ － y２

I ＝ ∫
１

－１
dy∫

１

| y |
d z∫

z２ － y２

－ z２ － y２
fd x ＝∫

１

０
d z∫

z

－ z
dy∫

z２ － y２

－ z２ － y２
fdx ．

　 　 （４）先交换 x与 y 的积分次序 ，我们有

I ＝ ∫
１

０
dy∫

１

y
d x∫

xy

０
f （x ，y ，z）d z ．

图 ６畅１５ 　

再交换 x与 z的积分次序 ，即认定 y（０ ≤ y ≤ １）
为常量 ，则 x‐z 平面上的积分区域如图 ６畅１５

所示 ，从而可得

I ＝ ∫
１

０
dy ∫

１

y
dx∫

xy

０
f （x ，y ，z）d z

＝ ∫
１

０
dy ∫

y２

０
d z∫

１

y
f d x ＋∫

y

y２
d z∫

１

z／y
f dx

＝ ∫
１

０
d z∫

１

z
dy∫

１

y
f dx ＋∫

１

０
d z∫

z

z
dy∫

１

z／y
f d x ．

　 　例 6畅1畅11 　试求下列积分 I的值 ：

（１）设 D是由直线 y ＝ ０ ，x ＝ １和 y ＝ x围成 ，I ＝ 簇
D

４ x２ － y２ dx dy ．

（２）设 D是以点（１ ，０） ，（２ ，１） ，（０ ，２）为顶点的三角形内部 ，I ＝ 簇
D
（x ＋ y）２ dxdy ．

（３）设 D是由 y２
＝ ２ x ，x ＋ y ＝ ４ ，x ＋ y ＝ １２围成 ，I ＝ 簇

D
（x ＋ y）d xdy ．
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（４）设 D是 y ＝ x３ ，y ＝ １ ，x ＝ － １围成 ，f ∈ C（R１
） ，I ＝ 簇

D
xy f （x２ ＋ y２ ）dxdy ．

（５） ［λ］表示小于等于 λ的最大整数 ．

　 图 ６畅１６

　 　 （i）设 D ＝ ｛（x ，y） ：０ ≤ x ≤ ２ ，０ ≤ y ≤ ２｝ ，I ＝

簇
D
［x ＋ y］d xdy ；

　 　 （ii）设 D ＝ ｛（x ，y） ：－ ２ ≤ x ≤ ２ ，x２ ≤ y ≤ ４｝ ，

I ＝ 簇
D

［y － x２ ］dxdy ．

解 　 （１）画出区域 D的图（图 ６畅１６） ，即知 D ＝ ｛（x ，

y） ：０ ≤ x ≤ １ ，０ ≤ y ≤ x｝ ．故有

I ＝ ∫
１

０
d x∫

x

０
４ x２ － y２ dy ＝ ∫

１

０

y
２

４ x２ － y２ ＋ ２ x２ arcsin y
２ x

y ＝ x

y ＝ ０

d x
＝ ∫

１

０

３
２

＋
π
３

x２ d x ＝
１
３

３
２

＋
π
３

．

图 ６畅１７ 　

　 　 注 　若积分序变成先 x后 y ，则计算将会变得复杂 ．

（２）易知 D为图 ６畅１７所示 ，从而可得

I ＝ 簇
D
１

（x ＋ y）２ d xdy ＋ 簇
D
２

（x ＋ y）２ d xdy

＝∫
１

０
dy∫

y ＋ １

１ － y／２
（x ＋ y）２ d x ＋∫

２

１
dy∫

４ －２ y

１ － y／２
（x ＋ y）２ dx

＝
２５
４

．

　 　 （３）将 D分解为 D１ 与 D２ ，可得

D１ ＝ （x ，y） ：２ ≤ x ≤ ８ ，４ － x ≤ y ≤ ２ x ，

D２ ＝ （x ，y） ：８ ≤ x ≤ １８ ，－ ２ x ≤ y ≤ １２ － x ，

I ＝ 簇
D
１

（x ＋ y）d xdy ＋簇
D
２

（x ＋ y）d xdy

＝ ∫
８

２
d x∫

２ x

４ － x
（x ＋ y）dy ＋∫

１２

８
dx∫

１２ － x

－ ２ x
（x ＋ y）dy ＝ ５４３

１１
１５

．

　 　 （４） I ＝ ∫
１

－１
xd x∫

１

x３
y f （x２ ＋ y２ ）dy ＝

１
２∫

１

－１
xd x∫

１

x３
f （x２ ＋ y２ ）d（x２ ＋ y２ ）

＝
１
２∫

１

－１
x∫

１＋ x２

x２ ＋ x６
f （t）d t ＝ ０

（注意 F（x） ＝ x∫
１＋ x２

x２ ＋ x６
f （t）d t是 x 的奇函数） ．
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图 ６畅１８ 　

（５） （i）用直线 x ＋ y ＝ i（i ＝ １ ，２ ，３）分割 D成为四个
区域 ：Dk （k ＝ １ ，２ ，３ ，４） ，见图 ６畅１８ ．因为［x ＋ y］ ＝ k － １

（（x ，y） ∈ Dk ：k ＝ １ ，２ ，３ ，４） ，所以

I ＝ ∑
４

k ＝ １
簇
Dk

［x ＋ y］d xdy

＝ ∑
４

k ＝ １

（k － １） | Dk | ＝ | D２ | ＋ ２ | D３ | ＋ ３ | D４ | ，

其中｜Dk ｜表示 Dk 之面积 ．从而我们有

| D２ | ＝ | D３ | ＝ ３／２ ，　 | D４ | ＝ | D１ | ＝ １／２ ，　 I ＝ ３ ＋ ３／２ ．

　 　 （ii）注意到积分的对称性 ，易知

　图 ６畅１９

I ＝ ２簇
D
１

［y － x２ ］d xdy ，　 D１ ：０ ≤ x ≤ ２ ，x２ ≤ y ≤ ４ ．

用曲线 y ＝ x２ ＋ j （ j ＝ １ ，２ ，３ ；x ≥ ０）分割 D为四个区域 ：

Dk （k ＝ １ ，２ ，３ ，４） ，如图 ６畅１９ ．我们有 ［y － x２ ］ ＝ k － １
（（x ，y） ∈ Dk ：k ＝ １ ，２ ，３ ，４） ．从而得到

I ＝ ２ ∑
４

k ＝ １

k － １簇
Dk

d xdy ＝ ２ ∑
４

k ＝ １

k － １ | Dk | ．

将区域 Dk 表示为

Dk ＝ （x ，y） ：０ ≤ x ≤ ４ － k ，x２ ＋ k － １ ≤ y ≤ x２ ＋ k
　 ∪ （x ，y） ： ４ － k ≤ x ≤ ４ － （k － １） ，x２ ＋ k － １ ≤ y ≤ ４ ，

则可求出面积

| Dk | ＝ ∫
４ － k

０
d x∫

x２ ＋ k

x２ ＋ k －１
dy ＋∫

５ － k

４ － k
dx∫

４

x２ ＋ k －１
dy

＝ ４ － k ＋ （５ － k）（ ５ － k － ４ － k） － ［（５ － k）３／２ － （４ － k）３／２ ］ ３ ．

因此最后导致

I ＝ ２ ∑
４

k ＝ １

k － １ | Dk | ＝ ２（ | D２ | ＋ ２ | D３ | ＋ ３ | D４ | ）

＝ ２（８／３ ＋ ８ ３／３ － ２ ２） ＝ ４（４ ＋ ４ ３ － ３ ２）／３ ．

　 　例 6畅1畅12 　试求下列三重积分 ：

（１）设 Ω 炒 R３ 是以（０ ，０ ，１） ，（０ ，１ ，１） ，（１ ，１ ，１） ，（０ ，０ ，２） ，（０ ，２ ，２） ，（２ ，２ ，２）为

顶点的棱台 ，I ＝ 蹿
Ω

（１／（y２ ＋ z２ ））dxdyd z ．
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（２）设 Ω ：
x２
a２ ＋

y２
b２ ＋

z２
c２ ≤ １ ，I ＝ 蹿

Ω

x２
a２ ＋

y２
b２ ＋

z２
c２ d xdyd z ．

（３）设 D ＝ ｛（x ，y ，z） ：x ，y ，z ≥ ０ ，x ＋ y ＋ z ≤ π／２｝ ，

I ＝ 蹿
Ω

x y z · sin（x ＋ y ＋ z）d xdyd z ．
　 　解 　 （１）以平行于 xOy平面的平面截该棱台 ，可知其截面为 D ＝ ｛（x ，y） ：０ ≤

x ≤ y ，y ≤ z｝ ．从而可得

I ＝∫
２

１
d z簇

D

dxdy
y２

＋ z２ ＝ ∫
２

１
d z∫

z

０
dy∫

y

０

d x
y２

＋ z２ ＝
ln２
２

．

　 　 （２）首先 ，分解原积分为

I ＝ 蹿
Ω

x２

a２ d xdyd z ＋ 蹿
Ω

y２

b２ d xdyd z ＋ 蹿Ω
z ２
c２ d xdyd z 扯 I１ ＋ I２ ＋ I３ ．

　 　其次 ，对积分 I１ ，用平行于 yOz 平面的平面截该椭球 Ω ，可知其截面为一椭

圆 ，记为 V x ；对 I２ ，I３ 也类似 ，可得

I１ ＝ ∫
a

－ a

x２

a２ dx簇V x
dyd z ，　 I２ ＝ ∫

b

－ b

y２

b２ dy簇V y
d zd x ，　 I３ ＝ ∫

c

－ c

z ２
c２ d z簇V z

d xdy ．

I ＝ πbc
a２∫

a

－ a
x２ １ －

x２
a２ dx ＋ πac

b２∫
b

－ b
y２ １ －

y２
b２ dy ＋ πab

c２ ∫
c

－ c
z２ １ －

z２
c２ dz ＝

４
５
πabc ．

　 　 （３）易知 Ω是第一象限内的直角四面体 ，选积分序为 x → y → z ，则

I ＝ ∫
π／２

０
zd z∫

π／２ － z

０
ydy∫

π／２ － y － z

０
xsin（x ＋ y ＋ z）d x

＝ ∫
π／２

０
zd z∫

π／２ － z

０
y［－ xcos（x ＋ y ＋ z） ＋ sin（x ＋ y ＋ z）］ π／２ － y － z

０ dy
＝ ∫

π／２

０
zd z∫

π／２ － z

０
y［１ － sin（y ＋ z）］dy ＝ １ －

π
２

８
＋

π
４

３８４
．

　 　例 6畅1畅13 　试证明下列积分等式 ：

（１）设 D是由 y ＝ x ，y ＝ x２ 所围成的区域 ，I ＝ 簇
D

sin x
x d xdy ＝ １ － sin１ ．

（２） I ＝ ∫
π／２

０
lnsin td t ＝ －

π
２
ln２ ．

（３）设 φ（x） ＝
２

π
∫

x

０
e－ t２ d t ．

（i） I ＝∫
x

０
φ（at）d t ＝ １

a π
（e－ a２ x２

－ １） ＋ xφ（ax） ．

（ii） I ＝∫
＋ ∞

０
［１ － φ（t）］d t ＝ １

π
．
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证明 　 （１）易知 D可表示为 D ＝ ｛（x ，y） ：０ ≤ x ≤ １ ，x２ ≤ y ≤ x｝ ，故

I ＝ 簇
D

sin x
x d xdy ＝ ∫

１

０
dx∫

x

x２
sin x
x dy ＝ ∫

１

０

sin x
x （x － x２ ）d x

＝∫
１

０
（１ － x）sin x dx ＝ １ － sin１ ．

　 　 注 　 D也可表示为 D ＝ （x ，y）｜０ ≤ y ≤ １ ，y ≤ x ≤ y ，这时

I ＝ 簇
D

sinx
x d xdy ＝∫

１

０
dy∫

y

y

sin x
x dx ，

内层积分由于无初等原函数 ，故无法计算 ．此例说明正确选择累次积分顺序 ，关系到能不能求出

积分值 ．

（２）在 f （x） ＝ ∫
π／２

０

d t
１ ＋ x２ tan２ t两端对 x 作［０ ，１］上的积分 ，再换序得

∫
１

０
f （x）d x ＝ ∫

１

０
d x∫

π／２

０

d t
１ ＋ x２ tan２ t ＝ ∫

π／２

０
d t∫

１

０

d x
１ ＋ x２ tan２ t

＝ ∫
π／２

０

１tan t［acrtan（xtan t）］
１

０
d t ＝ ∫

π／２

０

td ttan t
＝ ∫

π／２

０
tdlnsin t ＝ tlnsin t π／２

０
－∫

π／２

０
lnsin td t ＝ －∫

π／２

０
lnsin td t ．

　 　另一方面 ，设 tan t＝ u ，又可得

f （x）＝ ∫
＋ ∞

０

du
（１ ＋ u２ ）（１ ＋ x２ u２ ） ＝

１

１ － x２ ∫
＋ ∞

０

du
１ ＋ u２ －∫

＋ ∞

０

x２ du
１ ＋ x２ u２

＝
１

１ － x２
π
２

－ x π
２

＝
π
２

１
１ ＋ x ．

从而我们有（对上式作积分）∫
１

０
f （x）d x ＝

π
２∫

１

０

d x
１ ＋ x ＝

π
２
ln２ ．

综合上述结果 ，即可得证 ．

（３） （i） I ＝∫
x

０

２

π
∫

at

０
e－ u２ du d t ＝ ２

π
∫

ax

０
e－ u２ du∫

x

u／a
d t

＝
２

π
∫

ax

０
x －

u
a e－ u２ du ＝

２

π
x∫

ax

０
e－ u２ du －

１
a∫

ax

０
e－ u２ udu

＝ xφ（ax） －
１

a π
（e－ a２ x２

－ １） ．

（ii）注意到积分公式∫
＋ ∞

０
e－ u２ du ＝

π
２

，我们有

I ＝∫
＋ ∞

０

２

π

π
２

－∫
t

０
e－ u２ du d t ＝ ２

π
∫

＋ ∞

０ ∫
＋ ∞

０
e－ u２ du －∫

t

０
e－ u２ du d t

＝
２

π
∫

＋ ∞

０ ∫
＋ ∞

t
e－ u２ du d t ＝ ２

π
∫

＋ ∞

０
e－ u２ du∫

u

０
d t ＝ ２

π
∫

＋ ∞

０
e－ u２ udu ＝

１

π
．
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　 　 例 6畅1畅14 　 设 D ＝ ｛（x ，y） ：x２ ＋ y２ ≤ ４｝ ，求 I ＝ 簇
D
sgn（x２ － y２ ＋ ２）d xdy ．

解 　记 D在第一象限部分为 D１ ，则由对称性可知

I ＝ ４簇
D
１

sgn（x２ － y２ ＋ ２）d xdy ．

　图 ６畅２０

令 f （x ，y）＝ sgn（x２ － y２ ＋ ２） ，作曲线 l ：y ＝ x２ ＋ ２（０ ≤

x ≤ １） ，则 f 在 l上每一点上均间断 ．从而分 D１ 为 D２ 与

D３ 两个区域（图 ６畅２０） ．

D２ ＝ ［０ ，１］ × ［０ ， x２ ＋ ２） ∪ ［１ ，２］ × ［０ ， ４ － x２ ］ ，

D３ ＝ ［０ ，１］ × （ x２ ＋ ２ ， ４ － x２ ］ ．

注意到 f （x ，y）＝ １ （（x ，y） ∈ D２ ） ，f （x ，y） ＝ ０ （（x ，y） ∈
l ，f （x ，y） ＝ － １ （（x ，y） ∈ D３ ） ，故得

I ＝ ４ 簇
D
２

dxdy －簇
D
３

d xdy

＝ ４ ∫
１

０
d x∫

x２ ＋ ２

０
dy ＋∫

２

１
dx∫

４ － x２

０
dy －∫

１

０
dx∫

４ － x２

x２ ＋ ２
dy

＝ ４ ∫
１

０
（２ x２ ＋ ２ － ４ － x２ ）d x ＋∫

２

１
４ － x２ d x

＝ ４（（x x２
＋ ２ ＋ ２ln x ＋ （x２ ＋ ２）） | １０ － ４∫

π
６

０
cos２ td t ＋ ４∫

π
２

π
６

cos２ td t

＝ ４ ３ ＋ ２ln １ ＋ ３
２

－ ２ t ＋ sin２ t
２

π
６

０
＋ ２ t ＋ sin２ t

２

π
２

π
６

＝ ８ln １ ＋ ３
２

＋
４π
３

　 （其中 ，对 ４ － x２ 用变换 x ＝ ２sin t） ．

　 　例 6畅1畅15 　设 f （x ，y）在 I ＝ （a ，b） × （c ，d）上连续 ，且有

（i） 抄 f （x ，y）
抄 x 在 I上存在且连续 ；

（ii）对某个 x０ ∈ （a ，b） ，
ddy f （x０ ，y）存在 ；

（iii） 抄
抄y

抄
抄 x f （x ，y）在 I上存在且连续 ，

则在 I上存在 抄
抄y f （x ，y） ，

抄
抄 x

抄
抄y f （x ，y） ，且有

抄 f （x ，y）
抄 x抄y ＝

抄 f （x ，y）
抄 y抄 x

，　 （x ，y） ∈ I ．
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　 　证明 　取 y０ ∈ （c ，d） ，则对任意的（x ，y） ∈ I ，有

簇
［x

０
，x］× ［ y０ ，y］

抄
抄 t

抄
抄 s f （s ，t）dsd t＝ ∫

x

x
０
∫

y

y０

抄
抄 t

抄 f （s ，t）
抄 s d t ds

＝ ∫
x

x
０

抄
抄s f （s ，y） －

抄
抄s f （s ，y０ ） ds

＝ f （x ，y） － f （x０ ，y） － f （x ，y０ ） ＋ f （x０ ，y０ ） ．

从而在等式两端对 y ，x求导即可得证 ．

例 6畅1畅16 　试证明下列命题 ：

（１）设 F（x ，y ，z）在 Ω ：［α ，β］ × ［c ，d］ × ［a ，b］上的最大 、最小值为 M ，m ，且

f （x ，y ，z）＝ 抄
３ F（x ，y ，z）
抄 x抄 y抄 z 在 Ω 上连续 ．则

I ＝ 蹿
Ω

f （x ，y ，z）dxdyd z ≤ ４（M － m） ．

　 　 （２）设 f（x）是R１ 上的正值连续函数 ．若对任意的 t ∈ R１
，有∫R１

e－ | t － x| f（x）dx ≤

１ ，则对任意的 a ，b ：a ＜ b ，有∫
b

a
f （x）d x ≤

b － a
２

＋ １ ．

　 　证明 　 （１）将三重积分换成累次积分 ，我们有

I ＝ ∫
β

α
dx∫

d

c
dy∫

b

a
抄
３ F

抄 x抄y抄 zd z ＝ ∫
β

α
dx∫

d

c
dy∫

b

a
抄
抄 z

抄
２ F（x ，y ，z）

抄 x抄y d z
＝ ∫

β

α
dx∫

d

c
dy 抄

２ F（x ，y ，b）
抄 x抄 y －

抄
２ F（x ，y ，a）

抄 x抄 y

＝ ∫
β

α
dx 抄

抄 x［F（x ，d ，b） － F（x ，c ，b）］ －∫
β

α
d x 抄

抄 x［F（x ，d ，a） － F（x ，c ，a）］

＝ F（β ，d ，b） － F（α ，d ，b） ＋ F（α ，c ，b） － F（β ，c ，b） － F（β ，d ，a） ＋ F（α ，d ，a）
　 ＋ F（β ，c ，a） － F（α ，c ，a）
≤ ４M － ４m ＝ ４（M － m） ．

　 　 （２）令 F（t） ＝ ∫
b

a
e－ | t － x | f （x）d x ，则 F ∈ C（［a ，b］）且有

∫
b

a
F（t）d t ＝ ∫

b

a
f （x）dx∫

b

a
e－ | t － x | d t ＝ ∫

b

a
f （x） ２ － ea － x － ex － b dx ．

注意到 F（t） ≤ １ ，故知

２∫
b

a
f （x）d x －∫

b

a
ea － x f （x）d x －∫

b

a
ex － b f （x）d x ≤ b － a ，

∫
b

a
f （x）d x ≤

b － a
２

＋
１
２∫

b

a
e－ | a － x | f （x）d x ＋

１
２∫

b

a
e－ | b － x | f （x）d x ≤

b － a
２

＋ １ ．

·２４２· 第 ６章 　重 　积 　分



　 　例 6畅1畅17 　解答下列问题 ：

（１）求 R３ 中由曲面 z ＝ x２ ＋ y２ ，y ＝ x２ ，y ＝ １ ，z ＝ ０所围成的立体体积 V ．

（２）求 R３ 中由曲面 z ＝ xy ，x ＋ y ＋ z ＝ １ ，z ＝ ０所围成的立体体积 V ．

解 　 （１）易知立体所在区域 Ω为

Ω ＝ ｛（x ，y ，z） ：－ １ ≤ x ≤ １ ，x２ ≤ y ≤ １ ，０ ≤ z ≤ x２ ＋ y２ ｝ ．

由此知 Ω 在 xOy 平面上的投影为 D ＝ ｛（x ，y） ：｜x｜≤ １ ，x２ ≤ y ≤ １｝ ．从而得到

V ＝ 簇
D
（x２ ＋ y２ ）dxdy ＝ 簇

D
x２ d xdy ＋簇

D
y２ d xdy

＝∫
１

－１
d x∫

１

x２
x２ dy ＋∫

１

－１
dx∫

１

x２
y２ dy ＝

８８
１０５

．

　 　 （２）易知该立体在 xOy平面上的投影区域为

D ＝ ｛（x ，y） ：０ ≤ x ≤ １ ，０ ≤ y ≤ １ － x｝ ．

此外 ，曲面 x y ＝ z与平面 x ＋ y ＋ z ＝ １之交线在 xOy平面上的投影为 y ＝ （１ － x）／
（１ ＋ x）（x ∈ R１

＼｛ － １｝） ．因此 ，D可分为两部分 D１ 与 D２ ：

D１ ＝ ｛（x ，y） ：０ ≤ x ≤ １ ，０ ≤ y ≤ （１ － x）／（１ ＋ x）｝ ，

D２ ＝ ｛（x ，y） ：０ ≤ x ≤ １ ，（１ － x）／（１ ＋ x） ≤ y ≤ １ － x｝ ．

从而得到

V ＝ ∫
１

０
xdx∫

（１ － x）／（１＋ x）

０
ydy ＋∫

１

０
dx∫

１ － x

（１ － x）／（１＋ x）
（１ － x － y）dy

＝
１
２∫

１

０
x（１ － x）２ ／（１ ＋ x）d x ＝

１７
１２

－ ２ln２ ．

　 　例 6畅1畅18 　求下列由曲面所围（交）立体 Ω的体积 V ．

（１）设圆柱体为 π ：x２ ＋ y２ ＝ a２ ．

　 　 （i） π被平面 z ＝ ０ ，z ＝ mx所围部分 ．

　 　 （ii） π被平面 z ＝ ０ ，z ＝ m（x ＋ a）所围部分 ．

（２）由半径为 a的两个正圆柱体正交时的公共部分 Ω ．

（３）由半径为 a的三个正圆柱体相互正交时的公共部分 ．

（４）由曲面 y２ ＋ z２ ＝ ４ax ，x２ ＋ y２ ＝ ２ ax所围立体 ．

解 　 （１）如图 ６畅２１所示 ，我们有

（i） V
２

＝∫
a

０
dy∫

a２ － y２

０
mx d x ＝

ma３
３

（图 ６畅２１（a）） ．

（ii） V
２

＝∫
a

０
dy∫

a２ － y２

－ a２ － y２
m（x ＋ a）dx ＝ ２ma∫

a

０
a２ － y２ dy ＝

πma３
２

（图 ６畅２１（b）） ．
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图 ６畅２１

图 ６畅２２ 　

（２）取该两正圆柱体的中心轴各为 x 与 y 轴
（图 ６畅２２） ，则它们各有表达式 ：x２ ＋ z２ ＝ a２ ，y２ ＋

z２ ＝ a２ ．从而由对称性可知 ，位于第一象限的部分立

体 Ω１ 是 Ω的 １／８ ．我们用平面 y ＝ x 对 Ω１ 进行二

等分 ，可得（z ＝ a２ － x２ ）
V
１６

＝ ∫
a

０
d x∫

x

０
a２ － x２ dy ＝ ∫

a

０
x a２ － x２ d x ＝

a３
３

．

　 　 （３）取这些正圆柱的三个中心轴为坐标轴（图

６畅２３（a）） ，则它们可表示为

x２ ＋ z２ ＝ a２ ，　 y２ ＋ z２ ＝ a２ ，　 x２ ＋ y２ ＝ a２ ．

由对称性可知 ，位于第一象限内的部分立体 Ω１ 是 Ω的 １／８ ．我们有平面 y ＝ x将
Ω１ 二等分（图 ６畅２３（b）） ，可得

V
１６

＝ ∫
a／ ２

０
d x∫

x

０
a２ － x２ dy ＋∫

a

a／ ２
d x∫

a２ － x２

０
a２ － x２ dy

＝ －
１
３
（a２ － x２ ）３／２

a／ ２

０
＋ a２ x －

x３
３

a

a／ ２
＝ １ －

１

２
a３ ．

图 ６畅２３

　 　 　

图 ６畅２４

（４）
V
４

＝ ∫
２ a

０
d x∫

２ ax － x２

０
４ax － y２ dy（图 ６畅２４）
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＝ ∫
２ a

０

１
２
y ４ax － y２ ＋

４ax
２

arcsin y
４ax

２ ax － x２

０

d x

＝ ∫
２ a

０

x
２

４a２ － x２ ＋ ２axarcsin ２ a － x
２ a

d x

＝ －
１
６
（４a２ － x２ ）３／２

２ a

０
＋ ax２ arcsin ２a － x

２ a

２ a

０

　 －∫
２ a

０
ax２ dd x arcsin ２a － x

２ a
d x

＝
８
６
a３ ＋

a
２∫

２ a

０

x２ d x
４a２ － x２

＝
４
３
a３ ＋

a
２∫

π／２

０
４a２ sin２

θdθ＝ ４
３
a３ ＋ π

２
a３ ．

例 6畅1畅19 　求下列函数（积分）的导数 ：

（１）设 D 炒 R２ 是有界闭区域 ，令

Ω ＝ ｛（x ，y ，t） ：（x ，y） ∈ D ，t ∈ ［α ，β］｝ ．

又设 f ∈ C（Ω） ，f′t ∈ C（Ω） ，且记 F（t） ＝ 簇
D
f （x ，y ，t）d xdy ，求 F′（t） ．

（２）设 f ∈ C（R３
） ，令 F（t） ＝ ∫

t

０
d x∫

t

０
dy∫

t

０
f （x ，y ，z）d z ，求 F′（t） ．

（３）设 f （x）在 R１ 上可微 ，令 F（t） ＝ ∫
t

０
d x∫

t

０
dy∫

t

０
f （xy z ）d z ，求 F′（t） ．

解 　 （１）易知 f′t （x ，y ，t）在 Ω上一致连续 ，故对任给 ε＞ ０ ，存在 δ＞ ０ ，使得

| f′t （x ，y ，t′） － f′t （x ，y ，t″） | ＜ ε　 （t′ ，t″ ∈ ［α ，β］ ，| t′ － t″ | ＜ δ） ．

从而根据微分中值公式 ，当｜Δ t｜＜ δ时我们有

　
F（t ＋ Δ t） － F（t）

Δ t －簇
D
f′t （x ，y ，t）d xdy

＝ 簇
D

f （x ，y ，t ＋ Δ t） － f （x ，y ，t）
Δ t － f′t （x ，y ，t） d xdy

≤ 簇
D
| f′t （x ，y ，t倡 ） － f′t （x ，y ，t） | d x dy ＜ ε簇

D
d xdy ．

注意到簇
D
d xdy是 D的面积 ，是一个常数 ．由此即知

F′（t） ＝ lim
Δ t → ０

F（t ＋ Δ t） － F（t）
Δ t ＝ 簇

D
f′t （x ，y ，t）d xdy ．

　 　 （２） F′（t） ＝ ∫
t

０
dy∫

t

０
f （t ，y ，z）d z ＋∫

t

０
d x∫

t

０
f （x ，t ，z）d z ＋∫

t

０
d x∫

t

０
f （x ，y ，t）dy ．

（３） （i）应用一般求导公式 ，易知
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F′（t） ＝∫
t

０
dy∫

t

０
f （ty z ）d z ＋∫

t

０
d x∫

t

０
f （x tz ）d z ＋∫

t

０
dx∫

t

０
f （xy t）dy ． ①

　 　 （ii）对原式 F（t）进行分部积分 ，可得

F（t）＝ ∫
t

０
d x∫

t

０
dy z f （xy z ）

t
z ＝ ０ －∫

t

０
z f′（xyz ）xy d z

＝ t∫
t

０
d x∫

t

０
f （xy t）dy －∫

t

０
d x∫

t

０
dy∫

t

０
xy z f′（xy z ）d z ．

类似地 ，对 F（t）交换积分次序后再进行分部积分 ，又有

F（t） ＝ t∫
t

０
d x∫

t

０
f （xtz ）d z －∫

t

０
d x∫

t

０
d z∫

t

０
xyz f′（xyz ）dy ，

F（t） ＝ t∫
t

０
dy∫

t

０
f （ty z ）d z －∫

t

０
dy∫

t

０
d z∫

t

０
xy z f′（xy z ）dx ．

将上述三式相加 ，并依式 ①可得

F′（t） ＝
３
t F（t） ＋∫

t

０
d x∫

t

０
dy∫

t

０
xy z f′（xy z ）d z ．

　 　例 6畅1畅20 　解答下列问题（用重积分求解单积分） ：

（１）设 f ∈ C（［０ ，∞ ］） ．若有 f （x） f （y） ≤ x f （y／２）＋ y f （x／２）（x ，y ≥ ０） ，则

∫
x

０
f （t）d t ≤ ２ x２ （x ＞ ０） ．

　 　 （２）试求下列积分值（a ＞ ０ ，b ＞ ０）

（i） I１ ＝ ∫
１

０
sin ln １

x
x b － xalnx dx ．　 （ii） I２ ＝ ∫

１

０
cos ln １

x
xb － xaln x d x ．

（３）试证明不等式

π
２

１ － e－ u２ ／２
＜ ∫

u

０
e－ x２ ／２ d x ＜

π
２

１ － e－ u２
　 （u ＞ ０） ．

　 　解 　 （１）令 y ＝ x代入题设不等式 ，可知 f２ （x）≤ ２x f（x／２） ．由此又导出 f（x）≥
０（x ≥ ０） ．从而对 t＞ ０ ，可得

∫
t

０
f （x）d x ２

＝ ∫
t

０
dx∫

t

０
f （x） f （y）dy

≤∫
t

０
xd x∫

t

０
f y

２
dy ＋∫

t

０
f x

２
d x∫

t

０
ydy

＝ t２∫
t

０
f x

２
d x ＝ ２ t２∫

t／２

０
f （x）d x ≤ ２ t２∫

t

０
f （x）d x ．

不妨假定∫
t

０
f （x）d x ＞ ０ ，从而就有∫

t

０
f （x）d x ≤ ２ t２ （t ＞ ０） ．

（２）应用公式∫
b

a
x y dy ＝ （xb － xa）／ln x ，可知

I１ ＝ ∫
１

０
d x∫

b

a
x y sin ln １

x dy ，　 I２ ＝ ∫
１

０
dx∫

b

a
x ycos ln １

x dy ．
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对于 I１ ，I２ 中的被积函数 ，在 x ＝ ０时取值定为 ０ ，则它们都是连续函数 ．从而交换

积分次序 ，得出

I１ ＝ ∫
b

a
dy∫

１

０
xy sin ln １

x d x ，　 I２ ＝ ∫
b

a
dy∫

１

０
xycos ln １

x d x ．

再作变量替换 x ＝ e － t
，我们有

∫
１

０
xy sin ln １

x d x ＝ ∫
＋ ∞

０
e－ （１＋ y） t sin td t ，

∫
１

０
xy cos ln １

x d x ＝ ∫
＋ ∞

０
e－ （１＋ y） tcos td t ．

因此立即推得

I１ ＝ ∫
b

a

dy
１ ＋ （１ ＋ y）２

＝ arctan b － a
１ ＋ （a ＋ １）（b ＋ １）

，

I２ ＝ ∫
b

a

（y ＋ １）dy
１ ＋ （y ＋ １）

２ ＝
１
２
ln b２ ＋ ２b ＋ ２

a２ ＋ ２a ＋ ２
．

　 　 （３）令 J ＝∫
u

０
e－ x２ ／２ d x ，则 ４ J２ ＝ ∫

u

－ u∫
u

－ u
e－ （ x２ ＋ y２ ）／２ d xdy ．又记

D１ ＝ ｛（x ，y） ：x２ ＋ y２ ≤ u２ ｝ ，　 D２ ＝ ｛（x ，y） ：x２ ＋ y２ ≤ ２u２ ｝ ，

I１ ＝ 簇
D
１

e－ （x２ ＋ y２ ）／２ d xdy ，　 I２ ＝ 簇
D
２

e－ （x２ ＋ y２ ）／２ d xdy ，

易知 I１ ≤ ４ J２ ≤ I２ ，以及（作极坐标变换）

I１ ＝ ∫
２π

０
dθ∫

u

０
e－ r２ ／２ rd r ＝ ２π（１ － e－ u２ ／２

） ，

I２ ＝ ∫
２π

０
dθ∫

２ u

０
e－ r２ ／２ rd r ＝ ２π（１ － e－ u

） ．

由此即可得证 ．

６畅２ 　重积分的变量替换

定理 6畅2畅1 　设 D ，珦D是 R２ 中由逐段光滑曲线围成的有界闭区域 ，变换 T ：
x ＝ x（u ，v） ，

y ＝ y（u ，v） ，

珦D → D是同胚变换 ，且 T ∈ C（２）
（珦D） ．记 J＝ J（u ，v）＝ 抄（x ，y）

抄（u ，v） ．若 f （x ，y）在 D上可积 ，则

簇
D
f （x ，y）dxdy ＝ 簇

珦D

f ［x（u ，v） ，y（u ，v）］ | J（u ，v） | dudv ．
　 　注 　特例 ，在极坐标变换 x ＝ rcosθ ，y ＝ rsinθ下 ，J＝ r ．
定理 6畅2畅2 　设 珟Ω ，Ω是（x ，y ，z）空间中的有界闭区域 ，变换

T ：

x ＝ x（u ，v ，w） ，

y ＝ y（u ，v ，w） ，

z ＝ z（u ，v ，w）
珟Ω → Ω
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是同胚变换 ，且 T ∈ C（２）
（珟Ω） ，J ＝ J（u ，v ，w）＝ 抄（x ，y ，z）

抄（u ，v ，w） ．若 f （x ，y ，z）在 Ω上可积 ，则有

蹿
Ω

f （x ，y ，z）dxdyd z ＝ 蹿
珟Ω

f ［x（u ，v ，w） ，y（u ，v ，w） ，z（u ，v ，w）］ · | J（u ，v ，w） | dudvdw ．

　 　注 　 （１）特例（i）柱坐标变换 T ：

x ＝ rcosθ ，
y ＝ rsinθ ，
z ＝ z ，

０ ＜ r ＜ ∞ ，０ ＜ θ ＜ ２π ，－ ∞ ＜ z ＜ ∞ ．此时有 J ＝

r＞ ０ ，而且 珟Ω变为 Ω ，换元公式为

蹿
Ω

f （x ，y ，z）d xdyd z ＝ 蹿
珟Ω

f （rcosθ ，rsinθ ，z）rdθd rd z ．

　 　 （２）球坐标变换 T ：

x ＝ rsinφcosθ ，
y ＝ rsinφsinθ ，
z ＝ rcosφ ，

０ ＜ r ＜ ∞ ，０ ＜ φ ＜ π ，０ ＜ θ ＜ ２π ．此时有

J ＝ J（r ，φ ，θ） ＝

sinφcosθ rcosφcosθ － rsinφsinθ
sinφsinθ r cosφsinθ rsinφcosθ
cosφ － rsinφ ０

＝ r２ sinφ ．

蹿
Ω

f （x ，y ，z）dxdyd z ＝ 蹿
珟Ω

f （rsinφcosθ ，rsinφsinθ ，rcosφ）r２ sinφd rdφdθ ．
　 　例 6畅2畅1 　用极坐标计算下列积分 ：

（１）设 D是由曲线 y ＝ － a ＋ a２ － x２ （a ＞ ０）与直线 y ＝ － x围成的区域 ．

I ＝ 簇
D

x２
＋ y２ ４a２ － x２ － y２ d xdy ．

（２）设 D ＝ ｛（x ，y） ：x４ ＋ y４ ≤ １｝ ，I ＝ 簇
D
（x２ ＋ y２ ）d xdy ．

（３）令 D ＝ ｛（x ，y） ：x２ ＋ ４ y２ ≤ １｝ ，I ＝ 簇
D
（x２ ＋ y２ ）d xdy ．

（４）令 D ＝ ｛（x ，y） ：x ≥ ０ ，y ≥ ０ ， x ＋ y ≤ １｝ ，I ＝ 簇
D
x n y nd xdy ．

（５）令 D ＝ ｛（x ，y） ：x２ ＋ y２ ≤ ax｝ ，I ＝ 簇
D
x y２ d xdy ．

（６）设 D是由 x ＝ ０ ，y ＝ ０ ，x ＋ y ＝ １所围成的区域 ，I ＝ 簇
D

xy
x ＋ y

d xdy ．

解 　 （１）作极坐标 x ＝ rcosθ ，y ＝ rsinθ变换 ，此时（曲线为（y ＋ a）２ ＝ a２ － x２ ）D
可表为 D ＝ ｛（r ，θ） ：－ π／４ ≤ θ≤ ０ ，０ ≤ r ≤ － ２asinθ｝ ．从而知

I ＝ ∫
０

－ π／４
dθ∫

－２ asinθ
０

r２ ／ ４a２ － r２ d r 　 （令 r ＝ ２asin t）
＝ ∫

０

－ π／４
dθ∫

－θ

０
２a２ （１ － cos２ t）d t ＝ ２ a２∫

０

－ π／４
－ θ ＋

sin２θ
２

dθ ＝ a２ π
２

１６
－

１
２

．
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　 　 （２ ） 令 x ＝ rcosθ ，y ＝ rsinθ ，此时 D 为 ０ ≤ θ ≤ ２π ，以及 ０ ≤ r ≤

１
４ cos４ θ＋ sin４

θ ，故可得

I ＝∫
２π

０
dθ∫

１ ４ cos４ θ＋ sin４ θ
０

r２ rd r ＝ １
４∫

２π

０

dθcos４ θ ＋ sin４
θ

＝ ∫
π／２

０

dθcos４ θ ＋ sin４
θ
＝∫

π／２

０

１ ＋ tan２
θ

１ ＋ tan４
θ
dtanθ　 （令 tan４

θ ＝ t）

＝
１
４∫

＋ ∞

０

（１ ＋ t）t－３／４
１ ＋ t d t ＝ １

４
B １

４
，
３
４

＋ B ３
４

，
１
４

＝
１
２
B １

４
，
３
４

＝ π／２sin（π／４） ＝
π

２
．

　 　 （３ ） 作变换 x ＝ rcosθ ，y ＝ rsinθ／２ ，则积分区域变成 珦D ＝ ｛（θ ，r ） ：

０ ≤ θ≤ ２π ，０ ≤ r ≤ １｝ ，且 Jacobi行列式为 J ＝ r／２ ．从而可得

I ＝
１
２∫

２π

０
dθ∫

１

０
r３ １

４
＋

３
４
cos２ θ d r ＝ ５π

３２
．

　 　 （４）作变换替换 x ＝ r cos４ θ ，y ＝ r sin４
θ（０ ≤ r ≤ １） ，易知 Jacobi 行列式 J ＝

４ rcos３ θsin３
θ ．从而可得

I ＝ ４∫
π／２

０
dθ∫

１

０
r２ n＋ １ cos４ n＋ ３ θ· sin４ n＋ ３

θd r ＝ ２
n ＋ １∫

π／２

０
cos４ n＋ ３ θ· sin４ n＋ ３

θdθ ．
　 　 （５）令 x ＝ a／２ ＋ rcosθ ，y ＝ rsinθ ，则区域 D变换为 珦D ＝ ｛（θ ，r） ：－ π／２ ≤ θ ≤

π／２ ，０ ≤ r ≤ a／２｝ ．从而可得

I ＝ ２∫
π／２

０
dθ∫

a／２

０
r２ a

２
＋ r sinθ sin２

θ· rd r ．
　 　 （６）作变换 x ＝ rcos２ θ ，y ＝ rsin２

θ ，则区域 D内部变换成为 珦D ＝ ｛（θ ，r） ：０ ＜ θ＜

π／２ ，０ ＜ r ＜ １｝ ，且 Jacobi行列式 J ＝ ２ r sinθcosθ ．
I ＝ 簇

G
r

１
２ cosθsinθ· ２ rcosθsinθdθd r ＝ ２∫

π
２

０
cos２ θsin２

θdθ·∫
１

０
r
３
２ d r ＝ ２

５
B ３

２
，
３
２

＝
２
５
·
Γ

３
２

Γ
３
２

Γ（３）
＝

１
２０

Γ
１
２

Γ
１
２

＝
１
２０

·
π

sin π
２

＝
π
２０

．

　 　例 6畅2畅2 　解答下列问题 ：

（１）设 D ＝ ｛（x ，y） ：x２ ＋ y２ ≤ １｝ ，求 I ＝ 簇
D

x ＋ y
２

－ x２ － y２ d xdy ．

（２）证明 ∫
a

０
e－ x２ d x ２

＋∫
１

０
e－ a２ （１＋ t２ ）

／（１ ＋ t２ ）d t ＝ π
４

．

（３）设 D ＝ ｛（x ，y） ：０ ≤ x ≤ π ，０ ≤ y ≤ π｝ ，求 I ＝ 簇
D
| cos（x ＋ y） | d xdy ．
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（４）设 D ：２ ≤ x／（x２ ＋ y２ ） ，y／（x２ ＋ y２ ） ≤ ４ ，求 I ＝ 簇
D

１
xyd xdy ．

解 　 （１）为求积分值 ，必须解开绝对值 ，为此令

f （x ，y） ＝
x ＋ y

２
－ x２ － y２ ＝

１
４

－ x －
１

２ ２

２

－ y －
１

２ ２

２

，

D１ ＝ ｛（x ，y） ：f （x ，y） ≥ ０｝ ，　 D２ ＝ D＼D１ ．

从而可得

I ＝ 簇
D
| （ f （x ，y） | d xdy ＝ 簇

D
１

f （x ，y）dx dy －簇
D
２

f （x ，y）dxdy

＝ ２簇
D
１

f （x ，y）d xdy － 簇
D
１
∪ D

２

f （x ，y）dxdy ＝ －簇
D
f （x ，y）dxdy ＋ ２簇

D
１

f （x ，y）d x dy

＝ 簇
D

x２
＋ y２ －

x ＋ y
２

d xdy ＋ ２簇
D
１

x ＋ y
２

－ x２ － y２ dx dy 扯 I１ ＋ I２ ．

对积分 I２ ，I１ 作变量替换 x ＝ rcosθ ，
y ＝ rsinθ ，

x － １ ２ ２ ＝ rcosθ ，
y － １ ２ ２ ＝ rsinθ ，可知

I ＝ － 簇
０ ≤ θ ≤ ２π
０ ≤ r ≤ １

f （rcosθ ，rsinθ）rd rdθ ＋ ２ 簇
０ ≤ θ ≤ ２π
０ ≤ r ≤ １／２

f １

２
＋ rcosθ ， １

２ ２
＋ r sinθ rd rdθ

＝ ∫
２π

０
dθ∫

１

０

r２ －
r
２
（sinθ ＋ cosθ） rd r ＋ ２∫

２π

０
dθ∫

１／２

０

１
４

－ r２ rd r
＝

π
２

＋ ４π
１
３２

－
１
６４

＝
９
１６

π ．

　 　 （２） 对 I１ ＝ ∫
１

０
e－ a２ （１ ＋ t２ ）

／（１ ＋ t２ ）d t 作变量替换 α ＝ arctan t ，则 I１ ＝

∫
π／４

０
e－ a２ ／cos２ αdα ；对 I２ ＝ ∫

a

０
e－ x２ dx ２

＝ 簇
［０ ，a］２

e－ （x２ ＋ y２ ） d x dy ，作替换 x ＝ r cosα ，y ＝

rsinα ，则又知

I２ ＝ ２∫
π／４

０ ∫
a／cosα
０

e－ r２ rd r ＝ π
４

－∫
π／４

０
e－ a２ ／cos２ αdα ．

　 　综合上述结果 ，即得所证 ．

（３） （i）为求积分值 ，必须化开函数的绝对值 ．对此 ，要从分解积分区域着手 ．

我们用直线 y ＋ x ＝ π分 D为两个区域（图 ６畅２５） ：

D１ ＝ ｛（x ，y） ：０ ≤ x ≤ π ，０ ≤ y ≤ π － x｝ ，

D２ ＝ ｛（x ，y） ：０ ≤ x ≤ π ，π － x ≤ y ≤ π｝ ．

对积分簇
D
２

| cos（x ＋ y） | d xdy用替换 x ＝ π － u ，y ＝ π － v ，则 | J | ＝ １ ，且 D２ 为
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珦D２ ：x ＋ y ≥ π ，π － u ＋ π － v ≥ π ，　 即 　 u ＋ v ≤ π ，u ≥ ０ ，v ≥ ０ ，

而 cos（x ＋ y）＝ cos（２π － u － v）＝ cos（u＋ v） ．从而可知

簇
D
２

| cos（x ＋ y） | d xdy ＝ 簇
u＋ v ≤ π

| cos（u ＋ v） | dudv ＝ ２簇
D
１

| cos（x ＋ y） | d x dy ．

　 　 （ii）分解 D１ ＝ D′１ ＋ D″１ ，分界线为 x ＋ y ＝ π／２（图 ６畅２６）

cos（x ＋ y） ≥ ０ 　 （（x ，y） ∈ D′１ ） ，

cos（x ＋ y） ≤ ０ 　 （（x ，y） ∈ D″１ ） ．

图 ６畅２５

　 　 　 　 　 　 　

图 ６畅２６

采用极坐标 ：x ＝ rcosθ ，y ＝ r sinθ ，则
D′１ ＝ ｛（θ ，r） ：０ ≤ θ ≤ π／２ ，０ ≤ r ≤ π／２（sinθ ＋ cosθ）｝ ，

D″１ ＝ ｛（θ ，r） ：０ ≤ θ ≤ π／２ ，π／２（cosθ ＋ sinθ） ≤ r ≤ π／（sinθ ＋ cosθ）｝ ．

I ＝ ２∫
π／２

０
dθ∫

π／２（sinθ ＋ cosθ）
０

－∫
π／（sinθ ＋ cosθ）
π／２（sinθ ＋ cosθ） cosθ（sinθ ＋ cosθ）rd r

＝ ２π∫
π／２

０

dθ
（sinθ ＋ cosθ）２ ＝ π∫

π／２

０

dθsin２
（θ ＋ π／４）

＝ πcot θ ＋
π
４

０

π／２
＝ ２π ．

　 　 （４）作替换 x ＝ rcosθ ，y ＝ rsinθ ，则区域 D变为两个区域 ：

珦D１ ＝ ｛（θ ，r） ：cosθ／４ ≤ r ≤ cosθ／２｝ ，

珦D２ ＝ ｛（θ ，r） ：sinθ／４ ≤ r ≤ sinθ／２｝ ．

从而（注意对称性）可知（θ的交点之一为 cosθ／４ ＝ sinθ／２）
I ＝ ２∫

π／４

arctan（１／２）dθ∫
sinθ／２
cosθ／４

rd r
r２ cosθ· sinθ ＝ ２∫

π／４

arctan（１ ／２）
ln（２tanθ）tanθ d（tanθ） ＝ （ln２）２ ．

　 　例 6畅2畅3 　试用极坐标替换转化下列积分表达式 ：

（１）设 f ∈ C（R２
） ，D ：０ ≤ x ≤ １ ，１ － x ≤ y ≤ １ － x２ ，I ＝ 簇

D
f （x ，y）d xdy ．

（２）设 D ：－ a ≤ x ≤ a ，x２ ／a ≤ y ≤ a（a ＞ ０） ，f ∈ C（R２
） ，I ＝ 簇

D
f （x ，y）dxdy ．

（３）设 f ∈ C（１）
（［０ ，a］） ，I ＝ ∫

a

０
d x∫

x

０
f′（y） （a － x）（x － y）dy ．

（４）设 f ∈ C（R１
） ，I ＝ ∫

２

０
d x∫

２ x

x
f （ x２ ＋ y２ ）dy ．
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（５）设 D ：０ ≤ θ ，φ ≤ π／２ ，f ∈ C（D） ，I ＝ 簇
D
f （１ － sinθsinφ）dθdφ ．

解 　 （１）令 x ＝ rcosθ ，y ＝ rsinθ ，易知 D变为区域（图 ６畅２７）

珦D ＝ ｛（r ，θ） ：１／（sinθ ＋ cosθ） ≤ r ≤ １ ，０ ≤ θ ≤ π／２｝ ．

由此可知

I ＝ ∫
π／２

０
dθ∫

１

csc（θ ＋ π／４） ２
f （rcosθ ，r sinθ）rd r

（或） ＝ ∫
１

１ ２
rd r∫

３π／４ － arcsin １ ２ r

arcsin １ ２ r － π／４
f （rcosθ ，r sinθ）dθ ．

　 　 （２）如图 ６畅２８所示 ，作直线 y ＝ x ，y ＝ － x（y ＞ ０） ．

图 ６畅２７

　 　 　 　 　

图 ６畅２８

　 　将 D分成三部分 ：

D１ ：０ ≤ x ≤ a ，　 x２ ／a ≤ y ≤ x ；

D２ ：－ a ≤ x ≤ ０ ，　 x２ ／a ≤ y ≤ － x ；　 D３ ：－ a ≤ x ≤ a ，| x | ≤ y ≤ a ．
易知在极坐标变换下 ，它们变成

珦D１ ：０ ≤ θ ≤ π／４ ，　 ０ ≤ r ≤ asinθ／cos２ θ ，
珦D２ ：３π／４ ≤ θ ≤ π ，　 ０ ≤ r ≤ asinθ／cos２ θ ，
珦D３ ：π／４ ≤ θ ≤ ３π／４ ，　 ０ ≤ r ≤ acscθ ．

从而得到

I ＝ ∫
π／４

０
dθ∫

asinθ／cos２ θ
０

f （rcos ，rsinθ）rd r ＋∫
３π／４

π／４
dθ∫

acscθ
０

f （rcosθ ，r sinθ）rd r
　 ＋∫

π

３π／４
dθ∫

asinθ／cos２ θ
０

f （rcosθ ，r sinθ）rd r ．
　 　 （３）改写原积分为 I ＝ ∫

a

０
f′（y）dy∫

a

y
１

a － y
２

２

－ x －
a ＋ y
２

２ d x ，并令

x ＝
a ＋ y
２

＋
a － y
２

sin t ，则可得
I ＝∫

a

０
f′（y）dy∫

π／２

－ π／２

a － y
２

cos t a － y
２

cos t d t ＝ π［ f （a） － f （０）］ ．
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　 　 （４）令 x ＝ rcosθ ，y ＝ rsinθ ，则由原不等式可得
０ ≤ rcosθ ≤ ２ ，　 rcosθ ≤ rsinθ ≤ ２cosθ ；

０ ≤ r ≤ ２／cosθ ，　 １ ≤ tanθ ≤ ２ ．

从而我们有

I ＝ ∫
arctan ２

π／４
dθ∫

２／cosθ
０

r f （r）d r ．
　 　 （５） （i）注意到公式
∫

１

０
f （x）d x ＝ ∫

１

０
f （１ － x）d x ，　∫

１ － x２

０

dy
１ － x２ － y２

＝ ∫
a

０

dy
a２ － y２

＝
π
２

，

易知 π
２∫

１

０
f （x）dx ＝ ∫

１

０
f （１ － x）d x∫

１ － x２

０
１ １ － x２ － y２ dy ．

（ii）作变量替换 x ＝ sinθ· cosφ ，y ＝ sinθ· sinφ ，则可得 J ＝ sinθcosθ ，且可将区
域 D ：x ≥ ０ ，y ≥ ０ ，x２ ＋ y２ ≤ １变换为 珦D ：０ ≤ θ ≤ π／２ ，０ ≤ φ ≤ π／２ ．从而我们有

π
２∫

１

０
f （x）d x ＝ ∫

π／２

０ ∫
π／２

０
f （１ － sinθsinφ） sinθcosθ

１ － sin２
θ
dθdφ

＝ ∫
π／２

０
dφ∫

π／２

０
f （１ － sinθsinφ）sinθdθ ．

　 　 注 　从上面的例子中可以看出 ，坐标变换的目的是 ：化简积分区域和被积函数 ．应用极坐

标变换是因为区域函数具有极角 、向径化的特征 ．因此 ，坐标变换的方式虽多种多样 ，但变换的

目的只有一个 ．下面再举若干例证 ．

例 6畅2畅4 　试对下列平面曲边形区域 D变作直边形区域 珦D ．

（１） D ：x ≥ ０ ，y ≥ ０ ，（x／a）α
＋ （y／b）β ≤ １ 　 （a ，b ，α ，β＞ ０） ．

（２） D由曲线 xy ＝ １ ，xy ＝ ２以及直线 y ＝ ４ x ，y ＝ x所围 ．

（３） D由曲线 y ＝ ax３ ，y ＝ bx３ ，y２ ＝ p x ，y２ ＝ qx所围 ．

（４） D ：｜x｜＋ ｜y｜≤ １ ．

解 　 （１）令 u＝ （x／a）α
，v ＝ （y／b）β ，即 x ＝ au１／α ，y ＝ bv１／β ．此时 ，Jacobi行列式

为 J ＝ ab
αβ
u１／α － １ v１ ／β － １ ，D变换为 珦D ：u ≥ ０ ，v ≥ ０ ，u＋ v ≤ １ ．

（２）令 u＝ x y ，v ＝ y／x ，则 D变为 珦D ：１ ≤ u ≤ ２ ，１ ≤ v ≤ ４ ．

（３）令 y ＝ ux３ ，v ＝ y２ ／x ，则 D变为 珦D ：a≤ u ≤ b ，p ≤ v ≤ q ．
（４）令 u＝ x ＋ y ，v ＝ x － y ，则 D变为 珦D ：－ １ ≤ u≤ １ ，－ １ ≤ v ≤ １ ．

例 6畅2畅5 　试在下列积分 I中实施变量替换 ：

（１） I ＝ 簇
D

（x ＋ y）ln（１ ＋ y／x）
２ － x － y

d xdy ，D由 y ＝ ０ ，y ＝ x ，x ＋ y ＝ １围成 ．

（２） I ＝ 簇
D

y d xdy
１ ＋ （x ＋ y）３

，D ＝ ｛（x ，y） ：x ＞ ０ ，y ＞ ０ ，x ＋ y ＜ a｝ ．

·３５２·６畅２ 　重积分的变量替换



（３） I ＝ 簇
D
x d xdy ，D是以（xi ，yi ）（i ＝ １ ，２ ，３）为顶点的三角形 ．

（４）设 f ∈ C（R２
） ，D ＝ ｛（x ，y） ：０ ≤ x ≤ １ ，０ ≤ y ≤ x｝ ，I ＝ 簇

D
f （x ，y）d xdy ．

解 　 （１）令 u＝ x ＋ y ，v ＝ y／x ，则 D变为 珦D ：０ ≤ u ≤ １ ，０ ≤ v ≤ １ ，且积分成为

（J ＝ u／（１ ＋ v）２ ）

I ＝ 簇
珦D

uln（１ ＋ v）
２ － u

Jdudv ＝ ∫
１

０

ln（１ ＋ v）
（１ ＋ v）２ dv∫

１

０

u２ du
２ － u

　 J ＝
u

（１ ＋ v）２ ．

　 　 （２）令 u＝ x ＋ y ，v ＝ x － y ，则 D变成 珦D ＝ ｛（u ，v） ：０ ＜ u＜ a ，－ u＜ v ＜ u｝ ，且原

积分成为

I ＝ １
４∫

a

０

du
１ ＋ u３∫

u

－ u
（u － v）dv ＝ １ ＋ a３ － １ ．

　 　 （３）令 ti ≥ ０（i ＝ １ ，２ ，３） ：t１ ＋ t２ ＋ t３ ＝ １ ，将三角形内的点表示为

x ＝ t１ x１ ＋ t２ x２ ＋ t３ x３ ，

y ＝ t１ y１ ＋ t２ y２ ＋ t３ y３ ．

从而作变量替换

x ＝ x３ ＋ u（x１ － x３ ） ＋ v（x２ － x３ ） ，

y ＝ y３ ＋ u（y１ － y３ ） ＋ v（y２ － y３ ） ．
　

u ≥ ０ ，v ≥ ０ ．

u ＋ v ≤ １ ．

此时 x ＝ ux１ ＋ v x２ ＋ （１ － u － v）x３ ．因此我们有

I ＝ 簇［x３ ＋ u（x１ － x３ ） ＋ v（x２ － x３ ）］ 抄（x ，y）
抄（u ，v）dudv

＝ ２
x３
２

＋
x１ － x３

６
＋
x２ － x３

６
S ＝

x１ ＋ x２ ＋ x３
３

S ，

其中 S是该三角形之面积 ．

（４）令 x ＝ u＋ v ，y ＝ u － v ；即 u＝ （x ＋ y）／２ ，v ＝ （x － y）／２ ．此时 ｜J｜＝ ２ ，积分

区域 D变为 珦D ＝ ｛（u ，v） ：v ≥ ０ ，u ≥ v ，u＋ v ≤ １｝ ．从而可得

I ＝ 簇
D
f （u ＋ v ，u － v）２dudv ＝ ２∫

１／２

０
dv∫

１ － v

v
f （u ＋ v ，u － v）du ．

　 　例 6畅2畅6 　解答下列问题 ：

（１）试求积分簇
D
（xsinα － ycosα）２ dx dy ，D ：x２ ／a２ ＋ y２ ／b２ ≤ １ ．

（２）证明公式 B（p ，q）＝ Γ（p）Γ（q）／Γ（p ＋ q） （p ＞ ０ ，q＞ ０） ．

（３）设 D ：x ≥ ０ ，y ≥ ０ ，x ＋ y ≤ a ，f ∈ C（R１
） ，证明（p ，q ＞ ０）

I ＝ 簇
D
x p y q f （x ＋ y）d xdy ＝ B（p ＋ １ ，q ＋ １）∫

a

０
up ＋ q ＋ １ f （u）du ．

　 　解 　 （１）令 x ＝ au ，y ＝ bv ，则 D变成 珦D ：u２ ＋ v２ ≤ １ ，且 J ＝ ab ．得（用极坐标）
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I ＝ ab a２ sin２
α∫

２π

０
dθ∫

１

０
r２ cos２ θ· rd r

　 － ２ abcosαsinα∫
２π

０
dθ∫

１

０
r２ cosθ· sinθ· rd r ＋ b２ cos２ α∫

２π

０
dθ∫

１

０
r２ sin２

θ· rd r
＝ ab a２ sin２

α·
π
４

－ ２abcosα· sinα· ０ ＋ b２ cos２ α· π
４

＝
π ab
４

（a２ sin２
α ＋ b２ cos２ α） ．

　 　 （２）已知 Γ（p） ＝ ∫
＋ ∞

０
xp －１ e－ x dx ，以及公式

Γ（p ＋ １） ＝ pΓ（p） ，　 B（p ＋ １ ，q ＋ １） ＝
pq

（p ＋ q ＋ １）（p ＋ q）
B（p ，q） ，

故利用递推公式 ，只需对 p ＞ １ ，q ＞ １的情形证之即可 ．

为此 ，我们作函数 f （x ，y）＝ xp － １ yp － １ e － （ x ＋ y）
（x ，y ≥ ０） ，以及考察三个区域 ：

D１ ：０ ≤ x ，y ≤
R
２

；　 D２ ：x ≥ ０ ，y ≥ ０ ，x ＋ y ≤ R ；　 D３ ：０ ≤ x ，y ≤ R ．

显然有（二重积分的几何意义）

簇
D
１

f （x ，y）dx dy ≤ 簇
D
２

f （x ，y）d xdy ≤ 簇
D
３

f （x ，y）d xdy ．

簇
D
１

xp －１ yq －１ e－ （x ＋ y） d xdy ＝∫
R
２

０
xp －１ e－ x dx ·∫

R
２

０
yq －１ e－ y dy ，

簇
D
３

xp －１ yq －１ e－ （x ＋ y）dxdy ＝∫
R

０
xp －１ e－ x dx ·∫

R

０
yq －１ e－ ydy ．

又对在 D２ 上的积分作变量替换 x ＝ u（１ － v） ，y ＝ uv ，则 J ＝ u ，以及

簇
D
２

xp －１ yq －１ e－ （x ＋ y） dx dy ＝ ∫
１

０
dv∫

R

０
up ＋ q－１ e－ u v q －１ （１ － v）p －１ du

＝ ∫
１

０
vq －１ （１ － v）p －１ dv ·∫

R

０
up ＋ q －１ e－ udu

＝ B（p ，q）∫
R

０
up ＋ q －１ e－ udu ．

因此我们得到不等式

∫
R
２

０
xp －１ e－ x d x ·∫

R
２

０
yq －１ e－ y dy ≤ B（p ，q）∫

R

０
up ＋ q －１ e－ udu

≤∫
R

０
xp －１ e－ x d x ·∫

R

０
yq －１ e－ y dy ．

　 　令 R → ＋ ∞ ，即得

Γ（p）Γ（q） ≤ B（p ，q）Γ（p ＋ q） ≤ Γ（p）Γ（q） ，

B（p ，q） ＝
Γ（p）Γ（q）
Γ（p ＋ q）

　 （p ＞ １ ，q ＞ １） ．
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　 　 （３）作替换 x ＋ y ＝ u ，y ＝ uv ，则 J ＝ u ，且 D变为 珦D ：０ ＜ u ≤ a ，０ ≤ v ≤ １ ．可得

I ＝ 簇
D
up

（１ － v）p uq v q f （u）ududv ＝ ∫
a

０
up ＋ q＋ １ f （u）du∫

１

０
vq （１ － v）qdv

＝ ∫
a

０
up ＋ q＋ １ f （u）du · B（q ＋ １ ，p ＋ １） ．

　 　例 6畅2畅7 　求解下列积分 ：

（１）设 D是在第一象限中由曲线
y２ － x２ ＝ ０ ，　 y２ － x２ ＝ １ ，　 xy ＝ a ，　 xy ＝ b 　 （０ ＜ a ＜ b）

围成的区域 ，I ＝ 簇
D
（y２ － x２ ）xy （x２ ＋ y２ ）dxdy ．

（２）设 D ：x ，y ≥ ０ ，x２ ／a２ ＋ y２ ／b２ ≤ １ ，I ＝ 簇
D

x y x２
a２ ＋

y２
b２ d xdy ．

（３）设 D ：x ，y ≥ ０ ，x３ ＋ y３ ≤ １ ，I ＝ 簇
D
x２ y３ １ － x２ － y３ dx dy ．

解 　 （１）令 u ＝ y２ － x２ ，v ＝ x y ，则 Jacobi行列式为 J ＝ － １／２（x２ ＋ y２ ） ，且 D
变为 珦D ：０ ≤ u ≤ １ ，a≤ v ≤ b ．从而可得

I ＝
１
２∫

b

a
dv∫

１

０
uv du ＝

１
２∫

b

a

dv
v ＋ １

＝
１
２
ln １ ＋ b

１ ＋ a ．

　 　 （２）令 u＝ x２ ／a２ ＋ y２ ／b２ ，y２ ／b２ ＝ uv ，即 x ＝ a u（１ － v） ，y ＝ b uv ．此时 J ＝
ab（１ － v）－ １／２ v － １／２

／４ ，而 D变为 珦D ：０ ≤ u ≤ １ ，０ ≤ v ≤ １ ．从而可得

I ＝ 簇
珦D

ab u（１ － v）１／４ v１／４ u ab
４
v －１／２

（１ － v）－１／２ dudv

＝
（ab）３／２

４ ∫
１

０
u３／２ du∫

１

０
v －１ ／４

（１ － v）－１／４ dv ＝
（ab）３／２

４
·
２
５
· B ３

４
，
３
４

＝
（ab）３／２
１０

［Γ（３／４）］
２

Γ（３／２）
＝

（ab）３／２
１０

１
Γ（１／２）／２

［Γ（３／４）］
２
＝

（ab）３／２
５ π

Γ
３
４

２

．

　 　 （３）令 x３ ＋ y３ ＝ u ，y３ ＝ uv ，即 x ＝ u１ ／３ （１ － v）１／３ ，y ＝ u１／３ v１／３ ，则

J ＝ u－１／３ v －２／３
（１ － v）－２／３

／９ ，

且 D变为 珦D ：０ ≤ u ≤ １ ，０ ≤ v ≤ １ ．从而知

I ＝ 簇
珦D

u２／３ （１ － v）２／３ uv （１ － u）１／２ | J | dudv

＝
１
９∫

１

０
u７／３ －１ （１ － u）３／２ －１ du∫

１

０
v１／３ dv ＝

１
９
B ７

３
，
３
２

３
４

．

　 　 注 　在对积分作变量替换时 ，常会遇到原区域 D与变换后的区域 珦D 不是一一对应的 ．此

时 ，一般说来必须做一些修补工作 ，例如先切除一部分 ，作变量替换 ，再在积分后续过程中补回 ．
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其中常用的是极限过程 ，举例如下 ：

设 D ：０ ≤ x ≤ c ，ax ≤ y ≤ bx（b ＞ a ＞ ０） ，f ∈ C（D） ，I ＝ 簇
D
f （x ，y）d xdy ．如图 ６畅２９ ．令 x

＋ y ＝ u ，y ＝ uv ，则 Jacobi行列式 J ＝ u ，且 D变换为

珦D ＝ （u ，v） ：u ≥ ０ ，u（１ － v） ≤ c ， a
１ ＋ a ≤ v ≤ b

１ ＋ b ．

易知 u＝ ０对应有 J ＝ ０ ，故 D与 珦D 不一一对应 ．因此再作区域（图 ６畅３０）

Dε ：x ≤ c ，　 ０ ＜ ε ≤ x ＋ y ，　 ax ≤ y ≤ bx ，　 ０ ＜ a ＜ b ，

珦Dε ：０ ≤ ε ≤ u ，　 u（１ － v） ≤ c ，　 a
１ ＋ a ≤ v ≤ b

１ ＋ b ，　 b ＞ a ＞ ０ ，

图 ６畅２９

　 　 　 　 　 　 　

图 ６畅３０

则 Dε与 珦Dε是一一对应的 ．从而可得

Iε ＝ 簇
D
ε

f （x ，y）dxdy ＝ 簇
珦D
ε

f （u － uv ，uv ）ududv

＝ ∫
b／（１＋ b）

a／（１＋ a）
dv∫

c／（１ － v）

ε
f （u － uv ，uv ）udu ． ①

由 f （x ，y）连续知积分 I存在 ，且 lim
ε → ０

＋
Iε ＝ I ．注意到式 ①右端之积分是 ε的连续函数 ，故有

I ＝ lim
ε → ０＋

Iε ＝ lim
ε → ０＋

簇
珦D
ε

f （u － uv ，uv ）ududv

＝ ∫
b／（１＋ b）

a／（１＋ a）
dv∫

c／（１ － v）

０
f （u － uv ，uv ）ududv ．

　 　当然 ，在十分明显的情况下 ，为简洁起见 ，有时也省略上述除 ε的过程 ．

例 6畅2畅8 　解答下列问题 ：

（１）设 f ∈ C（R１
） ，h＞ ０ ，求 F″（x） ，其中

F（x） ＝
１

h２∫
h

０
dy∫

h

０
f （x ＋ y ＋ z）d z ．

　 　 （２）设 F（t） ＝ ∫
t

０∫
t

０
e－ tx ／y２ d xdy（t ＞ ０） ，试以 F（t）表达 F′（t） ．

（３） 设 D（t） ＝ ｛（x ，y） ：（x － t）２ ＋ （y － t）２ ≤ １｝ ，t ∈ R１
，令 F（t） ＝

·７５２·６畅２ 　重积分的变量替换



簇
D（ t）

x２ ＋ y２ d xdy ，试证明 F′（t） ＝ 簇
D（ t）

（x ＋ y） x２ ＋ y２ d xdy ．

（４）设 z ＝ f （x ，y）的等位（曲）线是简单闭曲线 ，用 D（t１ ，t２ ）表示位于两曲线
l１ ＝ ｛（x ，y） ：f （x ，y） ＝ t１ ｝ ，　 l２ ＝ ｛（x ，y） ：f （x ，y） ＝ t２ ｝ 　 （t１ ＜ t２ ）

之间的区域 ，试证明

I ＝ 簇
D（ t

１
，t
２
）

f （x ，y）dxdy ＝∫
t
２

t
１

tF′（t）d t ，
其中 F（t）表示位于曲线 l１ 与 l＝ ｛（x ，y） ：f（x ，y）＝ t ，t１ ≤ t≤ t２ ｝之间的（变动）面积 ．

（５）设 f ∈ C（R１
） ，试证明

∫
π／２

０
dφ∫

π／２

０
f （１ － sinθcosφ）sinθdθ ＝

π
２∫

１

０
f （x）d x ．

　 　 （６）设 C是 R２ 中以点 O为中心 r为半径的圆 ，D是某个含于 C内的区域 ．又

点P＝ （x ，y） ∈ D ，作以 P为圆心 δ为半径的圆周 ．记 l（x ，y）为该圆周位于 D外的
弧长 ．试证明

I ＝ lim
δ → ０

１
δ
２簇

D
l（x ，y）d xdy ＝ ４π r ．

　 　解 　 （１）对内层积分作替换 ，可知 F（x） ＝
１

h２∫
h

０
dy∫

h＋ x＋ y

x ＋ y
f （u）du ，从而有

F′（x）＝ １

h２∫
h

０
［ f （h ＋ x ＋ y） － f （x ＋ y）］dy

＝
１

h２ ∫
x ＋ ２ h

x ＋ h
f （y）dy －∫

x ＋ h

x
f （y）dy ，

F″（x）＝ １

h２ ［ f （２h ＋ x） － ２ f （h ＋ x） ＋ f （x）］ ．

　 　 （２）作变量替换 x ＝ tu ，y ＝ tv（t＞ ０） ，则得

F（t） ＝ λt２ 　 λ ＝∫
１

０∫
１

０
e－ u／v２ dudv ．

从而对 t求导即知 F′（t）＝ ２λt＝ ２λt２ ／t＝ ２F（t）／t ．
（３）作变量替换 x － t＝ rcosθ ，y － t＝ rsinθ（０ ≤ θ ≤ ２π） ，则

F（t）＝ ∫
２π

０
dθ∫

１

０
（t ＋ rcosθ）２ ＋ （t ＋ r sinθ）２ rd r

＝ ∫
２π

０
Φ（θ ，t）dθ　 Φ（θ ，t） ＝ ∫

１

０
（t ＋ rcosθ）２ ＋ （t ＋ rsinθ）２ rd r ，

易知求导可在积分号下进行 ，我们有

F′（t）＝ ∫
２π

０

抄 Φ（θ ，t）
抄 t dθ ＝ ∫

２π

０
dθ∫

１

０

（t ＋ rcosθ） ＋ （t ＋ rsinθ）
（t ＋ rcosθ）２ ＋ （t ＋ r sinθ）２ rd r

＝ 簇
D（ t）

（x ＋ y） x２ ＋ y２ d xdy ．
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　 　 （４）假设 F（t）在［ t１ ，t２ ］上可微 ，则由 F（ t）的递增性可知 F′（ t） ≥ ０（ t ∈ ［ t１ ，

t２ ］） ．对区间［t１ ，t２ ］作分划 Δ ：t１ ＝ 珋t０ ＜ 珋t１ ＜ ⋯ ＜ 珋tn ＝ t２ ，并注意不等式 珋ti ≤ f （x ，y） ≤
珋ti＋ １ （（x ，y） ∈ D（珋ti ，珋ti ＋ １ ）） ，以及积分的可加性 ，我们有

∑
n －１

i ＝ ０

珋ti · Δ D（珋ti ，珋ti＋ １ ） ≤ ∑
n －１

i ＝ ０
簇

D（珋t i ，珋t i＋ １ ）
f （x ，y）d xdy

扯 I ≤ ∑
n －１

i ＝ １

珋ti＋ １ ΔD（珋ti ，珋ti＋ １ ） ， ①

其中 Δ F（珋ti ，珋ti ＋ １ ） ＝ F（珋ti ＋ １ ） － F（珋ti ）是区域 D（珋ti ，珋ti ＋ １ ）的面积 ．由此知存在 珓ti ：珋ti ＜
珓ti ＜ 珋ti ＋ １ ，成立中值公式

ΔD（珋ti ，珋ti＋ １ ） ＝ F′（珓ti ）Δ珋ti 　 （Δ珋ti ＝ 珋ti＋ １ － 珋ti ） ．

　 　因为有表达式

珋ti ＝ 珓ti ＋ α
（１）
i · Δ珋ti ，　 珋ti＋ １ ＝ 珓ti ＋ α

（２）
i Δ珋ti

（其中 α
（１）
i ，α

（２）
i 是 Δ珋ti → ０时的无穷小量） ，所以式 ①可写为

∑
n －１

i ＝ ０

α
（１）
i F′（珓ti ）Δ珋ti ＋ ∑

n －１

i ＝ ０

珓ti F′（珓ti ）Δ珋ti ≤ I ≤ ∑
n －１

i ＝ ０

珓ti F′（珓ti ）Δ珋ti ＋ ∑
n －１

i ＝ ０

α
（２）
i F′（珓ti）Δ珋ti ．

由此知当分割的子区间长度 ‖ Δ ‖ → ０时 ，可得 I ＝ ∫
t
２

t
１

tF′（t）d t ．
　 　 特例 　设 f （x ，y）＝ x２ ＋ y２ ，t１ ＝ １ ，t２ ＝ ３ ，则 F（t）＝ π（t － １） ，F′（t）＝ π ，且有

簇
D（t

１
，t
２
）

f （x ，y）d xdy ＝ π∫
３

１
td t ＝ ４π ．

　 　 （５）注意到有积分公式∫
１

０
f （x）dx ＝ ∫

１

０
f （１ － x）dx ，以及

∫
１－ x２

０

dy
１ － x２ － y２

＝ ∫
a

０

dy
a２ － y２

＝
π
２

，

可知 I ＝ π
２∫

１

０
f （x）d x ＝ ∫

１

０
f （１ － x）d x∫

１ － x２

０

dy
１ － x２ － y２

．由此可得

I ＝ 簇
D

f （１ － x）
１ － x２ － y２

d xdy 　 （D ：x ，y ≥ ０ ，x２ ＋ y２ ≤ １） ．

作变量替换 x ＝ sinθcosφ ，y ＝ sinθsinφ ，则 J ＝ sinθcosθ ，且 D变为 珦D ：０ ≤ θ ≤ π／２ ，

０ ≤ φ ≤ π／２ ．从而我们有

I ＝ 簇
珦D

f （１ － sinθcosφ） sinθcosθ
１ － sin２

θ
dθdφ

＝∫
π／２

０
dφ∫

π／２

０
f （１ － sinθcosφ）sinθdθ ．
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图 ６畅３１ 　

由此即得所证 ．

（６）设 R２ 的坐标系原点位于 C的圆心 ，

P位于 Ox 轴并采用极坐标表示 ：（ x ，y） ＝

（ρ ，θ） ．此时 l（x ，y） ＝ L （ρ） ，以及当 ０ ≤ ρ ≤

r － δ时有 L（ρ） ＝ ０ ．从而对 ρ ：r － δ≤ ρ≤ r ，就
有（图 ６畅３１）

L（ρ） ＝ ２δφ ＝ ２δarccos r２ － ρ
２
－ δ

２

２ρδ
．

从而有

I ＝ lim
δ → ０

１

δ
２∫

２π

０∫
r

０
L（ρ）ρdρdθ ＝ lim

δ → ０

１

δ
２∫

２π

０∫
r

r － δ
２δρarccos r２ － ρ

２
－ δ

２

２ρδ
dρdθ

＝ lim
δ → ０

４π
δ∫

r

r － δ ρ
arccos r２ － ρ

２
－ δ

２

２ρδ
dρ ．

令 ρ＝ r － δu ，可得

I ＝ lim
δ → ０

４π∫
１

０
（r － δu）arccos ２ur － δ（１ ＋ u２ ）

２（r － δu） du ．
　 　注意到被积函数在（u ，δ） ∈ ［０ ，１］ × ［０ ，r／２］上连续 ，积分区域有界 ，故又知

I ＝ ４π∫
１

０
lim
δ → ０

（r － δu）arccos ２ur · δ（１ ＋ u）２
２（r － δu） du

＝ ４π∫
１

０
rarccos udu　 （分部积分）

＝ ４π r（uarccos u） | １０ ＋ ４π r∫
１

０

udu
１ － u２

＝ ０ ＋ ４π r － １ － u２
１

０ ＝ ４π r ．

　 　例 6畅2畅9 　求由下列曲面围成的立体体积 V ．

（１） z ＝ ０ ，z ＝ x２ ＋ y２ ；x２ ＋ y２ ＝ x ，x２ ＋ y２ ＝ ２ x ．

（２） z ＝ x２ ＋ ２ y２ ，z ＝ ２ － x２ ．

（３） x ＝ ０ ，y ＝ ０ ，z ＝ ０ ；x２ ＋ y２ ＝ R２
，z ＝ x y ．

（４） z ＝ ０ ；x２ ＋ y２ ＝ az ，x２ ＋ y２ ＝ ay（a＞ ０） ．

解 　 （１）易知该立体是圆锥 z ＝ x２ ＋ y２ 被两圆柱

（x － １）
２
＋ y２ ＝ １ ，　 x －

１
２

２

＋ y２ ＝
１
４

所截之截体 ，它在 xOy平面上的投影用极坐标表示可写为 － π／２ ≤ θ ≤ π／２ ，cosθ ≤
r ≤ ２cosθ ．从而可得
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V ＝
１５
２∫

π／２

０
cos４ θdθ ＝

１５
４
B １

２
，
５
２

＝
４５
３２

π ．

　 　 （２）易知此立体是椭球抛物面 z ＝ x２ ＋ ２y２ 与抛物面 z ＝ ２ － x２ 所围的空间区
域 ．若它的投影区域记为 D ，则 D的边界曲线是该两曲面的交线在 xOy 平面上的
投影 ．消去 z即知边界为 x２

＋ y２ ＝ １ ．从而可得

V ＝ 簇
D
（２ － x２ ）d xdy －簇

D
（x２ ＋ ２ y２ ）d xdy

＝ ２簇
D
（１ － x２ － y２ ）d xdy ＝ ２∫

２π

０
dθ∫

１

０
（１ － r２ ）rd r

＝ ２∫
２π

０

r２
２

－
r４
４

１

０
dθ ＝ π ．

　 　 （３）易知该立体是圆柱 x２ ＋ y２ ＝ R２ 与双曲抛物面 z ＝ xy所截出的空间 ，它在

xOy平面上的投影为 ０ ≤ θ ≤ ２π ，０ ≤ r ≤ R ，故应用极坐标变换可得

V ＝ ∫
２π

０
dθ∫

R

０
r３ cosθsinθd r ＝ R４

８
．

　 　 （４）易知该立体在 xOy平面上之投影区域 D 之边界曲线为 x２
＋ y２ ＝ ay ，从

而可得（采用极坐标）

V ＝ 簇
D
（x２ ＋ y２ ）／ad xdy ＝∫

π

０
dθ∫

asinθ
０

r３ d r
a ＝

a３
４∫

π

０
sin４

θdθ ＝
３a３
３２

π ．

　 　例 6畅2畅10 　解答下列问题 ：

（１）求由平面 z ＝ ０ ，抛物面 ２ z ＝ x２ ／a２ ＋ y２ ／b２ ，以及用球面 x２ ＋ y２ ＋ （z － c）２ ＝ c２

与上述抛物面的交线作准线的正柱面（a ，b ，c ＞ ０）围成的立体体积 V ．

（２）求由椭球面 x２
a２ ＋

y２
b２ ＋

z２
c２ ＝ １ ，圆锥面 x２

a２ ＋
y２
b２ ＝

z２
c２ （z ＞ ０ ；a ，b ，c ＞ ０）围成的

立体体积 V ．

（３）求由椭球面 x２
a２ ＋

y２
b２ ＋

z２
c２ ＝ １与圆柱面

（x２ ／a２ ＋ y２ ／b２ ）２ ＝ x２ ／a２ － y２ ／b２ 　 （a ，b ，c ＞ ０）

围成的立体体积 V ．

（４）设 a＞ ０ ，b＞ ０ ，c＞ ０ ，求由曲面 xn
an ＋

yn
bn ＋

zn
cn ＝ １所围立体之体积 V ．

（５）已知两个球的半径各为 a ，b（a＞ b） ，且小球球心位于大球球面上 ，试求小

球位于大球内的那一部分立体之体积 V ．

（６）求曲面 x２ ＋ y２ ＋ az ＝ ４ a２ 将球 x２ ＋ y２ ＋ z２ ≤ ４az 分成两部分立体之体积
比（a＞ ０） ．
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解 　 （１）易知交线在 xOy平面上的投影为曲线
l ：x２ ＋ y２ ＋ （x２ ／２a ＋ y２ ／２b － c）２ ＝ c２ ，

且记 l所围平面区域为 D ，故知 V ＝ 簇
D
zd xdy ，其中 z ＝ （x２ ／a２ ＋ y２ ／b２ ）／２ ．为求 V ，

显然应采用极坐标变换 ：即令 x ＝ ２a rcosθ ，y ＝ ２b rsinθ ．此时有 J ＝ ２ ab r ，D
变成 珦D ：０ ≤ θ ≤ ２π ，０ ≤ r ≤ ２（c － a － b） ．从而可得

V ＝ ∫
２π

０
dθ∫

２（c － a － b）

０
r２ · ２ abrd r ＝ ４ ab（c － a － b）２ ．

　 　 （２）易知此两曲面的交线在 xOy平面上的投影为 x２
／a２ ＋ y２ ／b２ ＝ １／２ ，记其所

围区域为 D ，则 V ＝ 簇
D
zd xdy ，其中 z ＝ c １ － x２ ／a２ － y２ ／b２ － c x２

／a２ － y２ ／b２ ．

显然应采用极坐标变换来求积分 ，即令 x ＝ ar cosθ ，y ＝ brsinθ ．由此可得
V ＝ abc∫

２π

０
dθ∫

１／ ２

０
（r １ － r２ － r２ ）d r ＝ π

３
abc（２ － ２） ．

　 　 （３） 记曲线 x２
a２ ＋

y２
b２

２

＝
x２
a２ －

y２
b２ 所围区域为 D ：（x２ ／a２ ＋ y２ ／b２ ）２ ≤ x２ ／a２ －

y２ ／b２ ，且由对称性知只需考察位于第一象限中的 D ，记为 D１ ，故有 V ＝ ８簇
D
１

zd xdy ，

其中 z ＝ c １ － x２ ／a２ － y２ ／b２ ．令 x ＝ arcosθ ，y ＝ brsinθ ，则
V ＝ ８abc∫

π／４

０
dθ∫

cos２θ
０

r １ － r２ d r ＝ ２ abc
９

（３π ＋ ２０ － １６ ２） ．

　 　 （４ ） 由题设知该立体为 Ω ＝ ｛（ x ，y ， z ） ：（ x ，y ） ∈ D ，０ ≤ z ≤
n
１ － （xn ／an ＋ yn ／bn）｝ ，其中 D是它在 xOy 平面投影 ：

D ＝ ｛（x ，y） ：０ ≤ x ≤ a ，０ ≤ y ≤ b
n
１ － xn ／an｝ ，

从而可得（用坐标变换 x ＝ arcos２／nθ ，y ＝ brsin２／ rθ ，而且 J＝ ２
n abrcos２／n － １ θ· sin２／n － １ θ）

V ＝
２abc
n ∫

π／２

０
cos２／n－１ θ· sin２／n－１

θdθ∫
１

０
r

n
１ － rn d r

＝
abc
n B １

n ，
１
n ∫

１

０
r n

１ － rnd r ．
对上式右端的积分 ，再作变换 r ＝ t１ ／n ，我们有

∫
１

０
r

n
１ － rn d r ＝ １

n∫
１

０
t２／n－１ （１ － t）１／nd t ＝ １

nB ２
n ，１ ＋

１
n ．

因此最后得到
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　 图 ６畅３２

V ＝
abc
n２ B １

n ，
１
n B ２

n ，１ ＋
１
n

＝
abc
３n２ ［Γ（１／n）］

３
／Γ（３／n） ．

　 　 （５）建立坐标系 ：以小球球心为原点 ，Oz 轴穿过
大球中心线 ，如图 ６畅３２ ，则大 、小球的方程可各写为

x２ ＋ y２ ＋ （z － a）２ ＝ a２ ，　 x２ ＋ y２ ＋ z２ ＝ b２ ．

易知此两球之交线为

l ：x２ ＋ y２ ＝ b２ （１ － b２ ／４ a２ ） ，　 z ＝ b２ ／２a ．
它在 xOy平面上的投影就是 l ．记 l所围区域为 D ，则

V ＝ 簇
D

b２ － x２ － y２ d xdy －簇
D
a － a２ － x２ － y２ d xdy

＝ ∫
２π

０
dθ∫

b
２ a ４ a２ － b２

０
b２ － r２ rd r －∫

２π

０
dθ∫

b
２ a ４ a２ － b２

０
（a － a２ － r２ ）rd r

＝ ２π －
１
３
（b２ － r２ ）３／２ －

ar２
２

－
１
３
（a２ － r２ ）３／２

b
２ a ４ a２ － b２

０
＝

２
３

－
b
４a πb３ ．

图 ６畅３３ 　

　 　 （６）易知该两曲面之交线为 z２ － ５az ＋ ４a２ ＝ ０ ．由

此知 ，z ＝ a或 z ＝ ４a ．若 z ＝ ４a ，则得两曲面之交点（０ ，

０ ，４a） ；若 z ＝ a ，则得两曲面的交线在 xOy平面上的投
影曲线为（图 ６畅３３）x２ ＋ y２ ＝ ３ a２ ，z ＝ ０ ．

又 ，该两个曲面在柱坐标系下的方程分别是 r２ ＋

az ＝ ４ a２ ，r２ ＋ z２ ＝ ４az ，即
z ＝ （４a２ － r２ ）／a ；　 z ＝ ２a ± ４a２ － r２ ．

　 　由此知 ，抛物面下与球面上所围成之立体体积为

V １ ＝ ∫
２π

０
dθ∫

３ a

０

４a２ － r２
a － （２ a － ４a２ － r２ ） rd r

＝
３７
６
πa３ ．

而抛物面上与球面下所围立体体积 V２ ＝ V － V１ （V 是球体体积） ，即 V２ ＝ ３２πa３ ／３ －

３７π a３ ／６ ＝ ２７πa３ ／６ ．最后有 V １ ／V ２ ＝ ３７／２７ ．

　 　例 6畅2畅11 　求由下列曲面所围立体 Ω之体积 V ：

（１）
x
a

p

＋
y
b

p

＋
z
c

p

≤ １ 　 （x ，y ，z ≥ ０ ；a ，b ，c＞ ０） ．

（２）圆锥面 z ＝ a － x２ ＋ y２ （a＞ ０） ，平面 x ＝ ０ ，z ＝ x ．

（３）圆柱体 x２ ＋ y２ ＝ ax内部 ，平面 z ＝ ０上方 ，曲面 y２ ＝ a２ － az的下方 ．
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解 　 （１）记曲面在 xOy 平面上的投影为 D ，则 D ：（x／a）p ＋ （y／b）p ≤ １ ．对

V ＝簇
D
c［１ － （x／a）p － （y／b）p ］１／p d xdy作变量替换（x／a）p ＝ u ，（y／b）p ＝ v ，则 J ＝

abu１ ／p －１ v１ ／p －１
／p２ ．且 D变为 珦D ：u ≥ ０ ，v ≥ ０ ，u ＋ v ≤ １ ．从而可得

V ＝ c簇
珦D

（１ － u － v）１／p abp２ u１／p －１ v１ ／p －１ dudv

＝
abc
p２簇

珦D

u１／p －１ v１ ／p －１ （１ － u － v）１／p ＋ １ －１ dudv

＝
abc
p２

Γ（１／p）Γ（１／p）Γ（１／p ＋ １）

Γ（１／p ＋ １／p ＋ １／p ＋ １）
＝

abc
３ p２

Γ
３
（１／p）

Γ（３／p）
．

　 　 （２）易知该圆锥面与平面 z ＝ x之交线在 xOy 平面上的投影为 x２
＋ y２ ＝ （a －

x）２ ，即 y２ ＝ a２ － ２ax ．若用极坐标表示 ，则为 r２ sin２
θ＝ a２ － ２arcosθ ，也即

r２ ＝ r２ cos２ θ － ２arcosθ ＋ a２ 　 或 　 r ＝ a／（１ ＋ cosθ） ．

从而可得

V
２
＝ ∫

π／２

０
dθ∫

a／（１＋ cosθ）
０

（a － r － rcosθ）rd r
＝
a３
６∫

π／２

０

dθ
（１ ＋ cosθ）３ ＝

a３
２４∫

π／２

０
sec４ θ

２
dθ

＝
a３
２４∫

π／２

０
１ ＋ tan２ θ

２
sec２ θ

２
dθ ＝

a３
１２

tan θ
２

＋
１
３
tan３ θ

２

π／２

０
＝
a３
９

．

　 　 （３）平行移动坐标轴 ，将原点移到（a／２ ，０ ，０）处 ，如图 ６畅３５ ，易知此时抛物柱面

方程式不变 ，而圆柱体方程变为 x２ ＋ y２ ＝ （a／２）２ ．因此 ，我们采用柱坐标变换 ，可

得体积的积分公式写为

V ＝ ４∫
π／２

０
dθ∫

a／２

０
a －

r２ sin２
θ

a rd r ＝ ４∫
π／２

０

a３
８

－
a３
６４

sin２
θ dθ

＝ ４
a３
８

－
a３
６４

１
２

２π ＝
１５
６４

π a３ ．

图 ６畅３４

　 　 　 　 　 　

图 ６畅３５
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　 　例 6畅2畅12 　试求下列曲线围成的区域 D的面积 S ：

（１） （a１ x ＋ b１ y ＋ c１ ）２ ＋ （a２ x ＋ b２ y ＋ c２ ）２ ＝ １ 　 （a１ b２ － a２ b１ ）＝ δ＞ ０） ．

（２） （x － a）２ ＋ （y － b）２ ＝ a２ 与（x２ ＋ y２ ）２ ＝ ８ a２ xy相交部分 ．

解 　 （１）令 a１ x ＋ b１ y ＋ c１ ＝ rcosθ ，a２ x ＋ b２ y ＋ c２ ＝ rsinθ ，即
x ＝

１
δ
［r（b２ cosθ － b１ sinθ） － c１ b２ ＋ b１ c２ ］ ，

y ＝
１
δ
［r（a１ sinθ － a２ cosθ） － a１ c２ ＋ a２ c１ ］ ．

从而可得 J ＝ r（a１ b２ － b１ a２ ）／δ２ ＝ r／δ ，以及 S ＝ ∫
２π

０
dθ∫

１

０

r
δ
d r ＝ π

δ
．

（２）采用极坐标 ，则相交部分之区域 D为

D ＝ （r ，θ） ：a［（sinθ ＋ cosθ） － sin２θ ≤ r ≤ ２a sin２θ ；
　 　

１
２
arcsin １

８
≤ θ ≤

π
４

＋
１
２
arcsin １

８
．

　 图 ６畅３６

由此可得（如图 ６畅３６ ，注意 ，D关于向径 θ＝ π／４对称）

S＝ 簇
D
dxdy ＝ ２∫

π／４

arcsin １
８

２
dθ∫

２ a sin２θ
a［（sinθ ＋ cosθ） － sin２θ］ rd r

＝ a２∫
π／４

arcsin １
８

２
２sin２θ ＋ ２（sinθ ＋ cosθ） sin２θ － １ dθ

＝ a２ cos arcsin １
８

－
π
４

＋
１
２
arcsin １

８

　 ＋ ２a２∫
π／４

arcsin １
８

２
（sinθ＋ cosθ） sin２θdθ ．

注意到公式 cos arcsin １
８

＝ １ － １／６４ ＝ ３ ７／８ ，以及

－
π
４

＋
１
２
arcsin １

８
＝ －

１
２

π
２

－ arcsin １
８

＝
－ １
２

arccos １
８

，

并作变量替换 θ＋ π／４ ＝ t ，我们有

S ＝ a２ ３ ７
８

－
１
２
arccos １

８
＋ ２ ２∫

π／２

π／４＋ arcsin（１／８）／２ － cos２ tsin td t ．

计上式右端括号内之第二项为 I ，则

I ＝ ２∫
arcsin（ －１／８）／２
π／２

１ － （ ２cot）２ d（ ２cos t） ．

用替换 ２cos t＝ sinu ，又得

I ＝ ２∫
arcsin（ ７ ／２ ２ ）

０
cos２ udu ＝ arcsin ７

２ ２
＋

７
８

．

从而可知
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S ＝ a２ ７
２

＋ arcsin ７

２ ２
－

１
２
arccos １

８
．

记 α＝ arcsin（ ７／２ ２） －
１
２
arccos（１／８） ，则

sinα ＝ ３ ７／８ ２ － ７／８ ２ ＝ １４／８ ，　 α ＝ arcsin １４
８

．

因此最后导出 S ＝ a２ （ ７／２ ＋ arcsin（ １４／８）） ．

例 6畅2畅13 　求由下列曲线围成的区域面积 S ．

（１） x ＝ ０ ，y ＝ ０ ，
４ x／a＋ ４

y／b ＝ １ 　 （a＞ ０ ，b＞ ０） ．

（２） （x２ ／a２ ＋ y２ ／b２ ）２ ＝ xy／c２ 　 （a ，b ，c ＞ ０） ．

（３）第一象限中（x／a＋ y／b）３ ＝ x y 　 （a＞ ０ ，b＞ ０） ．

（４） （x２ ＋ y２ ）２ ＝ ２a２ （x２ － y２ ） ，x２ ＋ y２ ＝ a２ 　 （指的是 x２ ＋ y２ ≥ a２ 的部分） ．

（５） x２ ／a２ ＋ y２ ／b２ ＝ x／h＋ y／k 　 （a ，b ，h ，k ＞ ０） ．

（６） x３ ／a３ ＋ y３ ／b３ ＝ x２ ／h２ ＋ y２ ／k２ 　 （a ，b ，h ，k ＞ ０ ；第一象限） ．

解 　 （１）作广义极坐标变换 ：x ＝ ar８ cos８ θ ，y ＝ b r８ sin８
θ ，则 J ＝ ６４ab r１５ cos７ θ·

sin７
θ ，且原区域 D变为 珦D ：０ ≤ θ ≤ π／２ ，０ ≤ r ≤ １ ，故可得

S ＝ 簇
D
d xdy ＝ ６４ab∫

π／２

０
cos７ θsin７

θdθ∫
１

０
r１５ d r

＝ ４ab∫
π／２

０
（１ － sin２

θ）
３ sin７

θdsinθ ＝
ab
７０

．

　 　 （２）作广义极坐标变换 ：x ＝ arcosθ ，y ＝ b r sinθ ，则 J ＝ ab r ．此时 ，原曲线可表

示为方程 r２ ＝ ab
c２ sinθcosθ ．从而可知其区域面积为

S ＝ ２∫
π／２

０
dθ∫

absinθcosθ／c２

０
ab rd r ＝ a２ b２

c２ ．

　 　 （３） 作广义极坐标变换 ：x ＝ ar cos２ θ ，y ＝ b r sin２
θ ．则原曲线有表示式 r ＝

absin２
（２θ）／４ ，且 J ＝ rabsin（２θ） ．从而可得

S ＝ ∫
π／２

０
dθ∫

absin２ （２θ）／４
０

rabsin（２θ）d r ＝ a３ b３
３
２ ∫

π／２

０
sin５

（２θ）dθ ＝
a３ b３
６０

．

图 ６畅３７ 　

　 　 （４）令 x ＝ rcosθ ，y ＝ r sinθ ，则所围区域 D之
边界曲线为 r２ ＝ ２a２ cos２θ ，r２ ＝ a２ ．由对称性可知 ，

只需计及 D在第一象限部分 珦D ：０ ≤ θ ≤ π／６ ，a ≤
r ≤ a ２cos２θ ．从而可得（图 ６畅３７）

S ＝ ４∫
π／６

０
dθ∫

a ２cos２θ
０

rd r ＝ ３ ３ － π a２ ／３ ．
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　 　 （５）将曲线改写成 x
a －

a
２h

２

＋
y
b －

b
２k

２

＝
a２
４h２ ＋

b２
４k２ ，易知应作变量替换 ：

x
a －

a
２h ＝ rcosθ ，　 y

b －
b
２k ＝ r sinθ ．

此时 ，有 J ＝ abr ，而区域变为 ０ ≤ θ ≤ ２π ，０ ≤ r ≤ a２ ／h２ ＋ b２ ／k２ ／２ ．从而可得

S ＝ ab∫
２π

０
dθ∫

a２ ／h２ ＋ b２ ／k２ ／２

０
rd r ＝ πab

４

a２
h２ ＋

b２
k２ ．

　 　 （６）令 x ＝ arcos２ ／３ θ ，y ＝ br sin２ ／３
θ（０ ≤ θ ≤ π／２） ，则原曲线表示为

r ＝ a２
h２ cos４／３ θ ＋ b２

k２ sin４／３
θ ，

且有 J ＝ ２
３
abr cos － １／３

θ· sin － １／３
θ ．从而可得

S ＝ ２ab
３∫

π／２

０
cos －１／３

θ· sin －１／３
θdθ∫

a２

h２
cos４／３ θ ＋ b２

k２
sin４／３ θ

０
rd r

＝
ab
３∫

π／２

０
cos －１ ／３

θsin －１／３
θ
a２
h２ cos４／３ θ ＋ b２

k２ sin４／３
θ

２ dθ
＝
ab
３∫

π／２

０

a４
h４ sin －１ ／３

θ· cos７／３ θ ＋ b４
k４ sin７／３

θcos －１ ／３
θ ＋

２a２ b２
h２ k２ sinθcosθ dθ

＝
ab
３

a２ b２
h２ k２ ＋

a４
２h４ B

１
３

，
５
３

＋
b４
２k４ B

５
３

，
１
３

＝
ab
３

a２ b２
h２ k２ ＋

２π

３ ３

a４
h４ ＋

b４
k４ ．

　 　例 6畅2畅14 　解答下列问题 ：

（１）设 Ω是曲面（x２ ＋ y２ ＋ z２ ）２ ＝ a２ x y（a＞ ０且位于第一象限）所围立体 ．求

I ＝ 蹿
Ω

xy zdx dyd z
x２

＋ y２
．

（２）记 Ω ：x ，y ，z ≥ ０以及 x ＋ y ＋ z ≤ １ ，求

I ＝ 蹿
Ω

x１ y９ z８ w４ d xdyd z 　 （w ＝ １ － x － y － z） ．

　 　 （３）记 Ω为 x２
＋ y２ ≤ ２az ，x２ ＋ y２ ＋ z２ ≤ ３所围之立体 ，求

I ＝ 蹿
Ω

（x ＋ y ＋ z）２ dxdyd z ．
　 　 （４）记 Ω为 x２

＋ （y － z）２ ／２ ＝ R２
，z ＝ ０ ，z ＝ h所围之立体 ，求

I ＝ 蹿
Ω

（y － z）arctan zd x dyd z ．
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　 　解 　 （１）采用球坐标

x ＝ r sinφsinθ ，　 y ＝ r sin φcosθ ，　 z ＝ rcosφ ，

易知 J ＝ r２ sinφ ，而曲面可表示为 r２ ＝ a２ sin２

φsinθcosθ ．从而可得
I ＝∫

π／２

０
dθ∫

π／２

０
dφ∫

asin φ sinθ·cosθ
０

r３ sinφcosφsinθcosθd r ＝ a４
１４４

．

　 　 （２）作区域 Ω（t）＝ ｛（x ，y ，z） ：x ，y ，z ≥ ０ ，x ＋ y ＋ z ≤ t｝ ，且令

I（t） ＝ 蹿
Ω（ t）
x１ y９ z８ （t － x － y － z）４ d xdyd z ，

则作替换 x ＝ tu ，y ＝ tv ，z ＝ ts ，易知 I（t）＝ t２５ I（１） ．

令 J ＝ ∫
＋ ∞

０
I（t）e － td t ，我们有
J ＝ ∫

＋ ∞

０
I（１）t２５ e－ td t ＝ I（１）Γ（２６） ＝ I（１）（２５ ！） ．

　 　另一方面 ，又有

J ＝ ∫
＋ ∞

０ 蹿
Ω（ t）
x１ y９ z８ （t － x － y － z）４ dx dyd z e－ td t ．

作替换 r ＝ t － x － y － z ，可得

J ＝∫
＋ ∞

０ ∫
＋ ∞

０ ∫
＋ ∞

０ ∫
＋ ∞

０
e－ re－ x e－ y e－ z x１ y９ z８ r４ d x dyd zd r ＝ Γ（２）Γ（１０）Γ（９）Γ（５） ．

图 ６畅３８ 　

最后知 I ＝ I（１）＝ Γ（２）Γ（１０）Γ（９）Γ（５）／（２５ ！） ．

（３）展开（x ＋ y ＋ z）２ ＝ x２ ＋ y２ ＋ z２ ＋ ２ xy ＋ ２ y z ＋
２ z x ，则由对称性可知

蹿
Ω

２ xy d xdyd z ＝ 蹿
Ω

２ yzdxdyd z ＝ 蹿
Ω

２ zx d xdyd z ＝ ０ ．

从而可得 （分成两个积分 ，采用极坐标变换） ，如图

６畅３８ ．

I ＝ ∫
a

０
d z 簇

x２ ＋ y２ ≤ ２ az

（x２ ＋ y２ ＋ z２ ）dxdy ＋∫
３ a

０
d z 簇

x２ ＋ y２ ≤ ３ a２ － z２
（x２ ＋ y２ ＋ z２ ）d xdy

＝ ∫
a

０
d z ２π∫

２ az

０
（r２ ＋ z２ ）rd r ＋∫

３ a

０
d z ２π∫

３ a２ － z２

０
（r２ ＋ z２ ）rd r

＝
π a５
５

１８ ３ －
９７
６

．

　 　 （４）令 y － z ＝ ２ v ，x ＝ u ，z ＝ w ，则 J ＝ ２ ，且立体 Ω变为 珚Ω ：u２ ＋ v２ ≤ R２
，０ ≤

w ≤ h ．从而可得

I ＝ ∫
h

０
dw 簇

u２ ＋ v２ ≤ R２
２ v · arctanw · ２dudv
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＝ ２∫
h

０
arctanw dw 簇

u２ ＋ v２ ＝ R２
vdudv ＝ ０ ．

　 　例 6畅2畅15 　计算下列三重积分 ：

（１）设 Ω ：x ，y ，z ≥ ０ ，x２ ＋ y２ ＋ z２ ≤ １ ，I ＝ 蹿
Ω

１ － x２ － y２ － z２
１ ＋ x２ ＋ y２ ＋ z２ d xdyd z ．

（２） 设 Ω是由曲面 z ＝ （x２ ＋ y２ ）／m ，z ＝ （x２ ＋ y２ ）／n ；xy ＝ a２ ，xy ＝ b２ ；y ＝

αx ，y ＝ βx （０ ＜ a ＜ b ，０ ＜ α ＜ β ，０ ＜ m ＜ n ；第一象限）围成的立体 ．

I ＝ 蹿
Ω

x yzd xdyd z ．
　 　解 　 （１）易知应采用球坐标变换 ，我们有

I ＝ ∫
π／２

０
dφ∫

π／２

０
sinθdθ∫

１

０

１ － r２
１ ＋ r２ r

２ d r ＝ π
２∫

１

０

（１ － r２ ）r２
１ － r４

d r

＝
π
２ ∫

１

０

r２ d r
１ － r４

－∫
１

０

r４ d r
１ － r４ ＝

２π
８

４π
２

Γ
２
（１／４）

－
１
６
Γ

２ １
４

．

　 　 （２）作变换 u＝ xy ，y ＝ v x ，z ＝ z ，即

x ＝
u
v ，　 y ＝ uv ，　 z ＝ z ，　 （u ，v ，w） ∈ 珟Ω ，

珟Ω ＝ （u ，v ，z） ：
u（v ＋ v －１

）
n ≤ z ≤

u（v ＋ v －１
）

m ，　 a２ ＜ u ＜ b２ ，　 α ＜ v ＜ β ．

此时 J ＝ １／２v ＞ ０ ．从而可得

I ＝ １
２∫

b２

a２
udu∫

β

α

dv
v∫

u（v＋ v －１ ）／m

u（v＋ v －１ ）／n
zd z

＝
１
４

１

m２ －
１

n２ ∫
b２

a２
u３ du∫

β

α
v ＋ １

v
２ dv
v

＝
１
３２

１

m２ －
１

n２ （b８ － a８ ） （β
２
－ α

２
） １ ＋

１

α
２

β
２ ＋ ４ln β

α
．

　 　例 6畅2畅16 　解答下列问题 ：

（１）设 f （u）在［０ ，∞ ）上可微 ，试求极限

I ＝ lim
t → ０

＋

１

π t４ 蹿
x２ ＋ y２ ＋ z２ ≤ t２

f x２ ＋ y２ ＋ z２ dxdyd z ．
　 　 （２）设 h＝ α

２
＋ β

２
＋ γ

２
＞ ０ ，f （x）在［ － h ，h］上连续 ，证明

蹿
Ω

f （αx ＋ βy ＋ γz ）dx dyd z ＝ π∫
１

－１
（１ － ζ

２
） f （hζ）dζ ，

其中 Ω ：x２ ＋ y２ ＋ z２ ≤ １ ．

解 　 （１）易知对积分应采用球坐标变换 ，我们有
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I ＝ lim
t → ０

＋

１

π t４∫
t

０
r２ f （r）d r∫

２π

０
dθ∫

π

０
sinφdφ ＝ lim

t → ０
＋

４∫
t

０
r２ f （r）d r
t４

＝ lim
t → ０

＋

t２ f （t）
t３ ＝ lim

t → ０
＋

f （t）
t ＝

f′（０） ， f （０） ＝ ０ ，

∞ ， f （０） ≠ ０ ．

　 　 （２）选 ζ轴方向为平面 αx ＋ βy ＋ γz ＝ ０之单位法向量 ，再选取 ξ ，η轴为此平面

上之两垂直轴 ．构造正交变换

ξ ＝ a１ x ＋ b１ y ＋ c１ z ，
η ＝ a２ x ＋ b２ y ＋ c２ z ，

ζ ＝
１
h （αx ＋ βy ＋ γz ） ，

| J | ＝ １ ．

变换 T把 ξ
２
＋ η

２
＋ ζ

２
≤ １变为 x２ ＋ y２ ＋ z２ ≤ １ ，于是有

　蹿
Ω

f （αx ＋ βy ＋ γz ）d xdyd z ＝ 蹿
ξ
２
＋ η

２
＋ ζ

２
≤ １

f （hζ）dξdηdζ

＝ ∫
１

－１
dζ 簇

ξ
２
＋ η

２
≤ １ － ζ

２

f （hζ）dξdη ＝ π∫
１

－１
（１ － ζ

２
） f （hζ）dζ ．

　 　例 6畅2畅17 　求由下列所指曲面围成的立体 Ω的体积 V ，其中

Δ ＝

a１ b１ c１
a２ b２ c２
a３ b３ c３

＞ ０ ，　 hi ＞ ０（i ＝ １ ，２ ，３） ．

　 　 （１） a１ x ＋ b１ y ＋ c１ z ＝ ± h１ ，a２ x ＋ b２ y ＋ c２ z ＝ ± h２ ，a３ x ＋ b３ y ＋ c３ z ＝ ± h３ ．

（２） az ＝ a２ － x２ － y２ ，z ＝ a － x － y ，x ＝ ０ ，y ＝ ０ ，z ＝ ０（a≥ ０） ．

（３） （a１ x ＋ b１ y ＋ c１ z）２ ＋ （a２ x ＋ b２ y ＋ c２ z）２ ＋ （a３ x ＋ b３ y ＋ c３ z）２ ＝ h２ ．

解 　 （１）作变量替换

ξ ＝ a１ x ＋ b１ y ＋ c１ z ，η ＝ a２ x ＋ b２ y ＋ c２ z ，ζ ＝ a３ x ＋ b３ y ＋ c３ z ，
可得

V ＝ 蹿
Ω

d xdyd z ＝ 蹿
珟Ω

１
Δ
dξdηdζ ＝

１
Δ∫

h
３

－ h３
dζ∫

h
２

－ h２
dη∫

h
１

－ h１
dξ ＝

８h１ h２ h３
Δ

．

　 　 （２）易知 Ω位于第一象限 ，且是顶点（０ ，０ ，a）的旋转抛物面 az ＝ a２ － x２ － y２

与平面 z ＝ a － x － y所围 ，将 Ω表为两部分 ：

Ω１ ＝ ｛（x ，y ，z） ：０ ≤ x ≤ a ，a － x ≤ y ≤ a２ － x２ ，０ ≤ z ≤ a － （x２ ＋ y２ ）／a｝ ，

Ω２ ＝ ｛（x ，y ，z） ：０ ≤ x ≤ a ，０ ≤ y ≤ a － x ，a － x － y ≤ z ＜ a － （x２ ＋ y２ ）／a｝ ．

则得 V ＝ 蹿
Ω
１

d xdyd z ＋ 蹿
Ω
２

dxdyd z ．采用柱坐标变换 ，我们有
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V ＝∫
π／２

０
dθ∫

a

a／（cosθ ＋ sinθ） rd r∫
a － r２ ／a

０
d z ＋∫

π／２

０
dθ∫

a／（cosθ ＋ sinθ）
０

rd r∫
a － r２ ／a

a－ r（cosθ ＋ sinθ）d z
＝∫

π／２

０ ∫
a

a／（cosθ ＋ sinθ） r a －
r２
a d r ＋∫

a／（cosθ ＋ sinθ）
０

r r（cosθ ＋ sinθ） －
r２
a d r dθ

＝ a３∫
π／２

０

１
４

－
１

６（cosθ ＋ sinθ）２ dθ
＝ a３∫

π／２

０

１
４

－
１

１２sin２
（θ ＋ π／４）

dθ
＝

a３
２４

６θ ＋ ２cot π
４

＋ θ
π／２

０
＝

a３
２４

（３π － ４） ．

　 　 （３）令 ui ＝ ai x ＋ bi y ＋ ci z （i ＝ １ ，２ ，３） ，则 J ＝ １／Δ ，且 Ω变为 珟Ω ：u２１ ＋ u２２ ＋ u２３ ≤
h２ ．从而可得

V ＝ 蹿
珚Ω

１

| Δ | du１ du２ du３ ＝
４π

３ | Δ | h
３
．

　 　例 6畅2畅18 　求由下列曲面围成的立体 Ω的体积 V ：

（１）
x２
a２ ＋

y２
b２ ＋

z２
c２

２

＝
x２ y
h３ 　 （a ，b ，c ，h＞ ０） ．

（２） （x２ ＋ y２ ＋ z２ ）２ ＝ a３ z 　 （a＞ ０） ．

（３） x２ ／a２ ＋ y２ ／b２ ＋ z２ ／c２ ＝ １ ，x２ ／a２ ＋ y２ ／b２ ＝ z／c 　 （a ，b ，c ＞ ０） ．

（４） x２ ＋ z２ ＝ a２ ，x２ ＋ z２ ＝ b２ ，x２ － y２ － z２ ＝ ０ 　 （x ＞ ０ ，a＜ b） ．

解 　 （１）易知该立体 Ω位于半空间 y ≥ ０内 ，且对 yOz 平面 ，xOy 平面对称 ，

故只需计算它在第一象限内的部分 Ω１ ．对积分 I ＝ ４蹿
Ω
１

dxdyd z用广义球坐标 ：

x ＝ arsinφcosθ ，　 y ＝ brsinφsinθ ，　 z ＝ crcosφ ，

易知 J ＝ abcr２ sinφ ，且该曲面表示为 r ＝ a２ bsin３

φcos２ θsinθ／h３ ．从而可得

V ＝ ４∫
π／２

０
dθ∫

π／２

０
dφ∫

a２ bsin３ φcos２ θsinθ／h３

０
abcr２ sinφd r ＝ π

１９２
a７ b４ c
h９ ．

　 　 （２）易知 z ≥ ０ ，且 Ω对 yOz ，zOx 平面对称（以 － x ，－ y代 x ，y不变） ，故只

需计算 Ω在第一象限内的部分 Ω１ ．对积分 V ＝ ４蹿
Ω
１

dxdyd z用球坐标变换 ，可得（曲

面为 r ＝ a ３ cosφ）
V ＝ ４∫

π／２

０
dθ∫

π／２

０
dφ∫

a ３ cosφ
０

r２ sinφd r ＝ １
３
πa３ ．

　 　 （３）易知该两曲面之交线为 x２ ／a２ ＋ y２ ／b２ ＝ （ ５ － １）／２ ，故知此立体 Ω及其在

xOy平面上的投影 D 可表示为
Ω ＝ ｛（x ，y ，z） ：（x ，y） ∈ D ，c（x２ ／a ＋ y２ ／b２ ） ≤ z ≤ c １ － x２ ／a２ － y２ ／b２ ｝ ，
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D ＝ ｛（x ，y） ：x２ ／a２ ＋ y２ ／b２ ≤ （ ５ － １）／２｝ ．

对积分 V ＝ 蹿
Ω

d x dyd z采用柱坐标变换（０ ≤ θ ≤ π／２） ：

x ＝ a ５ － １
２

１／２

rcosθ ，　 y ＝ b ５ － １
２

１／２

r sinθ ，　 z ＝ z ，

则 J ＝ abr ５ － １ ２ ．注意到 Ω关于 xOz ，yOz平面的对称性 ，即得

V ＝ ２ab（ ５ － １）∫
π／２

０
dθ∫

１

０
rd r∫

c［１ － r２ （ ５ －１）／２］
１／２

cr２ （ ５ －１）／２
d z

＝ π abc（ ５ － １）∫
１

０
r １ －

r２ （ ５ － １）
２

－
５ － １
２

r３ d r ＝ ５
１２

πabc（３ － ５） ．

　 　 （４）易知 Ω关于 xOz ，xOy 平面对称 ，因此若记 Ω在第一象限部分为 Ω１ ，则

V ＝ ４蹿
Ω
１

d xdyd z ，作变量替换 z ＝ rcosθ ，x ＝ rsinθ ，y ＝ y ，则 Ω１ 可表示为

π／４ ≤ θ ≤ π／２ ，　 a ≤ r ≤ b ，　 ０ ≤ y ≤ r － cos２θ ，

且 J ＝ r ．从而可得

V ＝ ４∫
π／２

π／４
dθ∫

b

a
rd r∫

r － cos２θ
０

dy ＝
４
３
（b３ － a３ ）∫

π／２

π／４
－ cos２θdθ ．

再作变量替换 t＝ π／２ － θ ，又知

V ＝
４
３
（b３ － a３ ）∫

π／４

０
cos２ td t ．

又作替换 u ＝ sin２ t ，d t＝ u－ １／２
（１ － u）－ １／２ du／４ ，我们有

V ＝
b３ － a３

３ ∫
１

０
u－１ ／２

（１ － u）－１／４ du ＝
b３ － a３

３
B １

２
，
３
４

．

　 　例 6畅2畅19 　求下列曲面所围立体 Ω之体积 V ：

（１） （x２ ＋ y２ ＋ z２ ）３ ＝ a３ x yz（a＞ ０） ．

（２） （x２ ＋ y２ ）２ ＋ z４ ＝ y ．

（３） （x／a＋ y／b＋ z／c）２ ＝ x／h － y／k（x ，y ，z ≥ ０ ；h ，k ＞ ０） ．

（４） x ＝ ０ ，x ＝ a ，x／a＋ y／b＝ １ ，以及

x
a ＋

y
b

x
a ＋

y
b ＋

z
c ＝

２
π
arcsin x

a ＋
y
b ＋

z
c ．

　 　解 　 （１）易知立体 Ω只位于第一 ，三 ，六 ，八象限中 ，即

x ≥ ０ ，y ≥ ０ ，z ≥ ０ ；　 x ≤ ０ ，y ≤ ０ ，z ≥ ０ ；

x ≤ ０ ，y ≥ ０ ，z ≤ ０ ；　 x ≥ ０ ，y ≤ ０ ，z ≤ ０ ．

又注意到曲面方程右端在同时改变二个变量值的符号时均不变值 ，故其体积只需

计及其中一个立体 Ω１ 即可 ，即 V ＝ ４蹿
Ω
１

dxdyd z ．作球坐标变换可得
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V ＝ ４∫
π／２

０
dθ∫

π／２

０
dφ∫

a
３ sin２ φcosφsinθcosθ

０
r２ sinφd r ＝ a３

６
．

　 　 （２）易知 Ω关于 xOy ，yOz 平面对称 ，故若记

Ω１ ：（x２ ＋ y２ ）２ ＋ z４ ＝ y ，　 x ≥ ０ ，y ≥ ０ ，z ≥ ０ ，

则可得 V ＝ ４蹿
Ω
１

d xdyd z ．作柱坐标变换 ：x ＝ rcosθ ，y ＝ rsinθ ，z ＝ z ，则 Ω１ 变为 珟Ω１ ：

珟Ω１ ：０ ≤ θ ≤ π／２ ，０ ≤ r ≤ sin１／３
θ ，　 ０ ≤ z ≤ （r sinθ － r４ ）１／４ ．

从而我们有

V ＝ ４蹿
珟Ω
１

rdθd rd z ＝ ４∫
π／２

０
dθ∫

sin１／３ θ
０

r（r sinθ － r４ ）１／４ d r ．
再作变量替换 r ＝ （xsinθ）１／３ ，最后可得

V ＝
４
３∫

π／２

０
dθ∫

１

０
x －１ ／４

（１ － x）１／４ sinθdx ＝
４
３∫

１

０
x－１ ／４

（１ － x）１／４ dx
＝

４
３
B ５

４
，
３
４

＝
４
３
·

１
４
B １

４
，
３
４

＝ π／３sin π
４

＝ ２π／３ ．

　 　 （３）易知 Ω位于第一象限 ，作变量替换

x ＝ arsin２
θcos２ φ ，　 y ＝ br sin２

θsin２

φ ，　 z ＝ crcos２ θ ，
并注意到 x／h － y／k ≥ ０ ，可知

λ（θ ，φ）
扯 asin２

θcos２ φ
h －

bsin２
θsin２

φ

k ≥ ０ ，　 ０ ≤ φ ≤ arctan ak
b h ．

从而得到

V ＝ ４abc∫
π／２

０
sin３

θcosθdθ∫
arctan ak／bh

０
sinφcosφdφ∫

λ（θ ，φ）

０
r２ d r

＝
abc
６０

a
h

４ a
h ＋

b
k ．

　 　 （４）作变量替换 x／a＝ u ，x／a＋ y／b＝ v ，x／a＋ y／b ＋ z／c ＝ w ，则 Ω变为 珟Ω ：０ ≤

u≤ １ ，２w · arcsinw／π ≤ v ≤ １ ，－ １ ≤ w ≤ １ ，且 J ＝ abc ．从而可得

V ＝ abc∫
１

０
du∫

１

－１
dw∫

１

２ warcsinw／π dv
＝ ２ abc １ －

１
π

w２

２
arcsinw １

－１
－

１
２∫

１

－１

w２ dw
１ － w２

＝ abc １ ＋
１
π∫

１

－１

w２ dw
１ － w２ ＝

３
２
abc ．

　 　例 6畅2畅20 　求由下列曲面围成的立体 Ω的体积 V ：

（１） （x２ ＋ y２ ＋ z２ ）n ＝ x２ n － １
．

（２） ∑
３

i ，j ＝ １

aij x i x j ＝ １ ，其中 A ＝ （aij ）（i ，j ＝ １ ，２ ，３）是正交矩阵 ．

·３７２·６畅２ 　重积分的变量替换



解 　 （１）注意到曲面方程中出现分离单变量 x ，故应作变量替换 ：x ＝ r cosφ ，

y ＝ rsinφcosθ ，z ＝ r sinφsinθ ．此时仍有 J ＝ r２ sinφ ，而原曲面有表示式 r ＝ cos２ n － １ φ ．

注意到立体 Ω关于 yOz ，xOy平面对称 ，我们有

V ＝ ４∫
π／２

０
dθ∫

π／２

０
dφ∫

cos２n －１ φ

０
r２ sinφd r ＝ π

３（３n － １）
．

　 　 （２）设 λi ＞ ０（i ＝ １ ，２ ，３）是 A 的特征值 ，又易知存在正交矩阵 T ，使得

TT AT ＝

λ１ ０ ０

０ λ２ ０

０ ０ λ３

．

若记矩阵 B ＝

λ
－ １／２
１ ０ ０

０ λ
－ １／２
２ ０

０ ０ λ
－ １／２
３

，且作变换 X ＝

x１
x２
x３

＝ TB
y１
y２
y３

＝ TBY ，易知

J ＝ 抄（x１ ，x２ ，x３ ）
抄（y１ ，y２ ，y３ ） ＝ （λ１ λ２ λ３ ）

－ １／２
．注意到

XT AX ＝ （TBY）T A（TBY） ＝ YT BT TT ATBY ＝ YTY ，

V ＝ 蹿
Ω

d x１ d x２ dx３ ＝ 蹿
YYT

≤ １

（detA）－１／２ dy１ dy２ dy３ ＝
４π
３
（detA）－１／２

．

倡
６畅３ 　 n重 积 分

设 Ω是 Rn 中有界闭区域 ，f （x１ ，x２ ，⋯ ，xn ）是 Ω上的有界函数 ，其 n重积分记为

I ＝ 簇 ⋯∫
Ω

f （x１ ，x２ ，⋯ ，xn）d x１ d x２ ⋯ dxn ．

　 　定理 6畅3畅1 　设 f （x１ ，x２ ，⋯ ，xn ）在 Ω上连续 ，变换 T ：（珟Ω → Ω）xi ＝ φi （u１ ，u２ ，⋯ ，un ）（i ＝ １ ，

２ ，⋯ ，n）有连续偏导数 ，则

J ＝

抄φ１

抄u１ ⋯
抄φ１

抄un
… …

抄φn

抄u１ ⋯
抄φn

抄un

，

簇 ⋯∫ f （x１ ，x２ ，⋯ ，xn ）d x１ ⋯ d xn ＝ 簇 ⋯∫
珟Ω

F（u１ ，u２ ，⋯ ，un ） | J | du１ ⋯ dun ，

F（u１ ，u２ ，⋯ ，un ） ＝ f （φ１ （u１ ，⋯ ，un） ，⋯ ，φn （u１ ，⋯ ，un ）） ．

　 　对 n维空间我们也有球坐标变换 ：
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x１ ＝ rcosθ１ ，

x２ ＝ rsinθ１ cosθ２ ，

x３ ＝ rsinθ１ sinθ２ cosθ３ ，

　 　 ⋯ ⋯

xn －１ ＝ rsinθ１ sinθ２ sinθ３ ⋯ cosθn －１ ，

xn ＝ rsinθ１ sinθ２ sinθ３ ⋯ sinθn －１

（０ ＜ r ＜ ＋ ∞ ，０ ＜ θ１ ，θ２ ，⋯ ，θn －２ ＜ π ，０ ＜ θn －１ ＜ ２π） ，

其变换 T的 Jacobi行列式为 J＝ J（r ，θ１ ，⋯ ，θn － １ ）＝ rn － １ sinn － ２
θ１ sinn － ３

θ２ ⋯ sinθn － ２ ．

　 　定理 6畅3畅2（化为累次积分） 　 设 Ω ＝ ｛（x１ ，x２ ，⋯ ，xn ） ：０ ≤ x１ ≤ x２ ≤ ⋯ ≤ xn ≤ １｝ ，而且

f （x１ ，x２ ，⋯ ，xn ）在 Ω上连续 ，则有

簇 ⋯∫
Ω

f （x１ ，x２ ，⋯ ，xn ）d x１ dx２ ⋯ d xn ＝ ∫
１

０
d xn∫

xn

０
d xn －１ ⋯∫

x２

０
f （x１ ，⋯ ，xn）d x１ ；

簇 ⋯∫
Ω

f （x１ ，⋯ ，xn ）d x１ ⋯ d xn ＝ ∫
１

０
dx１∫

１

x
１

d x２ ⋯∫
１

xn －１
f （x１ ，⋯ ，xn ）d xn ．

　 　例 6畅3畅1 　解答下列问题 ：

（１）设 Ω是 R４ 中立体 ：x ，y ，z ，t ≥ ０ ，x２ ＋ y２ ＋ z２ ＋ t２ ≤ １ ，试求

I ＝ 簇簇
Ω

１ － x２ － y２ － z２ － t２
１ ＋ x２ ＋ y２ ＋ z２ ＋ t２ d xdyd zd t ．

　 　 （２）求 R４ 中球体 Ω ：x２ ＋ y２ ＋ z２ ＋ t２ ≤ a２ 的体积 V ．

（３）设 Ω ：x２ ＋ y２ ＋ u２ ＋ v２ ≤ １ ，求 I ＝ 簇簇
Ω

ex２ ＋ y２ － u２ － v２ dxdydudv ．

解 　 （１）采用四维极坐标变换 ：

x ＝ rsinφcosθcosψ ，　 y ＝ rsinφsinθsinψ ，

z ＝ rsinφcosθ ，　 t ＝ rcosφ　 （０ ≤ θ ，φ ，ψ ≤ π／２） ．

此时 ，易知 J ≤ r３ sin２ θsinφ ．从而可得

I ＝ ∫
π／２

０
dθ∫

π／２

０
dφ∫

π／２

０
dψ∫

１

０

１ － r２
１ ＋ r２ r

３ sin２ φsinθd r

＝
π
２

１６∫
１

０

１ － r２
１ ＋ r２ d r

r２ ＝ sin t π
２

１６∫
π／２

０
（sin t － sin２ t）d t ＝ π

２

１６
１ －

π
４

．

　 　 （２）采用坐标变换 ：

x ＝ rsinφsinθcosψ ， ０ ≤ φ ≤ π ，

y ＝ rsinφsinθsinψ ， ０ ≤ θ ≤ π ，

z ＝ rsinφcosθ ， ０ ≤ ψ ≤ ２π ，

t ＝ rcosφ ， ０ ≤ r ≤ a ．

易知 ｜J｜＝ 抄（x ，y ，z ，t）
抄（r ，θ ，φ ，ψ）

＝ r３ sin２ φsinθ ．从而可得
V ＝ 簇簇

Ω

dxdyd zd t ＝ ∫
２π

０
dψ∫

π

０
dφ∫

π

０
dθ∫

a

０
r３ sin２ φsinθd r ＝ π

２ a４
２

．

　 　 （３ ） 对积分 I ＝ 簇
x２ ＋ y２ ≤ １

ex２ ＋ y２

簇
u２ ＋ v２ ≤ １ － x２ － y２

e－ （u２ ＋ v２ ）dudv d x dy 采用极坐标 ，易知 I ＝
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π
２
（cosh１ － １） ．

例 6畅3畅2 　解答下列问题 ：

（１） 设 A 是四维正定矩阵 ，x ∈ R４
，记 Ω ：枙 Ax ，x枛 ≤ １ ，求 I ＝ 簇簇

Ω

e枙Ax ，x枛 dx（dx ＝

d x１ d x２ d x３ d x４ ） （其中 枙Ax ，x枛 ＝ ∑
ψ

i ，j ＝ １

ai j x i x j 是正定二次型） ．

（２）设 Ω ＝ ｛x＝ （x１ ，x２ ，x３ ，x４ ） ： x２２ ＋ x２３ ＋ x２４ ≤ x１ ｝ ．试论积分

I（t） ＝ 簇簇
Ω

e－枙x ，t枛 dx　 （dx ＝ d x１ d x２ d x３ d x４ ，t ∈ R４
）

的敛散性 ．

解 　 （１）记 λi （i＝ １ ，２ ，３ ，４）是 A的特征值 ，并作正交变换化二次型为标准型 ，则 Ω变为 珟Ω ：

∑
４

i ＝ １

λiξ
２
i ≤ １ ，可知 ｜J｜＝ １ ．且有

I ＝ 簇簇
珟Ω

e ∑
４

i＝ １

λiξ
２
i dξ１ dξ２ dξ３ dξ４ ．

再作变换 λiξi ＝ ti （i＝ １ ，２ ，３ ，４） ，则又得

I ＝ １

λ１ λ２ λ３ λ４
簇簇
∑
４

i＝ １

t２i ≤ １

e ∑
４

i＝ １

t２i d t１ d t２ d t３ d t４ ．

再用极坐标变换 ：t１ ＝ r１ cosφ１ ，t２ ＝ r１ sinφ１ ；t３ ＝ r２ cosφ２ ，t４ ＝ r２ sinφ２ ，可知

I ＝ １

| A | 簇
r２
１ ＋ r２２ ≤ １

er２１ ＋ r２２ r１ r２ d r１ d r２∫
２π

０
dφ１∫

２π

０
dφ２ ＝

π
２
（e － １）

２

２ | A |
，

其中 ｜A ｜＝ λ１ λ２ λ３ λ４ 是 A的行列式 ．

（２）令 t＝ （t１ ，t２ ，t３ ，t４ ） ，s＝ （t２ ，t３ ，t４ ） ，u＝ （x２ ，x３ ，x４ ） ，‖ u‖ ＝ x２２ ＋ x２３ ＋ x２４ ，则

I（t） ＝ ∫
＋ ∞

０
e－ t１ x１ 蹿

‖ u‖ ≤ x
１

e－枙u ，s枛 du 扯 J（s） dx１ ． ①

采用正交变换 ，易知问题归结为考察积分（s＝ （a ，０ ，０） ，a＝ ‖ s‖ ）

J（s）＝ 蹿
‖ u‖ ≤ x１

e－ ax２ d x２ dx３ d x４ ＝ ∫
x
１

－ x１
e－ ax２ π（x２１ － x２２ ）d x２

＝
４π x１
a２ cosh（ax１ ） －

４π

a３ sinh（ax１ ） ．

将此代入式 ① ，我们有

I（t） ＝
４π

a２∫
＋ ∞

０
x１ cosh（ax１ ） －

１
a sinh（ax１ ） e－ t１ x１ d x１ ．

易知 ，上述积分收敛当且仅当 a＜ t１ ．

例 6畅3畅3 　解答下列问题 ：

（１）设 Ω ＝ （x１ ，x２ ，⋯ ，xn ） ：０ ≤ x１ ≤ x２ ≤ ⋯ ≤ xn ≤ １ ，f ∈ C（［０ ，１］
n
） ，试将

I ＝ 簇 ⋯∫
Ω

f （x１ ，x２ ，⋯ ，xn ）d x１ dx２ ⋯ dxn
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化为积分序为 x１ → x２ → ⋯ → xn 的累次积分 ．

（２）设 f ∈ C（［０ ，∞ ］
n
） ，试将积分

I（t） ＝ ∫
t

０
dx１∫

x１

０
d x２ ⋯∫

xn －１

０
f （x１ ，x２ ，⋯ ，xn ）d xn

化为积分序为 x１ → x２ → ⋯ → xn 的累次积分 ．特别当 f （x１ ，x２ ，⋯ ，xn ） ＝ f （x１ ） f （x２ ） ⋯ f （xn ）时 ，

有 I（t） ＝
１
n ！∫

t

０
f （s）ds n

．

（３）设 f ∈ C（R１
） ，试证明

I ＝∫
x

０
dx１∫

x
１

０
d x２ ⋯∫

xm －１

０
f （xm ）dxm ＝ ∫

x

０
f （u） （x － u）m －１

（m － １） ！
du ．

　 　解 　 （１）记 Ω在 n － １维空间 Ox２ ⋯ xn 上的投影 Ω n － １ ：

Ωn －１ ＝ ｛（x２ ，⋯ ，xn ） | ０ ≤ x２ ≤ ⋯ ≤ xn ≤ １｝ ．

　 　这是因为对任意的（x２ ，⋯ ，xn ）∈ Ωn － １ ，均存在 x１ 满足 ０ ≤ x１ ≤ x２ ，所以点（x１ ，x２ ，⋯ ，xn ） ∈
Ω在 n － １维空间上的投影即为点（x２ ，⋯ ，xn ） ∈ Ωn － １ ．反之 ，对任意的（x１ ，x２ ，⋯ ，xn ） ∈ Ω ，显然

其投影（x２ ，⋯ ，xn － １ ） ∈ Ωn － １ ．

固定（x２ ，x３ ，⋯ ，xn ）∈ Ωn － １ ，则变量 x１ 的变化范围为 x１ ＝ ０到 x１ ＝ x２ ，故得

I ＝ ∫⋯∫
Ωn －１

dx２ ⋯ d xn∫
x
２

０
f （x１ ，x２ ，⋯ ，xn ）d x１ ．

　 　由于 Ωn － １与 Ω情形相似 ，这样依此下去得

I ＝ 簇
Ω
２

d xnd xn －１∫
xn －１

０
dxn －２ ⋯∫

x
２

０
f （x１ ，x２ ，⋯ ，xn ）d x１ ，

其中 Ω２ ＝ ｛（xn － １ ，xn ）｜０ ≤ xn － １ ≤ xn ≤ １｝ ，最后得

I ＝ ∫
１

０
dxn∫

xn

０
d xn －１ ⋯∫

x
２

０
f （x１ ，x２ ，⋯ ，xn ）dx１ ．

　 　 （２）记 Ω ＝ ｛（x１ ，x２ ，⋯ ，xn ） ：０ ≤ xn ≤ t ，xi ＋ １ ≤ xi ≤ t（i ＝ １ ，２ ，⋯ ，n － １）｝ ，从而可得 I（t） ＝

簇 ⋯∫
Ω

f （x１ ，x２ ，⋯ ，xn ）dx１ dx２ ⋯ d xn 由此即知

I（t） ＝ ∫
t

０
d xn∫

t

xn
d xn －１ ⋯∫

t

x
２

f （x１ ，x２ ，⋯ ，xn）dx１ ．

　 　对 f（x１ ，x２ ，⋯ ，xn ）＝ f （x１ ） f （x２ ） ⋯ f （xn ） ，首先 ，可知

I（t） ＝ ∫
t

０
f（x１ ）d x１∫

x
１

０
f （x２ ）d x２ ⋯∫

xn －１

０
f （xn ）dxn ．

　 　其次 ，显然有

∫
xm －２

０
f（xm －１ ）dxm －１∫

xm －１

０
f（xm ）dxm ＝ １

２∫
xm －２

０
d ∫

xm －１

０
f（xm ）dxm ２

＝
１
２ ！∫

xm －２

０
f（s）ds ２

．

　 　现在假定

∫
x
１

０
f （x２ ）dx２ ⋯∫

xm －１

０
f （xm ）d xm ＝

１
（m － １） ！∫

x
１

０
f（s）ds m －１

，

·７７２·
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则可得

I（t）＝ ∫
t

０

１
（m － １） ！∫

x
１

０
f （s）ds m －１

f （x１ ）d x１
＝

１
m ！∫

t

０
d ∫

x
１

０
f （s）ds m

＝
１
m ！∫

t

０
f （s）ds m

．

由归纳法即得所证 ．

（３）改变累次积分次序 ，可得

I ＝ ∫
x

０
f （xm ）dxm∫

x

xm
dxm －１∫

x

xm －１

dxm －２ ⋯∫
x

x
３

dx２∫
x

x
２

d x１ ．

　 　易知∫
x

x
３

d x２∫
x

x
２

d x１ ＝
（x － x３ ）２

２
，现在假定

∫
x

xm －１

d xm －２∫
x

xm －２

d xm －３ ⋯∫
x

x
３

d x２∫
x

x
２

dx１ ＝
（x － xm －１ ）

m －２

m － ２ ！
，

则我们有

∫
x

xm
dxm －１∫

x

xm －１

d xm －２ ⋯∫
x

x
２

dx１ ＝ １
（m － ２） ！∫

x

xm
（x － xm －１ ）

m －２ dxm －１

＝
１

（m － １） ！
（x － xm －１ ）

m －１
xm

x
＝

（x － xm ）m －１

（m － １） ！
．

因此 ，根据归纳法即知

I ＝ ∫
x

０
f （xm ） （x － xm ）m －１

（m － １） ！
d xm ＝∫

x

０
f （u） （x － u）m －１

（m － １） ！
du ．

　 　例 6畅3畅4 　试求 Rn 中下列立体 Ω的体积 V ：

（１） Ωn （a）＝ ｛（x１ ，x２ ，⋯ ，xn ） ：xi ≥ ０（i＝ １ ，２ ，⋯ ，n） ，x１ ＋ x２ ＋ ⋯ ＋ xn ≤ a｝ ．

（２） Ω ＝ ｛（x１ ，x２ ，⋯ ，xn ） ：x１ ／a１ ＋ x２ ／a２ ＋ ⋯ ＋ xn ／an ≤ １ ，xi ≥ ０（i＝ １ ，２ ，⋯ ，n）｝ ，其中 ai ＞ ０

（i＝ １ ，２ ，⋯ ，n） ．

（３） Ω ＝ ｛（x１ ，x２ ，⋯ ，xn ） ：x２１ ＋ x２２ ＋ ⋯ ＋ x２n ≤ a２ ，a＞ ０｝ ．

（４） Ω ：
x２１
a２１ ＋

x２２
a２２ ＋ ⋯ ＋

x２n － １

a２n － １
＝
x２n
a２n与 x n ＝ an 所围立体（n维圆锥体） ．

解 　 （１）对 Ωn （a）的体积 V n （a） ＝ 簇 ⋯∫
Ωn （a）

d x１ d x２ ⋯ d xn 作变量替换 ：xi ＝ aξi （i＝ １ ，２ ，⋯ ，n） ，

易知 J＝ an ，且 Ωn （a）变为 Ωn （１） ，故知

V n （a） ＝ 簇 ⋯∫
Ωn （１）

Jdξ１ dξ２ ⋯ dξn ＝ anV n （１） ．　 （V n （１）是 Ωn （１）的体积）

注意到 Ωn（１）＝ ｛（ξ１ ，ξ２ ，⋯ ，ξn ） ：ξ１ ＋ ξ２ ＋ ⋯ ＋ ξn ≤ １ ，ξi ≥ ０（i＝ １ ，２ ，⋯ ，n）｝ ，我们令 Ωn － １ （１ － ξn ）＝

｛（ξ１ ，ξ２ ，⋯ ，ξn － １ ） ：ξ１ ＋ ξ２ ＋ ⋯ ＋ ξn － １ ≤ １ － ξn｝ ，以及它的体积记为 V n － １ （１ － ξn ） ．则可得

V n （１）＝ 簇 ⋯∫
Ωn（１）

dξ１ dξ２ ⋯ dξn ＝ ∫
１

０
dξn 簇 ⋯∫

Ωn －１ （１ －ξn）
dξ１ dξ２ ⋯ dξn －１

＝ ∫
１

０
V n －１ （１ － ξn ）dξn ＝ ∫

１

０
（１ － ξn ）

n －１ V n －１ （１）dξn
＝ V n －１ （１）∫

１

０
（１ － ξn ）

n －１ dξn ＝ V n －１ （１）／n ．
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从而作逐次递推后 ，我们有

V n （１） ＝ V n －１ （１）／n ＝ V n －２ （１）／n（n － １） ＝ ⋯ ＝ V １ （１）／n ！＝ １／n ！，
V n （a） ＝ an ／n ！．

　 　 （２）化成累次积分可得

V ＝∫
a
１

０
d x１∫

a
２
（１ － x１ ／a

１
）

０
d x２ ⋯∫

an（１ － x１ ／a
１ － ⋯ － xn －１ ／an －１ ）

０
d xn ．

作变量替换 xi ＝ ai ti （i＝ １ ，２ ，⋯ ，n） ，则 J ＝ a１ · a２ ⋯ an ，且知

V ＝ a１ ⋯ an∫
１

０
d t１∫

１ － t１

０
d t２ ⋯∫

１ － t１ － ⋯ － tn －１

０
d tn

＝ a１ a２ ⋯ an∫
１

０
d t１ ⋯∫

１ － t１ － ⋯ － tn －２

０
［１ － （t１ ＋ t２ ＋ ⋯ ＋ tn －１ ）］d tn －１

＝ a１ a２ ⋯ an∫
１

０
d t１ ⋯∫

１ － t１ － ⋯ － tn －３

０
［１ － （t１ ＋ ⋯ ＋ tn －１ ）］２ ／２

０

１ － （t１ ＋ ⋯ ＋ tn －２ ）
d tn －２

＝
a１ ⋯ an
２ ！ ∫

１

０
d t１ ⋯∫

１ － t１ － ⋯ － tn －３

０
［１ － （t１ ＋ ⋯ ＋ tn －２ ）］２ d tn －２

＝
a１ ⋯ an
３ ！ ∫

１

０
d t１ ⋯∫

１ － t１ － ⋯ － tn －４

０
［１ － （t１ ＋ ⋯ ＋ tn －３ ）］３ d tn －３

＝ ⋯ ＝
a１ ⋯ an
（n － １） ！∫

１

０
（１ － t１ ）n －１ d t１ ＝

a１ ⋯ an
n ！

．

　 　 （３）对积分 V ＝ 簇 ⋯∫
Ω

d x１ d x２ ⋯ d xn 采用极坐标变换 ，可知

V ＝ ∫
２π

０
dφ１∫

π

０
sinφ２ dφ２∫

π

０
sin２ φ３ dφ３ ⋯∫

π

０
sinn －２ φn －１ dφn －１∫

a

０
rn －１ d r

＝
πan
n ∏

n －１

i＝ ２
∫

π／２

０
sini －１ φidφi ．

注意到∫
π／２

０
sini －１ φidφi ＝

１
２
B i

２
，
１
２

＝ πΓ
i
２

２Γ
i ＋ １
２

，故得

∏
n －１

i＝ １
∫

π／２

０
sini －１ φidφi ＝

π
２

n －２
Γ（１）Γ（３／２） ⋯ Γ（（n － １）／２）

Γ（３／２）Γ（２） ⋯ Γ（n／２） ＝
π
２

n －２

Γ
n
２

，

V ＝
２π

n／２ an
nΓ（n／２） ．

　 　 （４）对积分簇 ⋯∫
Ω

dx１ d x２ ⋯ d xn 采用变量替换
x１ ＝ a１ rsinφ１ sinφ２ ⋯ sinφn －２ ，

xj ＝ aj rcosφj －１ ∏
n －２

i＝ j
sinφi 　 （ j ＝ ２ ，３ ，⋯ ，n － ２） ，

xn －１ ＝ an －１ rcosφn －２ ，

xn ＝ xn ．

此时易知 J＝ a１ a２ ⋯ an － １ rn － ２
∏
n － ２

j ＝ １
sin j － １

φj ，故可得

V ＝ a１ a２ ⋯ an －１∫
２π

０
dφ１∫

π

０
sinφ２ dφ２ ⋯∫

π

０
sinn －３ φn －２ dφn －２∫

１

０
rn －２ d r∫

an

an r
d xn

·９７２·
倡
６畅３ 　 n重 积 分



＝
２π

n（n － １）
a１ a２ ⋯ an · ２n －３

∏
n －２

j ＝ ２
∫

π／２

０
sin j －１

φj dφj

＝
２π

n（n － １）
a１ a２ ⋯ an · ２n －３ π

２

n －３

Γ
n － １
２

＝
π
（n －１）／２ a１ ⋯ an

nΓ（（n ＋ １）／２）
．

　 　例 6畅3畅5 　解答下列问题 ：

（１）设 Ωn （a） ：x１ ＋ ⋯ ＋ xn ≤ a ，xi ＞ ０（i＝ １ ，２ ，⋯ ，n） ，求积分

In （a） ＝ 簇 ⋯∫
Ωn（a）

x１ x２ ⋯ xndx１ dx２ ⋯ d xn ．

　 　 （２）设 f ∈ C（［０ ，１］） ，且∫
１

０
f （x）d x ＝ A ，求（k ≤ n）积分

I ＝ ∫
１

０∫
１

０
⋯∫

１

０

x１ ＋ x２ ＋ ⋯ ＋ xk
x１ ＋ x２ ＋ ⋯ ＋ xk ＋ ⋯ ＋ xn f （x１ ） f （x２ ） ⋯ f （xn）d x１ ⋯ d xn ．

　 　 （３）设 x ＝ （x１ ，x２ ，⋯ ，xn ） ，f ∈ C（R１
） ，并令

Ω ＝ （x１ ，x２ ，⋯ ，xn ） ：‖ x ‖ ２
＝ ∑

n

i ＝ １

x２i ≤ a２ ，

试将 I ＝ 簇 ⋯∫
Ω

f （ ‖ x ‖ ）dx１ dx２ ⋯ dxn 化为一重积分 ．

解 　 （１）采用变量替换 xi ＝ ati （ i＝ １ ，２ ，⋯ ，n） ，则 Ωn （a）变为 珟Ωn ：t１ ＋ t２ ＋ ⋯ ＋ tn ≤ １ ，且

In （a） ＝ a２ n I n （１） ．对 n≥ ２ ，我们有

In （１）＝∫
１

０
x１ d x１ 簇 ⋯∫

x２ ＋ ⋯ ＋ xn ＜ １ － x１

x２ ⋯ xndx２ ⋯ d xn ．

＝ In －１ （１）∫
１

０
x１ （１ － x１ ）２n －２ d x１ ＝ In －１ （１）Γ（２）Γ（２n － １）／Γ（２n ＋ １） ．

因为 I１ （１） ＝ ∫
１

０
xdx ＝ １／２ ，所以 In （１） ＝ Γ（３）／２Γ（２n ＋ １） ＝ １／（２n） ！．最后我们有 In （a）＝

a２n ／（２n） ！．

（２）记 Ii ＝∫
１

０∫
１

０
⋯∫

１

０

xi
x１ ＋ ⋯ ＋ xn f （x１ ） f （x２ ） ⋯ f （xn ）dx１ ⋯ d xn ，则

I ＝ ∑
k

i ＝ １

Ii ＝ kI１ 　 （由对称性知 Ii ＝ I１ （i ＝ １ ，２ ，⋯ ，n）） ．

nI１ ＝ I１ ＋ I２ ＋ ⋯ ＋ In ＝ ∫
１

０∫
１

０
⋯∫

１

０
f （x１ ） f （x２ ） ⋯ f （xn ）d x１ ⋯ d xn ，

＝ ∫
１

０
f （x１ ）d x１ ∫

１

０
f （x２ ）d x２ ⋯ ∫

１

０
f （xn ）d xn ＝ An

．

由此即知 I１ ＝ An
／n ，从而 I ＝ kAn

／n ．

（３）采用极坐标系统

x１ ＝ rsinφ１ sinφ２ ⋯ sinφn －１ ，　 ０ ≤ r ≤ a ，

xj ＝ rsinφj －１ ∏
n －１

i ＝ j
sinφi 　 （ j ＝ ２ ，３ ，⋯ ，n － １） ，　 ０ ≤ φ１ ≤ ２π ，

xn ＝ rcosφn －１ ，　 ０ ≤ φj ≤ π（ j ＝ ２ ，３ ，⋯ ，n － １） ，

抄（x１ ，x２ ，⋯ xn ）
抄（r ，φ１ ，⋯ ，φn －１ ）

＝ rn －１ ∏
n －１

j ＝ １

sin j －１
φj ．
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从而可得

I ＝∫
２π

０
dφ１∫

π

０
sinφ２ dφ２∫

π

０
sin２

φ３ dφ３ ⋯∫
π

０
sinn －２ dφn －１∫

a

０
f （r）rn －１ d r

＝ ２
n －１

π ∏
n －１

j ＝ ２
∫

π／２

０
sin j －１

φj dφj∫
a

０
f （r）rn －１ d r ．

对上述乘积中的每个积分 ，用替换 sinφj ＝ x１／２j ，则有

∫
π／２

０
sin j －１

φj dφj ＝
１
２∫

１

０
tj／２ －１j （１ － tj ）－１／２ d tj ＝

１
２
B j

２
，
j
２

＝
π
２

Γ（ j／２）
Γ（（ j ＋ １）／２）

，

∏
n －１

j ＝ ２
∫

π／２

０
sin j －１

φj dφj ＝
π
２

n －２

·
Γ（１）Γ（３／２） ⋯ Γ（（n － １）／２）

Γ（３／２）Γ（２） ⋯ Γ（n／２） ＝
π
２

n －２

Γ
n
２

，

I ＝ ２π
n／２

Γ（n／２）∫
a

０
f （r）rn －１ d r ＝ π

n／２

Γ（n／２）∫
a

０
f （r）rn －２ d r２

t ＝ r２ π
n／２

Γ（n／２）∫
a２

０
f （ t）tn／２ －１ d t ．

　 　例 6畅3畅6 　计算下列积分 ：

（１） I ＝∫
１

０∫
１

０
⋯∫

１

０
cos２ π

２n（x１ ＋ x２ ＋ ⋯ ＋ xn ） dx１ d x２ ⋯ d xn ．

（２）记［０ ，１］
n
＝ ［０ ，１］ × ［０ ，１］ × ⋯ × ［０ ，１］ ，

　 　 （i） I ＝ 簇 ⋯∫
［０ ，１］

n
max｛ x１ ，x２ ，⋯ ，xn｝d x１ d x２ ⋯ d xn ．

　 　 （ii） I ＝ 簇 ⋯∫
［０ ，１］

n
min｛ x１ ，x２ ⋯ ，xn｝d x１ d x２ ⋯ d xn ．

解 　 （１）作变换 xk ＝ １ － yk （k＝ １ ，２ ，⋯ ，n） ，则有

I ＝∫
１

０∫
１

０
⋯∫

１

０
cos２ π

２
－

π
２n（y１ ＋ y２ ＋ ⋯ ＋ yn ） dy１ dy２ ⋯ dyn

＝∫
１

０∫
１

０
⋯∫

１

０
sin２ π

２n（y１ ＋ y２ ＋ ⋯ ＋ yn ） dy１ dy２ ⋯ dyn ．

由此可知 ２ I ＝ ∫
１

０∫
１

０
⋯∫

１

０
dx１ dx２ ⋯ dxn ＝ １ ，即 I ＝ １

２
．

（２）利用区域的对称性 ，以及被积函数关于变量置换的对称性 ，我们有

（i） I ＝ n ！∫
１

０
x１ dx１∫

x
１

０
d x２ ⋯∫

xn －１

０
d xn ＝

n
n ＋ １

．

（ii） I ＝ n ！∫
１

０
dx１∫

x
１

０
dx２ ⋯∫

xn －１

０
xnd xn ＝

１
n ＋ １ ．

６畅４ 　反常重积分（以二重积分为例）

定义 6畅4畅1 　设 D为一区域 ，｛Dn｝为一有界闭区域列 ，满足 ：

（１） D１ 炒 D２ 炒 ⋯ 炒 Dn 炒 ⋯ 炒 D ；

（２）对 D内任一有界闭区域 F ，存在 m ，使 F炒 Dm ．

则称｛Dn｝为区域 D的一个穷竭列 ．

·１８２·６畅４ 　反常重积分（以二重积分为例）



定义 6畅4畅2 　设 D为一区域 ，f （x ，y）在 D上内闭可积（即在 D内任一有界闭区域上可积） ，

｛Dn｝是 D的任一穷竭列 ．若极限

lim
x → ∞簇

Dn

f （x ，y）d xdy ＝ I

存在（ I与穷竭列的取法无关） ，则称反常积分簇
D
f （x ，y）d xdy收敛 ．反之 ，则称为发散 ．

若反常积分簇
D
| f （x ，y） | dxdy收敛 ，则称反常积分簇

D
f （x ，y）d xdy绝对收敛 ．

定理 6畅4畅1 　反常积分簇
D
f （x ，y）d xdy绝对收敛的充要条件是 ：存在一个穷竭列｛Dn｝和常

数 M ，使对一切 n ，有簇
Dn

| f （x ，y） | d xdy ≤ M ．

定理 6畅4畅2 　设 珦D ，D为平面区域 ，变换 T ：x ＝ x（u ，v） ，y ＝ y（u ，v） ，珦D → D为同胚变换 ，且

T ∈ C（２）
（珦D） ，则下式

簇
D
f （x ，y）dxdy ＝ 簇

珦D
f ［x（u ，v） ，y（u ，v）］ | J（u ，v） | dudv

中有一反常积分收敛 ，另一反常积分也收敛 ，且等式成立 ．

例 6畅4畅1 　试证明下列命题 ：

（１）设 D ：１ ≤ x ，y ＜ ＋ ∞ ；f （x ，y）＝ （x２ － y２ ）／（x２ ＋ y２ ）２ ．且令

I ＝ 簇
D
f （x ，y）dx dy ，　 I１ ＝ ∫

＋ ∞

１
d x∫

＋ ∞

１
f （x ，y）dy ，　 I２ ＝ ∫

＋ ∞

１
dy∫

＋ ∞

１
f （x ，y）d x ，

则 I发散 ，I１ 与 I２ 收敛（ I１ ＝ － π／４ ，I２ ＝ π／４） ．

（２）积分 I ＝ ∫
＋ ∞

０ ∫
＋ ∞

０
e－ x y sin xd xdy发散 ．

（３）积分 I ＝ 簇
D
sin（x２ ＋ y２ ）dx dy不存在 ，D ：０ ≤ x ，y ＜ ∞ ．

（４）设 f （x ，y）＝ ２（x － y）／（x ＋ y ＋ a）３ （x ≥ ０ ，y ≥ ０ ，a＞ ０） ，令

I ＝ 簇
D
f （x ，y）dxdy 　 （D是第一象限） ，

F（ξ ，η） ＝ ∫
ξ

０
dx∫

η

０
f （x ，y）dy ＝∫

η

０
dy∫

ξ

０
f （x ，y）d x ，

则 I发散 ；I１ ＝ ∫
＋ ∞

０
dx∫

＋ ∞

０
f （x ，y）dy ＝ － １ ，I２ ＝ ∫

＋ ∞

０
dy∫

＋ ∞

０
f （x ，y）d x ＝ １ ．又有

lim
ξ → ＋ ∞

lim
η → ＋ ∞

F（ξ ，η） ＝ － １ ，　 lim
η → ＋ ∞

lim
ξ → ＋ ∞

F（ξ ，η） ＝ １ ．

但极限 lim
ξ ，η → ＋ ∞

F（ξ ，η）不存在 ．

（５）设 a＞ ０ ，且令

f （x ，y） ＝
１

x ＋ a ＋
１

y ＋ a cos xcos y －
１

（x ＋ a）２ sin xcosy －
１

（y ＋ a）２ cos xsin y ，
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I１ ＝ ∫
＋ ∞

０
d x∫

＋ ∞

０
f （x ，y）dy ，　 I２ ＝ ∫

＋ ∞

０
dy∫

＋ ∞

０
f （x ，y）d x ，

则 I１ ，I２ 发散 ，但 I ＝ 簇
D
f （x ，y）d xdy ＝ ０（D是第一象限） ．

（６）设 f （x ，y）＝ （２ － x y）x ye － x y
，D ：０ ≤ x ≤ １ ，０ ≤ y ＜ ∞ ，令

I ＝ 簇
D
f （x ，y）d xdy ，　 I１ ＝ ∫

１

０
d x∫

＋ ∞

０
f （x ，y）dy ，　 I２ ＝ ∫

＋ ∞

０
dy∫

１

０
f （x ，y）d x ，

则 I存在 ，I１ ＝ ０ ，I２ ＝ １ ．

证明 　 （１）考察其绝对值的积分 ，我们有（Dn ＝ ｛（x ，y） ：１ ≤ x ，y ≤ n｝）

I ＝ 簇
Dn

| f （x ，y） | d xdy ＝ ∫
n

１
d x∫

x

１
| f （x ，y） | dy ＋∫

n

１
d x∫

n

x
| f （x ，y） | dy

＝ ∫
n

１

y
x２

＋ y２
x

１

dx ＋∫
n

１

y
x２

＋ y２
x

n
d x → ＋ ∞ （n → ∞ ） ．证毕 ．

对累次积分的计算 ，我们有

I１ ＝ ∫
＋ ∞

１

y
x２

＋ y２
＋ ∞

１

d x ＝∫
１

＋ ∞

d x
１ ＋ x２ ＝ －

π
４

，

I２ ＝ ∫
＋ ∞

１

x
x２

＋ y２
１

＋ ∞
dy ＝ ∫

＋ ∞

１

dy
１ ＋ y２ ＝

π
４

．

　 　 （２）考察｜ f （x ，y）｜的积分 ，我们有

I ＝∫
＋ ∞

０ ∫
＋ ∞

０
| f（x ，y） | dxdy ＝∫

＋ ∞

０
| sinx | dx∫

＋ ∞

０
e－ x y dy ＝∫

＋ ∞

０

sinx
x dx ＝ ＋ ∞ ．

由此即得所证 ．

注 　累次积分是存在且相等 ：

∫
＋ ∞

０
dy∫

＋ ∞

０
f （x ，y）d x ＝

π
２

，　∫
＋ ∞

０
dx∫

＋ ∞

０
f（x ，y）dy ＝

π
２

．

　 　 （３）令 DR ＝ ｛（x ，y） ：x ≥ ０ ，y ≥ ０ ，x２ ＋ y２ ≤ R２
｝ ，则可得

IR ＝ 簇
DR

sin（x２ ＋ y２ ）d xdy ＝ ∫
π／２

０
dθ∫

R

０
rsin r２ d r ＝ π

４
（１ － cosR２

） ．

由此可知 ，极限 lim
R → ＋ ∞

IR 不存在 ．注意 ，其累次积分存在相等（用三角公式） ：

∫
＋ ∞

０
dy∫

＋ ∞

０
sin（x２ ＋ y２ ）d x ＝ ∫

＋ ∞

０
d x∫

＋ ∞

０
sin（x２ ＋ y２ ）dy ＝

π
４

．

　 　 （４） （i）取正实数列｛kn｝ ：lim
n → ∞

kn ＝ ＋ ∞ ，并记（n＝ １ ，２ ，⋯ ）

Dn ＝ ｛（x ，y） ：x ＋ y ≤ kn ，x ≥ ０ ，y ≥ ０｝ ，

以及 In ＝ 簇
Dn

f （x ，y）d xdy ，则可知

In ＝ ∫
kn

０
dx∫

kn － x

０
f （x ，y）dy ＝ ∫

kn

０
dx y － x

（x ＋ y ＋ a）２
kn － x

０

－∫
kn － x

０

dy
（x ＋ y ＋ a）２
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＝ ∫
kn

０

kn － ２ x
（kn ＋ a）２ ＋

x
（x ＋ a）２ ＋

１
kn ＋ a －

１
x ＋ a d x

＝
k２n

（kn ＋ a）２ －
k２n

（kn ＋ a）２ ＋
kn

kn ＋ a －∫
kn

０

adx
（x ＋ a）２ ＝

kn
kn ＋ a ＋

a
kn ＋ a －

a
a ＝ ０ ．

由此知 In → ０（n → ∞ ） ．

另一方面 ，令 D′n ＝ ｛（x ，y） ：x ≥ ０ ，y ≥ ０ ，α＞ ０ ，β＞ ０ ，x／α＋ y／β ≤ kn｝ ，

Jn ＝ 簇
D′n

f （x ，y）d xdy ＝ ∫
α k n

０
dx∫

β（kn － x／α）

０
f （x ，y）dy ，

因为我们有

∫
β（kn － x／α）

０
f （x ，y）dy ＝ y － x

（x ＋ y ＋ a）２
β（kn － x／α）

０

－∫
β（kn － x／α）

０

dy
（x ＋ y ＋ a）２

＝ －
２αβ

（α － β）
２

１

x ＋ α（βkn ＋ a）／（α － β）

　 ＋
α
２
［a（α ＋ β） ＋ ２αβkn ］

（α － β）
３
［x ＋ α（βkn ＋ a）／（α － β）］

２ －
α

（x ＋ a）２ ，

所以得到

Jn ＝ －
２αβ

（α － β）
２ ln α kn ＋ a

βkn ＋ a ＋
αβkn ［２a ＋ （α ＋ β）kn］

（α － β）（a ＋ α kn）（a ＋ βkn）
，

lim
n → ∞

Jn ＝ －
２αβ

（α － β）
２
ln α

β
＋

α ＋ β

α － β
．

这就有 lim
n → ∞

In ≠ lim
n → ∞

Jn ，即 I发散 ．

（ii）对于 I１ ，I２ 的计算 ，我们有

I１ ＝ lim
ξ → ＋ ∞ ∫

ξ

０
lim

η → ＋ ∞ ∫
η

０
f （x ，y）dy d x

＝ lim
ξ → ＋ ∞ ∫

ξ

０
lim

η → ＋ ∞

η － x
（x ＋ η ＋ a）２ ＋

x
（x ＋ a）２ ＋

１
x ＋ η ＋ a －

１
x ＋ a d x

＝ lim
ξ → ＋ ∞ ∫

ξ

０

－ a
（x ＋ a）２ d x ＝ lim

ξ → ＋ ∞

a
ξ ＋ a － １ ＝ － １ ；

I２ ＝ lim
η → ＋ ∞ ∫

η

０
lim

ξ → ＋ ∞ ∫
ξ

０
f （x ，y）d x dy

＝ lim
η → ＋ ∞ ∫

η

０
lim

ξ → ＋ ∞

y － ξ

（ξ ＋ y ＋ a）２ －
y

（y ＋ a）２ －
１

ξ ＋ y ＋ a ＋
１

y ＋ a dy
＝ lim

η → ＋ ∞ ∫
η

０

ady
（y ＋ a）２ ＝ lim

η → ＋ ∞
１ －

a
η ＋ a ＝ １ ．

　 　 （iii）我们有 F（ξ ，η） ＝ ξη（ξ － η）／（ξ＋ a）（η＋ a）（ξ＋ η＋ a） ，则当沿着 ξ＝ η而

ξ → ＋ ∞ ，η → ＋ ∞时 ，知 F（ξ ，η）趋于 ０ ；当沿着 ξ＝ ２η而 ξ → ＋ ∞ ，η → ＋ ∞ 时 ，知
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F（ξ ，η）趋于 １／３ ．这说明极限 lim
ξ → ＋ ∞

η → ＋ ∞

F（ξ ，η）不存在 ．不过 ，我们有

lim
ξ → ＋ ∞

lim
η → ＋ ∞

＝ lim
ξ → ＋ ∞

－ ξ
ξ ＋ a ＝ － １ ，　 lim

η → ＋ ∞
lim

ξ → ＋ ∞
F（ξ ，η） ＝ lim

η → ＋ ∞

η

η ＋ a ＝ １ ．

　 　 （５）由 a＞ ０可知 f ∈ C（D） ，且因为有

抄
２

抄 x抄y
１

x ＋ a ＋
１

y ＋ a sin xsiny ＝ f （x ，y） ，

所以得到（Y ＞ ０）

∫
Y

０
f （x ，y）dy ＝ １

x ＋ a ＋
１

y ＋ a cos xsin y －
sin xsin y
（x ＋ a）２

Y

０

＝
１

x ＋ a ＋
１

Y ＋ a cos xsinY －
sin xsinY
（x ＋ a）２ ．

从而积分∫
＋ ∞

０
f （x ，y）dy不存在 ．类似地可证∫

＋ ∞

０
f （x ，y）dx也不存在 ．但是由

∫
X

０∫
Y

０
f （x ，y）dxdy ＝

１
X ＋ a ＋

１
Y ＋ a sinXsinY ≤

１
X ＋ a ＋

１
Y ＋ a

≤
１

X ＋ a ＋
１

Y ＋ a → ０ 　 （X → ＋ ∞ ，Y → ＋ ∞ ） ，

可知 I ＝ ０ ．

（６）注意到 f （x ，y）＝ 抄
抄 y（xy

２ e － x y
） ，故知对 ０ ≤ x ≤ １ ，积分∫

＋ ∞

０
f （x ，y）dy ＝ ０ ．

从而有 I１ ＝ ０ ．因为对 y ≥ ０ ，有 f （x ，y）＝ 抄
抄 x（x

２ ye － x y
） ，故知

∫
１

０
f （x ，y）d x ＝ ye－ y

，　 I２ ＝ ∫
＋ ∞

０
ye－ ydy ＝ １ ．

（这说明反常积分收敛不一定能交换积分次序 ．）

例 6畅4畅2 　求下列非负函数的反常积分 ：

（１）设 D ：x ≥ ０ ，y ≥ ０ ，I ＝ 簇
D

d xdy
（１ ＋ x ＋ y）３

．

（２）设 D ：x ≥ ０ ，y ≥ x ，xy ≤ １ ，I ＝ 簇
D

yd x dy
（１ ＋ xy）２ （１ ＋ y２ ）

．

（３）设 D ：y ≥ x２ ＋ １ ，I ＝ 簇
D

dxdy
x４

＋ y２
．

解 　 （１） I ＝ ∫
＋ ∞

０
dx∫

＋ ∞

０

dy
（１ ＋ x ＋ y）３

＝ ∫
＋ ∞

０

－ １

２（１ ＋ x ＋ y）２
＋ ∞

０
d x

＝
１
２∫

＋ ∞

０

dx
（１ ＋ x）２ ＝

１
２

－
１

１ ＋ x
＋ ∞

０
＝

１
２

．

（２）分解 D为 D１ ，D２ 两个区域 ，I分解为 I１ ＋ I２ ：
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D１ ：０ ≤ y ≤ １ ，０ ≤ x ≤ y ，　 D２ ：０ ≤ x ≤ １ ，１ ≤ y ≤ １／x ．

I１ ＝ 簇
D
１

yd xdy
（１ ＋ xy）２ （１ ＋ y２ ）

＝ ∫
１

０

ydy
１ ＋ y２∫

y

０

d x
（１ ＋ xy）２ ，

I２ ＝ 簇
D
２

yd xdy
（１ ＋ xy）２ （１ ＋ y２ ）

＝ ∫
＋ ∞

１

ydy
１ ＋ y２∫

１／y

０

d x
（１ ＋ xy）２ ．

经计算可得

I１ ＝ ∫
１

０

y２ dy
（１ ＋ y２ ）２

＝ arctan y －
１
２

y
１ ＋ y２

＋ arctan y
１

０

＝
π
８

－
１
４

．

I２ ＝ ∫
＋ ∞

０

y
１ ＋ y２

－
１

y（１ ＋ xy）
１／y

０
dy ＝

１
２

π
２

－
π
４

＝
π
８

．

I ＝ I１ ＋ I２ ＝ （π － １）／４ ．

　 　 （３）令 Dn ＝ （x ，y） ：－ n＜ x ＜ n ，－ n＜ y ＜ n ，珦Dn ＝ D ∩ Dn ，则

I ＝ lim
n → ∞

In ，　 In ＝ 簇
珦Dn

d xdy
x４

＋ y２
．

因为我们有

In ＝∫
n －１

－ n －１
d x∫

n

１＋ x２
dy

x４
＋ y２

＝ ２∫
n －１

０

arctan（y／x２ ）
x２

n

１＋ x２
d x

＝ ２∫
n －１

０

１
x arctan n

x２ － arctan １ ＋ x２
x２ dx

＝
２
x arctan n

x２ － arctan １ ＋ x２
x２

０

n －１

　 ＋ ４∫
n －１

０

１

２ x４ ＋ ２ x２ ＋ １
－

n
x２

＋ n２ d x ，

又注意到∫
n －１

０

ndx
x４

＋ n２ ＜
１
n∫

n －１

０
d x ＝

n － １
n ，所以得出

I ＝ lim
n → ∞

４∫
n －１

０

dx
２ x４ ＋ ２ x２ ＋ １

＝ lim
n → ∞

２∫
n －１

０

d x
x４

＋ x２ ＋ １／２

（分部积分）＝ lim
n → ∞

２

２ ２ － １
ln x２ ＋ ２ － １ x ＋ １／ ２

x２ － ２ － １ x ＋ １／ ２

　 ＋
２

２ ＋ １
arctan ２ x

２ ＋ １
＋

２ － １

２ ＋ １

　 ＋ arctan ２ x
２ ＋ １

－
２ － １

２ ＋ １

n －１

０

＝ π ２（ ２ － １） ．
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　 　例 6畅4畅3 　求下列非负函数的反常积分 ：

（１） I ＝ 簇
R２
e－ ［ x２ ＋ （ y － x）２ ＋ y２ ］d xdy ．　 （２） I ＝ 簇

x ，y ≥ ０

d xdy
ex ＋ ey ．

解 　 （１）化为累次积分 ，可知

I ＝ ∫
＋ ∞

－ ∞
e－３ y２ ／２

∫
＋ ∞

－ ∞
e－２ x２ ＋ ２ xy － y２ ／２ d x dy

＝ ∫
＋ ∞

－ ∞
e－３ y２ ／２ dy∫

＋ ∞

－ ∞
e－２（x － y／２）２ dx ．

作变量替换 t＝ ２（x － y／２） ，d t ＝ ２d x ，我们有

I ＝ １

２
∫

＋ ∞

－ ∞
e－３ y２ ／２ dy∫

＋ ∞

－ ∞
e－ t２ d t ＝ π

２∫
＋ ∞

－ ∞
e－３ y２ ／２ dy ＝

π

３
．

　 　 （２）化为累次积分 ，再作变量替换 t＝ ex ，我们有

I ＝ ∫
＋ ∞

０
dy∫

＋ ∞

０

d xex ＋ ey ＝ ∫
＋ ∞

０
dy∫

＋ ∞ d t
t（t ＋ ey ）

＝ ∫
＋ ∞

０

dy
ey∫

＋ ∞

１

１
t －

１

t ＋ ey d t ＝∫
＋ ∞

０
e－ y ln t

t ＋ ey
＋ ∞

１

dy
＝ ∫

＋ ∞

０
e－ y ln（１ ＋ ey ）dy ＝ ２ln２ ．

　 　例 6畅4畅4 　试用反常二重积分计算下列积分 ：

（１） I ＝ ∫
＋ ∞

－ ∞
cosu２ du ．　 （２） I ＝ ∫

＋ ∞

０

e－ ax
－ e－ bx

x cosλxd x 　 （a ，b ＞ ０） ．

（３）设 f ∈ C（１）
（［０ ，∞ ）） ，f′（x）在［０ ，∞ ）上单调且 lim

x → ∞
f （x） ＝ l ．计算 I ＝

∫
＋ ∞

０

f （bx ） － f （ax ）
x d x ．

解 　 （１）作变量替换 u２ ＝ x ，则 I ＝∫
＋ ∞

０
cosx· １

x
dx ．注意到积分等式 １／ x ＝

２

π
∫

＋ ∞

０
e－ t２ x d t ，则又得到

I ＝
２

π
∫

＋ ∞

０
cos x · ∫

＋ ∞

０
e－ t２ x d t dx ＝

２

π
∫

＋ ∞

０
d t∫

＋ ∞

０
cos xe－ t２ x d x ．

因为我们有

∫
＋ ∞

０
cos xe－ t２ x dx ＝ －

１

t２ cos xe－ t２ x
＋ ∞

０
＋∫

＋ ∞

０
e－ t２ x sin xdx

＝
１

t２ ＋
１

t４∫
＋ ∞

０
sin xd（e－ t２ x

） ＝
１

t２ －
１

t４∫
＋ ∞

０
e－ t２ x cos xd x ，

所以（对上式移项）可推出∫
＋ ∞

０
cos xe－ t２ xd x ＝

t２
１ ＋ t４ ．从而得到
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I ＝∫
＋ ∞

－ ∞
cosu２ du ＝

２

π
∫

＋ ∞

０

t２ d t
１ ＋ t４

＝
１

２π
ln t２ － ２ t ＋ １

t２ ＋ ２ t ＋ １
＋ arctan t － １

２
＋ arctan t ＋ １

２

＋ ∞

０

＝
π
２

．

　 　 注 　同理可证∫
＋ ∞

－ ∞
sinu２ du ＝

π
２

．

（２）应用积分等式 e－ ax
－ e－ bx

x ＝ ∫
b

a
e－ x t d t（x ＞ ０） ，可得

I ＝ ∫
＋ ∞

０
cosλx ∫

b

a
e－ x t d t dx ＝ ∫

b

a
d t∫

＋ ∞

０
e－ x t cosλx d x

注意积分∫
＋ ∞

０
e－ x t cosλx dx关于 t ∈ ［a ，b］一致收敛 ．由此知

I ＝ ∫
b

a
td t

t２ ＋ λ
２ ＝

１
２
ln b２ ＋ λ

２

a２ ＋ λ
２ ．

　 　 （３）应用积分等式 f （bx ） － f （ax）
x ＝ ∫

b

a
f′（yx ）dy ，可知

I ＝ ∫
＋ ∞

０ ∫
b

a
f′（yx ）dy d x ．

　 　由题设易得 f′（x） → ０（x → ＋ ∞ ） ．从而知 f′（x）非负递减或 f′（x）非正递增 ．

不妨假定 f′（x）非负递减 ，此时有 f′（y x） ≤ f′（ax）（ x ≥ ０ ，y ∈ ［a ，b］） ，故积分

∫
＋ ∞

０
f′（yx ）dx关于 y ∈ ［a ，b］一致收敛 ．因此 ，我们有

I ＝ ∫
b

a
dy∫

＋ ∞

０
f′（yx）dx ＝ ∫

b

a

l － f （０）
y

dy ＝ ［l － f （０）］ln b
a ．

　 　例 6畅4畅5 　试判别下列积分的敛散性 ：

（１）设 D ：x２ ＋ y２ ≥ １ ，x ≥ ０ ，y ≥ ０ ，φ ∈ C（D）且 m ≤ ｜φ（x ，y）｜≤ M（x ，y） ∈ D ．

I ＝ 簇
D

φ（x ，y）d xdy
（x２ ＋ y２ ）p

．

（２）设 f （x ，y）＝ （y２ － x２ ）／（x２ ＋ y２ ）２ ，且令区域

D１ ：０ ≤ x ≤ １ ，１ ≤ y ＜ ＋ ∞ ；D２ ：１ ≤ x ≤ y ，１ ≤ y ＜ ＋ ∞ ；

D３ ：１ ≤ x ＜ ＋ ∞ ，１ ≤ y ＜ ＋ ∞ ．

I１ ＝ 簇
D
１

f （x ，y）dxdy ；　 I２ ＝ 簇
D
２

f （x ，y）d xdy ；　 I３ ＝ 簇
D
３

f （x ，y）d xdy ．

　 　 （３）设 D ：x ≥ ０ ，y ≥ ０ ，x ＋ y ≥ １ ，I ＝ 簇
D

d xdy
x p

＋ xq （p ，q ＞ ０） ．

（４）设 D ：x ＋ y ≥ １ ，I ＝ 簇
D

sin x · sin y
（x ＋ y）p

d xdy ．
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（５）设 D ：x ≥ ０ ，y ≥ ０ ，xα ＋ yβ ≥ １ ，I ＝ 簇
D

dxdy
（xα ＋ yβ ）m

（α ，β ＞ ０） ．

解 　 （１）只需考察积分 J ＝ 簇
D

dx dy
（x２ ＋ y２ ）p

，对此 ，采用极坐标变换 ，可得

J ＝∫
π／２

０
dθ∫

＋ ∞

０

rd r
r２ p ＝

π
２∫

＋ ∞

０

d r
r２ p －１ ．

从而知当 ２ p － １ ＞ １即 p ＞ １时 ，I收敛 ．

（２） I１ 收敛 ．I２ 发散 ．I３ 发散 ．

（３）令 x ＝ r１／p cos２／pθ ，y ＝ r１／q sin２／q
θ ，则得

I ＝ ２

p q∫
π／２

０
sin２／q －１ θ· cos２／p －１ θdθ∫

＋ ∞

１
r１／p ＋

１
q －２ d r ＝ １

２
B １

q ，
１

p ·∫
＋ ∞

１

d r
r２ －１ ／p －１／q ．

由此即知在 １／p ＋ １／q＜ １时 I收敛 ．

（４）令 u＝ （x ＋ y）／ ２ ，v ＝ （x － y）／ ２ ，则 D变为 D１ ：u ≥ １／ ２ ，v ∈ R１
．故可得

I ＝ １

２
１＋ p／２簇

D
１

cos ２ v － cos ２ u
up dudv ．

注意到被积函数的连续性 ，转而考察 D２ ：１ ≤ u ≤ n ，｜v｜≤ n ，我们有

In ＝ 簇
Dn

cos ２ v － cos ２ u
up du ＝ ∫

n

１

du
up

n

－ n
（cos ２ v － cos ２ u）dv

＝ ２sin（ ２n）∫
n

１

du
up － ２n·∫

n

１

cos ２ u
up du ．

由此即知不存在极限 lim
n → ∞

In ，即 I发散 ．

（５）作变量替换 x ＝ r２／αcos２／αθ ，y ＝ r２／β sin２／βθ ，易知 J ＝ r２／α ＋ ２／β － １

φ（θ） ，故 I ＝

∫
π／２

０
φ（θ）dθ∫

＋ ∞

１
r２／α＋ ２／β －１ r２md r ．由此知 － １／α － １／β＜ m时 I 收敛 ．

例 6畅4畅6 　计算下列积分 I的值 ：

（１）设 D ：x ≥ ０ ，y ≥ ０ ，x３ ＋ y３ ≤ １ ．I ＝ 簇
D
x２ y３ １ － x２ － y３ d xdy ．

（２）设 D ＝ R２
，a ＞ ０ ，ac － b２ ＞ ０ ．I ＝ 簇

D

d xdy
（p ＋ ax２

＋ ２bxy ＋ cy２
）
２ （p ＞ ０） ．

　 　 （３）设 D ：０ ≤ x ≤ １ ，x ＋ y ≥ １ ．I ＝ 簇
D

dxdy
（x ＋ y）p

．

解 　 （１）作变量替换 x３ ＋ y３ ＝ u ，y３ ＝ uv ，即 x ＝ u１／３ （１ － v）１／３ ，y ＝ u１／３ v１／３ ，则

J ＝ u － １ ／３ v － ２／３
（１ － v）－ ２／３

／９ ，且 D就变成 珦D ：０ ≤ u ≤ １ ，０ ≤ v ≤ １ ．从而我们有
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I ＝ 簇
珡D

u２ ／３ （１ － v）２／３ uv （１ － u）１／２ | J | dudv

＝
１
９∫

１

０
u７／３ －１ （１ － u）３／２ －１ du∫

１

０
v１／３ dv ＝

１
９
B ７

３
，
３
２

３
４

＝
１
１２

Γ
７
３

Γ
３
２

Γ
７
３

＋
３
２

＝
２ ３

５ · １１ · １７
Γ

３
（１／３）

３ ２π
．

　 　 （２）选 θ ，作转轴变换

x ＝ ucosθ ＋ vsinθ ，　 y ＝ － usinθ ＋ v cosθ ，
使得 ax２ ＋ ２bxy ＋ cy２ ＝ A u２ ＋ Cv２ ，其中判别式 ac － b２ 不变 ，故 AC ＝ ac － b２ ．注意

到二次式的正定性 ，且 A ＞ ０ ，C ＞ ０ ，J ＝ １ ，易知

I ＝ 簇
R２

dudv
（p ＋ Au２ ＋ Cv ２ ）２ ．

令 u＝ p／A s ，v ＝ p／Ct ，则有 I ＝
１

p AC簇R２

dsd t
（１ ＋ s２ ＋ t２ ）２ ．再作极坐标变换

s ＝ rcosφ ，t＝ rsinφ ，我们有

I ＝ １

p AC∫
２π

０
dφ∫

＋ ∞

０

rd r
（１ ＋ r２ ）２ ＝

π

p AC ．

　 　 （３）令 x ＋ y ＝ u ，x ＝ v ，则 J ＝ １ ，D变为 珦D ：０ ≤ v ≤ １ ，１ ≤ u＜ ∞ ，且可得

I ＝ ∫
１

０
dv∫

＋ ∞

１

du
up ＝ lim

n → ∞ ∫
n

１

du
up ＝ lim

n → ∞
（n１ － p － １）／（１ － p） ．

这说明当 p ＞ １时 ，I ＝ １／（p － １） ；p ≤ １时 I发散 ．

例 6畅4畅7 　计算下列积分 ：

（１） I ＝ 簇
R２
| ax ＋ by | e－ （x２ ＋ y２ ）／２ d xdy （A ＝ a２ ＋ b２ ＞ ０） ．

（２）设 ０ ＜ α＜ π／２ ，D是第一象限 ．I ＝ 簇
D
e－ （x２ ＋ ２ xycosα＋ y２ ） dx dy ．

（３）设 a＞ ０ ，ac － b２ ＞ ０ ．I ＝ 簇
R２
eax ２ ＋ ２ bx y ＋ cy２ ＋ ２ dx ＋ ２ ey ＋ f d xdy ．

解 　 （１）选 c ，d作正交变换 u ＝ （ax ＋ by）／ A ，v ＝ cx ＋ dy ，则 x２ ＋ y２ ＝ u２ ＋
v２ ．从而可得

I ＝ 簇
R２
| u | e－ （u２ ＋ v２ ）／２ Adudv ＝ ２ ２Aπ ．

　 　 （２）记被积函数为 f （x ，y） ＝ e － ［（x ＋ ycosα）２ ＋ y２ sin２ α］
，并作变量替换 x ＋ ycosα＝ u ，

ysinα＝ v ，则 J ＝ １／sinα ，且 D化为 珦D ：０ ≤ v ≤ utanα ＜ ＋ ∞ ，再作极坐标变换 u ＝
rcosθ ，v ＝ rsinθ ，我们有
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I ＝ 簇
珡D

e－ （u２ ＋ v２ ） dudvsinα ＝
１sinα∫

α

０
dθ∫

＋ ∞

０
e－ r２ rd r ＝ α

２sinα ．

　 　 （３）取（x０ ，y０ ）满足
ax０ ＋ by０ ＋ d ＝ ０ ，

bx０ ＋ cy０ ＋ e ＝ ０ ，
并作变换 ：

x ＝ x０ ＋ x′cosα － y′sinα ，　 y ＝ y０ ＋ x′sinα ＋ y′cosα
（btan２

α － （c － a）tanα － b ＝ ０） ．

则被积函数变为 eAx′２ ＋ Cy′２ ＋ f′
，其中

A ＝ － （acos２ α － ２bsinαcosα ＋ csin２
α） ＜ ０ ，

C ＝ － （asin２
α － ２bsinαcosα ＋ ccos２ α） ＜ ０ ，

f′ ＝ Δ ／δ ：Δ ＝

a b d
b c e
d e f

，　 δ ＝
a b
b c ＞ ０

（AC ＝ ac － b２ ＝ δ ，　 A ＋ C ＝ a ＋ c） ．

从而得到

I ＝ 簇
R２

eAx′２ ＋ Cy′２ ＋ f′d x′dy′ ＝ e f′
簇
R２
eAx′２ ＋ Cy′２ dx′dy′ ，

再作变量替换 x′＝ ρcosφ／ － A ，y′＝ ρsinφ／ － C ，则 J ＝ ρ／ AC ．

I ＝ e f′

AC∫
２π

０
dφ∫

＋ ∞

０
e－ ρ

２

ρdρ ＝
π

δ
e Δ

δ ．

　 　
倡例 6畅4畅8 　试证明下列命题 ：

（１）设 A（x）＝ A（x１ ，x２ ，⋯ ，xn ）是 Rn 中的正定二次型 ，则

I ＝ 簇 ⋯∫
Rn

e－ A（x）d x１ d x２ ⋯ d xn ＝
π
n／２

Δ
　 （Δ是 A的行列式） ．

　 　 （２）设 x＝ （x１ ，x２ ，⋯ ，xn ） ，a＝ （a１ ，a２ ，⋯ ，an） ，‖ x‖ ２
＝ ∑

n

i ＝ １

x２i ，p ＞ － １ ，则

I ＝ 簇 ⋯∫
Rn

| 枙x ，a枛 | p e－ ‖ x ‖ ２ d x１ ⋯ dxn ＝ ２
p ＋ １
２ （２π）

n －１
２ Γ

p ＋ １

２
．

　 　 （３）设 Dn ：１ ≤ x１ ，x２ ，⋯ ，xn ＜ ＋ ∞ ，则（α＞ ０）

I ＝ 簇 ⋯∫
Dn

d x１ dx２ ⋯ d xn
x１ ⋯ xn · ［max（x１ ，x２ ，⋯ ，xn ）］α ＝ n ！α－ n ．

　 　证明 　 （１）可作正交变换 ，使得 A（x）＝ λ１ x２１ ＋ ⋯ ＋ λn x２n （λi ＞ ０ ，i ＝ １ ，２ ，⋯ ，n） ．易知其行列

式 Δ ＝ λ１ λ２ ⋯ λn ，从而得

I ＝ ∏
n

i ＝ １
∫

＋ ∞

－ ∞
e－ λi t

２ d t ＝ ∏
n

i ＝ １

π
λi

＝
π
n／２

Δ
．

　 　 （２）作新坐标系 ，其一是 a＝ （a１ ，a２ ，⋯ ，an ） ．

（３） I ＝ n ！∫
＋ ∞

１

d x１
x１∫

＋ ∞

x
１

dx２
x２ ⋯∫

＋ ∞

xn －１

d xn
x１＋ α
n

＝ n ！α－ n ．
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例 6畅4畅9 　判别下列积分的敛散性 ：

（１）设 D是由 y ＝ x２ ，x２ ＋ y２ ＝ １和 y ＝ ０所围成的区域 ，I ＝ 簇
D

dx dy
x２

＋ y２
．

（２）设 D ：x ≥ ０ ，y ≥ ０ ，xα ＋ yβ ≤ １（α＞ ０ ，β＞ ０） ，I ＝ 簇
D

d xdy
（１ － xα － xβ ）m ．

（３）设 X０ ＝ （x０ ，y０ ） ∈ R２
，D ：０ ＜ r２ ＝ （x － x０ ）２ ＋ （y － y０ ）２ ≤ １ ，f ∈ C（D） ，且

| f （x ，y） | ≤ M／rα （α ＜ ２） ，I ＝ 簇
D
f （x ，y）d xdy ．

（４）设 D ：x ≥ ０ ，y ≥ ０ ，x ＋ y ≤ １ ，I ＝ 簇
D

（x ＋ y）２ ln（x ＋ y）
x２ ＋ y２

d xdy ．

图 ６畅３９ 　

解 　 （１）把 D的边界曲线化为极坐标下的方程 ：

r ＝ sinθcos２ θ ，　 r ＝ １ ，θ ＝ ０ ．

令 θ０ 是方程 cos２ θ＝ sinθ的解 ，则（图 ６畅３９）

簇
D

d xdy
x２

＋ y２
＝ 簇

０ ＜ θ＜ θ
０sinθ

cos２ θ＜ r ＜ １

rd r
r２ ＝ ∫

θ
０

０
dθ∫

１

sinθ
cos２ θ

d r
r

＝∫
θ
０

０
ln cos２ θsinθ dθ ．

因 ln cos２ θsinθ ～ － lnθ（θ→ ０） ，所以反常积分∫
θ
０

０
ln cos２ θsinθ dθ收敛 ，故反常积分 I收敛 ．

（２）作变量替换 x ＝ r２／α cos２／αθ ，y ＝ r２／β sin２／βθ ，则区域 D变为 珦D ：０ ≤ θ ≤ π／２ ，

０ ≤ r ≤ １ ，J ＝ φ（θ）r２／α ＋ ２／β － １
，且可得

I ＝ 簇
珡D

r２／α＋ ２／β －１ d rdθ
（１ － r２ ）m ＝ ∫

π／２

０
dθ∫

１

０

r２ ／α＋ ２／β －１ d r
（１ － r２ ）m ．

由此即知 m ＜ １时 I收敛 ．

（３）采用极坐标 x － x０ ＝ rcosθ ，y － y０ ＝ rsinθ ，则得
I ＝ 簇

D
| f（x ，y） | dxdy ＝∫

２π

０
dθ∫

１

０
| f（x０ ＋ rcosθ ，y０ ＋ rsinθ） | rdr ≤ M２π∫

１

０

dr
rα －１ ．

由此即知 α＜ ２时 I收敛 ．

（４）将区域 D扩展到 珦D ：x ≥ ０ ，y ≥ ０ ，x２ ＋ y２ ≤ １ ，并采用极坐标 x ＝ rcosθ ，y ＝
rsinθ ，J ＝ r ．从而知

　簇
D

（x ＋ y）２ | ln（x ＋ y） |
x２ ＋ y２

dxdy ＝∫
π／２

０
dθ∫

１

０

r２ （cosθ ＋ sinθ）２ | ln r（cosθ＋ sinθ）
r２ rd r

＝∫
π／２

０
（cosθ ＋ sinθ）２ dθ∫

１

０
| ln r | rd r ＋∫

１

０
| ln（cosθ ＋ sinθ） | rd r ．
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这说明 I收敛 ．

例 6畅4畅10 　试证明下列命题 ：

（１）设 D ：０ ≤ x ≤ １ ，０ ≤ y ≤ １ ，则 I ＝ 簇
D

x － y
（x ＋ y）３

d xdy发散 ．

（２）设 D ：０ ≤ x ≤ １ ，０ ≤ y ≤ １ ；１ ≤ p ＜ ＋ ∞ ，令

f （x ，y） ＝ １／（xy － １） 　 （xy ≠ １） ，　 f （x ，y） ＝ ０ 　 （xy ＝ １） ，

则 I ＝ 簇
D
| f （x ，y） | p dxdy收敛当且仅当 １ ≤ p ＜ ２ ．

证明 　 （１）作变量替换 x ＋ y ＝ u ，x － y ＝ v（即 x ＝ （u＋ v）／２ ，y ＝ （u － v）／２） ，

则 ｜J｜＝ １／２ ，且 D变为 珦D ：｛（u ，v） ：０ ≤ u＋ v ≤ ２ ，０ ≤ u － v ≤ ２｝ ，I ＝ １
２簇

珦D

v
u３ dudv ．因

为我们有∫
１

０
du∫

u

０

v
u３ dv ＝

１
２∫

１

０

du
u ＝ ＋ ∞ ，所以 I发散 ．

（２）取 ０ ＜ a１ ＜ b１ ＜ １ ，０ ＜ a２ ＜ b２ ＜ １ ，且对 珘I ＝∫
b
１

a
１
∫

b
２

a
２

| f （x ，y） | p d xdy作变量
替换 x ＝ v ，y ＝ （１ － u）／v ，则 J ＝ １／v ，且有 珘I ＝ ∫

b
１

a
１
∫

１ － a２ v

１ － b２ v
v －１ u－ p du dv ．

　 　 （i）若 p ＝ １ ，则可得

lim
a
２ → ０

b
２ → １

珘I ＝ lim
a
２ → ０

b
２ → １

∫
b
１

a
１

v －１ ln １ － a２ v
１ － b２ v dv ＝ －∫

b
１

a
１

v －１ ln（１ － v）dv

＝ ∫
b
１

a
１
∑
∞

n＝ １

vn －１
n dv ＝ ∑

∞

n＝ １

b２１
n２ －

a２１
n２ ．

由此可知 I ＝ lim
a
１
→ ０

b
１
→ １

lim
a
２
→ ０

b
２
→ １

珘I ＝ π
２
／６ ．

（ii）若 p ＞ １ ，则可得

珘I ＝ ∫
b
１

a
１

（１ － p）－１ v －１
［（１ － a２ v）１ － p － （１ － b２ v）１ － p ］dv ．

lim
a
２
→ ０

b
２ → １

珘I ＝ ∫
b
１

a
１

（１ － p）－１ v －１
［１ － （１ － v）１ － p ］dv ．

易知在 b１ → １时 ，上式积分收敛当且仅当 － １ ＜ １ － p ，即 p ＜ ２ ；另一方面 ，当 v → ０

时 ，v － １
［１ － （１ － v）１ － p

］有界 ．故当 a１ → ０时 ，∫
１

a
１

（１ － p）－１ v－１ ［１ － （１ － v）１ － p ］dv有界 ．

总结上述结论 ，可知 I收敛当且仅当 １ ≤ p ＜ ２ ．

例 6畅4畅11 　计算下列积分 ：

（１）设 D ：x ≥ ０ ，x ≤ y ≤ １ ，I ＝ 簇
D

d xdy
x２

＋ y２
．
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（２）设 D ：x ≥ ０ ，y ≥ ０ ，x ＋ y ≤ １ ，I ＝ 簇
D
x p －１ yq －１ （１ － x － y）r －１ dxdy（p ，q ，r ＞ ０） ．

（３）设 D ：y ≥ ０ ，x ≥ y ，I ＝ 簇
D
x －３ ／２ ey － x dxdy ．

解 　 （１） I ＝ ∫
１

０
dy∫

y

０

d x
x２

＋ y２
＝ ∫

１

０
［ln（x ＋ x２ ＋ y２ ）］y０ dy

＝ ∫
１

０
（ln（１ ＋ ２）y － lny）dy ＝ ln（１ ＋ ２） ．

（２）将积分写成累次积分 ，我们有

I ＝ ∫
１

０
xp －１ d x∫

１ － x

０
yq －１ （１ － x － y）r －１ dy

＝ ∫
１

０
xp －１ d x∫

１ － x

０
yq －１ （１ － x）r －１ １ －

y
１ － x

r －１ dy ．

作变量替换 y／（１ － x） ＝ t ，可得

I ＝ ∫
１

０
xp －１ （１ － x）r －１ dx∫

１

０
（１ － x）q －１ tq －１ （１ － t）r －１ （１ － x）d t

＝ ∫
１

０
xp －１ （１ － x）q ＋ r －１ dx∫

１

０
tq －１ （１ － t）r －１ d t ＝ B（p ，q ＋ r） · B（q ，r）

＝
Γ（p）Γ（q ＋ r）
Γ（p ＋ q ＋ r）

Γ（q）Γ（r）
Γ（q ＋ r） ＝

Γ（p）Γ（q）Γ（r）
Γ（p ＋ q ＋ r） ．

　 　 （另一解法见例 ６畅４畅１３（３）） ．

（３） I ＝ ∫
＋ ∞

０
dx∫

x

０
x －３ ／２ ey － x dy ＝ － ２∫

＋ ∞

０
（１ － e－ x

）d x－１／２

＝ － ２（１ － e－ x
）x －１ ／２

＋ ∞

０
＋ ２∫

＋ ∞

０
x －１／２ e－ x d x ＝ ２Γ

１
２

＝ ２ π ．

例 6畅4畅12 　解答下列问题 ：

（１）设 f ∈ C（［０ ，α］） ，D ：０ ≤ y ≤ x ≤ α ，求积分 I ＝ 簇
D

f （y）dx dy
（α － x）（x － y）

．

（２）设 φ ∈ C（１）
（［０ ，a］） ，φ（０）＝ ０ ，试求 f ∈ C（［０ ，a］） ，使得

φ（x） ＝ ∫
x

０

f （y）dy
x － y

． ①

　 　 （３）设 f ∈ C（１）
（R１

）且 f′（x） ＞ ０（x ∈ R１
） ，０ ＜ α＜ １ ，试证明

I ＝ ∫
１

０

dy
（b － y）１ － α∫

y

a

f′（x）d x
（y － x）α ＝ π［ f （b） － f （a）］／sin（απ） ．

　 　解 　 （１）易知二重瑕积分存在 ，故有

I ＝ ∫
α

０

dx
α － x∫

x

０

f （y）dy
x － y

＝ ∫
α

０
f （y）dy∫

α

y

d x
α － x x － y
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＝ ∫
α

０
f （y）２arcsin x － y

α － y

α

y
dy ＝ π∫

α

０
f （y）dy ．

　 　 （２）在式 ①两端乘以 １／ α － x并对 x ∈ ［０ ，α］积分 ，可得（第（１）题）

∫
α

０

φ（x）d x
α － x

＝∫
α

０
dx∫

x

０

f （y）dy
（α － x）（x － y）

＝ π∫
α

０
f （y）dy ．

　 　在上式两边对 α求导 ，即知

f （α） ＝
１
π∫

α

０

φ′（x）dx
α － x

．

将其代入式 ① ，我们有

１
π∫

x

０

dy
x － y∫

y

０

φ′（t）d t
y － t

＝ ∫
x

０
φ′（t）d t ＝ φ（t） ．

　 　 （３）令 x ＝ u＋ a ，y ＝ v ＋ a ，则 J ＝ １ ，且知

I ＝ ∫
b － a

０

dv
（b － a － v）１ － α∫

v

０

f′（u ＋ a）
（v － u）α du

＝ ∫
b － a

０
f′（u ＋ a）du∫

b － a

u
（b － a － v）α －１

（v － u）－ αdv ．
注意到∫

b

a
（t － a）p （b － t）qd t ＝ （b － a）p ＋ q＋ １B（p ＋ １ ，q ＋ １） ，即知

∫
b － a

u
（v － u）－ α

（b － a － v）α －１ dv ＝ （b － a － u）－ α ＋ α －１＋ １B（－ α ＋ １ ，α － １ ＋ １）

＝ Γ（１ － α）Γ（α）／Γ（１） ＝ π／sin（πα） ．

从而可得

I ＝∫
b － a

０
f′（u ＋ a） πsin（πα）du ＝

πsin（πα）［ f （b） － f （a）］ ．

　 　例 6畅4畅13 　求下列积分 ：

（１）设 D ：x２ ／a２ ＋ y２ ／b２ ≤ １ ，I ＝ 簇
D

d xdy
１ － （x２ ／a２ ＋ y２ ／b２ ）２

．

（２）设 D ：x ≥ ０ ，y ≥ ０ ，（x／a）A ＋ （y／b）B ≤ １ ，I ＝ 簇
D
x p －１ yq －１ dxdy（p ，q ＞ ０） ．

（３）设 D ：x ≥ ０ ，y ≥ ０ ，x ＋ y ≤ １ ，I ＝ 簇
D
x p －１ yq －１ （１ － x － y）r －１ d x dy（p ，q ，

r ＞ ０） ．

解 　 （１）作替换 x ＝ arcosθ ，y ＝ brsinθ ，则｜J｜＝ abr ，且有

I ＝ ∫
２π

０
dθ∫

１

０

abrd r
１ － r４

＝ πab∫
１

０

d t
１ － t２

＝
ab
２
π
２
．

·５９２·６畅４ 　反常重积分（以二重积分为例）



　 　 （２）令 u＝ （x／a）A ，v ＝ （y／b）B ，即 x ＝ au１ ／A ，y ＝ bv１／B ，则 J ＝ ab
A B u

１／A － １ v１／B － １
，

且 D变为 珦D ：u ≥ ０ ，v ≥ ０ ，u＋ v ≤ １ ．由此可知 ，

I ＝ 簇
珡D

ap －１ u
p －１
A bq －１ v

q －１
B ab
A Bu

１
A －１ v

１
B －１ dudv

＝
apbq
A B簇

珡D

u
p
A －１ v

q
B －１ dudv ＝

ap bq
A B

Γ（p／A）Γ（q／B）
Γ（p／A ＋ q／B ＋ １）

．

　 　 （３）令 x ＋ y ＝ u ，x ＝ uv ，则 J ＝ － u ，且 D变为 珦D ：０ ≤ u ，v ≤ １ ．我们有

I ＝ 簇
珡D

（uv ）p －１ ［uq －１ （１ － v）q －１ （１ － u）r －１ u］dudv

＝ ∫
１

０
up ＋ q －１ （１ － u）r －１ du∫

１

０
v p －１

（１ － v）q －１ dv
＝ B（p ＋ q ，r）B（p ，q） ＝ Γ（p）Γ（q）Γ（r）／Γ（p ＋ q ＋ r） ．

　 　例 6畅4畅14 　试求下列积分 Iδ 在 δ → ０
＋ 时的极限 ：

（１）设 Dδ ＝ ｛（x ，y） ：０ ＜ δ≤ x ＋ y ＜ １ ，０ ≤ y ≤ x／δ｝ ，

Iδ ＝ 簇
D
δ

（x ＋ y）ln（１ ＋ y／x）
１ － x － y

d xdy ．

　 　 （２）设 D是 R２ 中以原点为圆心 r为半径的圆域 ．对（x ，y） ∈ D ，作以（x ，y）为圆

心半径为 δ的圆周 l ，并记 L在 D外部分之长度为 l（x ，y） ，Iδ ＝ １

δ
２ 簇

D
l（x ，y）d xdy ．

解 　 （１）作变量替换 u＝ x ＋ y ，v ＝ y／x ，则 J ＝ u／（１ ＋ v）２ ，且 Dδ 变为 珦D δ ：δ≤

u≤ １ ，０ ≤ v ≤ １／δ ．从而可得

Iδ ＝ 簇
珡D
δ

uln（１ ＋ v）
１ － u

u
（１ ＋ v）２ dudv ＝∫

１

δ

u２ du
１ － u∫

１／δ

０

ln（１ ＋ v）
（１ ＋ v）２ dv ．

注意到（用分部积分公式）∫
＋ ∞

０
ln（１ ＋ v）／（１ ＋ v）２ dv ＝ １ ，以及

∫
１

０

u２ du
１ － u

＝ B ３ ，
１
２

＝
Γ（３）Γ（１／２）
Γ（３ ＋ １／２）

＝
１６
５

，

图 ６畅４０ 　

故知lim
δ → ０

Iδ ＝ １６／５ ．

（２） 采用极坐标表示 ：（x ，y） ＝ （ρcosθ ，
ρsinθ） ，l（x ，y）＝ S（ρ） ，易知 S（ρ） ＝ ０（０ ≤ ρ ≤

r － δ） ，以及（图 ６畅４０）

S（ρ） ＝ ２δφ ＝ ２δarccos r２ － ρ
２
－ δ

２

２ρδ

（r － δ ≤ ρ ≤ r） ．
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从而可得

Iδ ＝ １

δ
２∫

２π

０∫
r

０
S（ρ）ρdρdθ ＝

１

δ
２∫

２π

０∫
r

r － δ
２δρarccos r２ － ρ

２
－ δ

２

２ρδ
dρdθ

＝
４π
δ∫

r

r － δρ
arccos r２ － δ

２
－ ρ

２

２ρδ
dρ ．

作变量替换 ρ＝ r － δu ，则有

Iδ ＝ ４π∫
１

０
（r － δu）arccos ２ur － δ（１ ＋ u２ ）

２（r － δu） du ．
因为上式中被积函数在 ０ ≤ u≤ １ ，０ ≤ δ≤ r／２上连续 ，所以

lim
δ → ０

Iδ ＝ ４π∫
１

０
lim
δ → ０

（r － δu）arccos ２ur － δ（１ ＋ u２ ）
２（r － δu） du

＝ ４π∫
１

０
r · arccos udu 　 （用分部积分公式）

＝ ４π r（u · arccosu） １

０
＋ ４π r∫

１

０

udu
１ － u２

＝ ４π r ．

　 　例 6畅4畅15 　判别下列积分的敛散性 ：

（１）设 D ：| x | ＋ | y | ＋ | z | ≥ １ ，I ＝ 蹿
D

dxdydz
| x | p ＋ | y | q ＋ | z | r

，其中 p ，q ，r＞ ０ ．

（２）设 D ：x２ ＋ y２ ＋ z２ ≥ １ ，I ＝ 蹿
D

d xdyd z
（ x２ ＋ y２ ＋ z２ ）α

．

解 　 （１）令 珦D ：第一象限内｜x｜p ＋ ｜y｜q ＋ ｜z ｜r ≥ １ ，易知 I与积分

珘I ＝ 蹿
珦D

d xdyd z
| x | p ＋ | y | q ＋ | z | r

的敛散性相同 ．对积分 珘I ，采用变量替换
x ＝ ρ

１／p sin２／p
θcos２ ／p φ ，　 y ＝ ρ

１／q sin２／q
θsin２／q

φ ，　 z ＝ ρ
１／ rcos２／ rθ ，

易知 J ＝ ４

p qr ρ
１／p ＋ １／q ＋ １／ r － １ sin２／p ＋ ２／q － １

θ· sin２／q － １

φ · cos２／p － １

φ · cos２／ r － １ θ ，且有
珘I ＝ ４

pqr∫
π／２

０
sin２ ／p ＋ ２／q －１

θ· cos２／ r －１ θdθ∫
π／２

０
sin２／q －１

φ · cos２／p －１

φdφ∫
＋ ∞

１
ρ
１／p ＋ １／q＋ １ ／ r －２ dρ

＝
１

pqrB
１

p ＋
１

q ，
１
r B １

q ，
１

p ∫
＋ ∞

１
ρ
１／ p ＋ １／q＋ １／ r －２ dρ ．

从而可知 珘I（即 I）收敛当且仅当 １／p ＋ １／q ＋ １／r ＜ １ ．

（２） 采用球坐标变换 ，可得 I ＝ ∫
２π

０
dθ∫

π

０
sinφdφ∫

＋ ∞

１

r２ d r
rα ．由此知 α＞ ３ 时 I

收敛 ．

例 6畅4畅16 　计算下列积分 ：

·７９２·６畅４ 　反常重积分（以二重积分为例）



（１）设 Ω ：x ≥ ０ ，y ≥ １ ，z ≥ １ ，xy z ≤ １ ，I ＝ 蹿
Ω

x２ yexy z dx dyd z ．

（２）设 Ω ：０ ≤ z ＜ ＋ ∞ ，１ ≤ x２ ＋ y２ ≤ ４ ，I ＝ 蹿
Ω

sin（ x２ ＋ y２ z）
x２ ＋ y２

d xdyd z ．

（３）设 X ＝ （x１ ，x２ ，x３ ） ，Y ＝ （y１ ，y２ ，y３ ） ，Ω ：‖ Y ‖
２
＝ y２１ ＋ y２２ ＋ y２３ ≤ １ ， I ＝

蹿
Ω

‖ X － Y ‖
－１ dy１ dy２ dy３ ．

（４）设 Ω ：０ ＜ x ，y ＜ １ ，z ＞ ０ ， I１ ＝ 蹿
Ω

dxdyd z
（１ ＋ x２ z２ ）（１ ＋ y２ z２ ）

，由此再求 I２ ＝

∫
＋ ∞

０
（arctan z／z）２ d z ．

解 　 （１）令 x ＝ u ，y ＝ u＋ v
u ，z ＝ u＋ v ＋ w

u ＋ v ，则 J ＝ １
u（u＋ v） ，且 Ω变为 珚Ω ：u ≥ ０ ，

v ≥ ０ ，w ≥ ０ ，u＋ v ＋ w ≤ １ ，从而可得

I ＝ 蹿
珚Ω

eu＋ v ＋ w dudv dw ＝
e
２

－ １ ．

　 　 （２ ） 记 D 为 R２ 中区域 ：１ ≤ x２ ＋ y２ ≤ ４ ，且对 D 上积分 I１ ＝

簇
D

sin（ x２ ＋ y２ z）
x２ ＋ y２

d xdy作极坐标变换 ，可知

I１ ＝ ∫
２π

０
dθ∫

２

１

sin（rz ）
r rd r ＝ ２π∫

２

１
sin（rz ）d r ．

从而我们有

I ＝ ∫
＋ ∞

０
d z簇

D

sin（ x２ ＋ y２ z）
x２ ＋ y２

dxdy ＝ lim
R → ＋ ∞ ∫

R

０
２πd z∫

２

１
sin（rz ）d r

＝ lim
R → ＋ ∞

２π∫
２

１
d r∫

R

０
sin（rz ）d z ＝ lim

R → ＋ ∞
２π∫

２

１

d r
r∫

R

０
sin（rz ）d（rz ）

＝ lim
R → ＋ ∞ ∫

２

１

２π
r ［１ － cos（Rr）］d r ＝ ２π lim

R → ＋ ∞
ln２ －∫

２

１

cos（Rr）
r d r

＝ ２πln２ － ２π lim
R → ＋ ∞ ∫

２ R

R
cos t
t d t ＝ ２πln２ ．

　 　 （３）不妨假定 X ＝ （０ ，０ ，a） ，则 ‖ X ‖ ＝ a ，采用球坐标变换 ，可得

I ＝∫
１

０
r２ d r∫

２π

０
dθ∫

π

０

sinφdφ
r２ － ２arcosφ ＋ a２

＝
２π
a∫

１

０
r r２ － ２ arcosφ ＋ a２

π

０
d r ＝ ２π

a∫
１

０
r（r ＋ a － | r － a | ）d r
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＝
２π － ２π ‖ X ‖

２
／３ ， ‖ X ‖ ≤ １ ，

４π／３ ‖ X ‖ ， ‖ X ‖ ≥ １ ．

　 　 （４） （i）将 I化为累次积分 ，可得

I１ ＝ 簇
０ ＜ x ，y ＜ １

d xdy∫
＋ ∞

０

d z
（１ ＋ x２ z２ ）（１ ＋ y２ z２ ）

＝ 簇
０ ＜ x ，y ＜ １

dxdy
x２

－ y２∫
＋ ∞

０

x２
１ ＋ x２ z２ －

y２
１ ＋ y２ z２ d z

＝
π
２ 簇

０ ＜ x ，y ＜ １

d xdy
x ＋ y ＝

π
２∫

１

０
d x∫

１

０

dy
x ＋ y ＝ πln２ ．

　 　 （ii）将 I１ 的积分序与（i）相反 ，则可得

I１ ＝ ∫
＋ ∞

０
d z 簇

０ ＜ x ，y ＜ １

dx dy
（１ ＋ x２ z２ ）（１ ＋ y２ z２ ）

＝ ∫
＋ ∞

０ ∫
１

０

d x
１ ＋ x２ z２

２ d z

＝ ∫
＋ ∞

０

arctan z
z

２ d z ．
由此知 I２ ＝ πln２ ．

例 6畅4畅17 　计算下列积分 ：

（１）设 Ω ：２y ≥ x２ ，y ≤ x ，０ ≤ z ≤ １ ，I ＝ 蹿
Ω

z x
x２

＋ y２ d xdyd z ．

（２）设 Ω ：０ ≤ x２ ＋ y２ ＋ z２ ≤ １ ，I ＝ 蹿
Ω

dx dyd z
（ x２ ＋ y２ ＋ z２ ）α

（α ＜ ３） ．

（３）设 Ω ：x２ ＋ y２ ＋ z２ ≤ １ ，I ＝ 蹿
Ω

dxdydz
１ － x２ － y２ － z２

．

（４）设 Ω ：x ＞ ０ ，y ＞ ０ ，z ＞ ０ ，x ＋ y ＋ z ＜ １ ，I ＝ 蹿
Ω

dxdyd z
（x ＋ y ＋ z）α （α ＜ ３） ．

解 　 （１）化为累次积分 ，可得（如图 ６畅４１）

　 图 ６畅４１

I ＝∫
２

０
dy∫

２ y

y
dx∫

１

０

zx
x２

＋ y２ d z ＝ ∫
２

０
dy∫

２ y

y

x d x
２（x２ ＋ y２ ）

＝
１
４∫

２

０
［ln（x２ ＋ y２ ）］

２ y

y
dy ＝

１
４∫

２

０
ln［（y２ ＋ ２ y）／２ y２ ］dy

＝
１
４∫

２

０
［ln［（２ ＋ y）／y］ － ln２］dy

＝ －
ln２
２

＋
１
４
［（２ ＋ y）ln（２ ＋ y） － ylny］ ２

０
＝

ln２
２

．

　 　 （２）采用球坐标 ，我们有

·９９２·６畅４ 　反常重积分（以二重积分为例）



I ＝ ∫
２π

０
dθ∫

π

０
sinφdφ∫

１

０

r２ d r
rα ＝ ４π∫

１

０

d r
rα －２ ＝

４π
３ － α

．

　 　 （３）采用球坐标 ，我们有

I ＝ ∫
２π

０
dθ∫

π

０
sinφdφ∫

１

０

r２ d r
１ － r２

＝ ４π ∫
１

０

d r
１ － r２

－∫
１

０
１ － r２ d r

＝ ４π arcsin１ －
１
２
arcsin１ ＝ π

２
．

　 　 （４）作变量替换 x ＝ u（１ － v） ，y ＝ uv（１ － w） ，z ＝ uv w ，则 J ＝ u２ v ，且 Ω为变
珚Ω ：０ ＜ u＜ １ ，０ ＜ v ＜ １ ，０ ＜ w ＜ １ ．由此知

I ＝ 蹿
珚Ω

u２ v dudv dw
uα ＝ ∫

１

０
dw∫

１

０
dv∫

１

０

u２ v du
uα ＝

１
２∫

１

０

du
uα －２ ＝

１
２（３ － α）

．

　 　例 6畅4畅18 　计算下列积分 I ：
（１）设 Ω ：（x／a）α ＋ （y／b）β ＋ （z／c）γ

≤ １（x ，y ，z ＞ ０ ；a ，b ，c ，α ，β ，γ＞ ０） ．

I ＝ 蹿
Ω

x p －１ yq －１ z r －１ dxdyd z ．
　 　 （２）设 Ω ：０ ＜ x ，y ，z ＜ π ．I ＝ 蹿

Ω

d xdyd z
１ － cos xcosycos z ．

解 　 （１）作变量替换 u ＝ （x／a）α
，v ＝ （y／b）β ，w ＝ （ z／c）γ

，则 J ＝ abc
αβγ

u１／α － １

v１／β － １ w１ ／γ － １
，且 Ω变为 珟Ω ：u＋ v ＋ w ≤ １ ，u ≥ ０ ，v ≥ ０ ，w ≥ ０ ．从而可得

I ＝ ap bqcr
αβγ 蹿

珟Ω

up／α －１ vq／β －１ wr／γ －１ dudv dw

＝
ap bqcr
αβγ

Γ（p／α）Γ（q／β）Γ（r／γ）
Γ（p／α ＋ q／β ＋ r／γ ＋ １）

．

　 　 注 　当 p ＝ q＝ r＝ １ ，且 α＝ β＝ γ＝ ２时 ，我们有

椭球体体积 ＝ ８ I ＝ abcΓ３
（１／２）／Γ（５／２） ＝

４
３
πabc ．

　 　 （２）作变换 u＝ tan x
２

，v ＝ tan y
２

，w ＝ tan z
２

，则得

I ＝ ４ 蹿
u ，v ，w ＞ ０

dudv dw
u２ ＋ v２ ＋ w２

＋ u２ v２ w２ ．

再采用球极坐标变换 ，可知

I ＝ ４∫
π／２

０
dθ∫

π／２

０
dφ∫

＋ ∞

０

sinθd r
１ ＋ r４ sin４

θ· cos２ φ · sin２

φ
．

又令 r ＝ t１／４ cos － １／２
θ· cos － １／２

φ · sin － １／２

φ／sinθ ，我们有
I ＝ ∫

π／２

０
cos －１／２

θdθ∫
π／２

０
cos－１ ／２

φ · sin －１／２ dφ∫
＋ ∞

０

u１／４ －１
１ ＋ udu
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＝
１
４

Γ（１／４）Γ（１／２）
Γ（３／４）

Γ（１／４）Γ（１／４）
Γ（１／２）

πsin（π／４） ＝
２π
４

Γ
３
（１／４）

Γ（３／４）
．

即 I ＝ １
４
Γ

４
（１／４） ．

倡例 6畅4畅19 　计算下列 n重反常积分 ：

（１）令 x ＝ （x１ ，x２ ，⋯ ，xn ） ，‖ x‖ ＝ （x２１ ＋ x２２ ＋ ⋯ ＋ x２n ）１／２ ，

（i） I ＝ 簇 ⋯∫
‖ x ‖ ≤ １

‖ x ‖ －αd x１ dx２ ⋯ d xn （α ＜ n） ．

（ii） I ＝ 簇 ⋯∫
‖ x ‖ ≥ １

‖ x ‖ －αd x１ dx２ ⋯ d xn （α ＞ n） ．

（２）设 Ωn ＝ ｛（x１ ，x２ ，⋯ ，xn ） ：xi ≥ ０（i＝ １ ，２ ，⋯ ，n） ； ∑
n

i ＝ １

xi ≤ １｝ ，

In ＝ 簇 ⋯∫
Ωn

x p１ －１
１ xp２ －１

２ ⋯ xpn －１n dx１ dx２ ⋯ d xn 　 （pi ＞ ０ ，i ＝ １ ，２ ，⋯ ，n） ．

　 　解 　 （１）已知 n维单位球面积 w n ＝ ２π
n／２

Γ（n／２） ．

（i） I ＝ wn∫
１

０

rn －１
rα d r ＝ wn

n － α
．　 （ii） I ＝ wn∫

＋ ∞

１
rn －１ － αd r ＝ wn

α － n ．

（２）当 n＝ ２时 ，记 Ω２ ：x１ ≥ ０ ，x２ ≥ ０ ，x１ ＋ x２ ≤ １ ，可知

I２ ＝ 簇
Ω
２

xp１ －１

１ xp２ －１

２ dx１ d x２ ＝ ∫
１

０
xp１ －１

１ d x１∫
１ － x１

０
xp２ －１

２ d x２

＝
１

p２∫
１

０
xp１ －１
１ （１ － x１ ）p２ d x１ ＝

１

p２ B（p１ ，１ ＋ p２ ） ＝
Γ（p１ ）Γ（p２ ）

Γ（p１ ＋ p２ ＋ １）
．

现在假定对 n － １ ，成立等式

In －１ ＝ 簇 ⋯∫
Ωn －１

xp１ －１

１ xp２ －１

２ ⋯ xpn －１ －１

n －１ dx１ d x２ ⋯ d xn －１ ＝
Γ（p１ ） ⋯ Γ（pn － １）

Γ（p１ ＋ ⋯ ＋ pn －１ ＋ １）
，

则对 n ，我们有

In ＝ ∫
１

０
xpn －１n d xn簇 ⋯∫

珟Ωn －１

xp１ －１

１ xp２ －１

２ ⋯ xpn －１ －１

n －１ d x１ d x２ ⋯ dxn －１ ，

珟Ωn －１ ＝ ｛（x１ ，⋯ ，xn －１ ） ：∑
n －１

i ＝ １

xi ≤ １ － xn ，xi ≥ ０（i ＝ １ ，２ ，⋯ ，n － １）｝ ．

作变量替换 ：x１ ＝ （１ － xn ）ξ１ ，⋯ ，xn － １ ＝ （１ － xn）ξn － １ ，则 珟Ωn － １变为

Ω
≈

n －１ ＝ ｛（ξ１ ，ξ２ ，⋯ ，ξn －１ ） ：∑
n －１

i ＝ １
ξi ≤ １ ，ξi ≥ ０（i ＝ １ ，２ ，⋯ ，n － １）｝ ，

且 Jacobi行列式
Jn －１ ＝ （１ － xn ）n －１ xp１ －１

１ ⋯ xpn －１ －１

n －１ ＝ ξ
p１ －１

１ ⋯ ξ
pn －１ －１

n －１ （１ － xn ）p１ ＋ ⋯ ＋ pn － n＋ １ ，

从而我们有

　 簇 ⋯∫
珟Ω n －１

xp１ －１
１ ⋯ xpn －１ －１

n －１ d x１ ⋯ dxn －１

·１０３·６畅４ 　反常重积分（以二重积分为例）



＝ （１ － xn ）p１ ＋ ⋯ ＋ pn －１ 簇 ⋯∫
Ω
≈
n －１

ξ
p１ －１

１ ⋯ ξ
pn －１ －１

n －１ dξ１ ⋯ dξn －１

＝ （１ － xn ）p１ ＋ ⋯ ＋ pn －１
Γ（p１ ） ⋯ Γ（pn －１ ）

Γ（p１ ＋ ⋯ ＋ pn －１ ＋ １）
．

从而可得

I ＝ Γ（p１ ） ⋯ Γ（pn －１ ）
Γ（p１ ＋ ⋯ ＋ pn －１ ＋ １）∫

１

０
xpn －１n （１ － xn ）p１ ＋ ⋯ ＋ pn －１ dxn

＝
Γ（p１ ） ⋯ Γ（pn －１ ）

Γ（p１ ＋ ⋯ ＋ pn －１ ＋ １）
B（pn ，p１ ＋ ⋯ ＋ pn －１ ＋ １）

＝
Γ（p１ ） ⋯ Γ（pn －１ ）

Γ（p１ ＋ ⋯ ＋ pn －１ ＋ １）

Γ（Pn ）Γ（p１ ＋ ⋯ ＋ pn －１ ＋ １）

Γ（p１ ＋ ⋯ ＋ pn ＋ １）

＝
Γ（p１ ） ⋯ Γ（pn ）

Γ（p１ ＋ p２ ＋ ⋯ ＋ pn ＋ １）
．

依据归纳法 ，即证出 I ＝ Γ（p１ ） ⋯ Γ（pn）
Γ（p１ ＋ ⋯ ＋ pn ＋ １） ．
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第 7章 　曲线积分与曲面积分

７畅１ 　第一型曲线积分

定义 7畅1畅1 　设 L是平面可求长曲线 ，f （x ，y）在 L上定义 ，设 L的两端点为 A ，B ，依此用

分点A ＝ A０ ，A１ ，⋯ ，An ＝ B将 L 剖分成 n小段 ，记为 Δ L１ ，Δ L２ ，⋯ ，Δ Ln ，Δ Li 的弧长记为 Δ si （i＝

１ ，２ ，⋯ ，n） ．在 Δ Li 上任取一点 Pi （ξi ，ηi ） ，当 λ＝ max
１ ≤ i ≤ n

｛Δ si｝ → ０时 ，若和式 ∑
n

i ＝ １

f （ξi ，ηi ）Δ si的极限

存在 ，且不依赖于 Pi 的取法和曲线 L 的分法 ，则称这一极限值为 f （x ，y）在曲线 L上的第一型
曲线积分 ，记作

∫
L
f （x ，y）ds或∫

AB

f （x ，y）ds ＝ lim
λ → ０ ∑

n

i ＝ １

f （ξi ，ηi ）Δ si ．

若 L为闭曲线时 ，有时也记作∮
L
f （x ，y）ds ．∫

L
ds是曲线 L 的弧长 ．

由定义不难看出积分具有一般的线性性质以及关于积分曲线的可加性 ．此外 ，公式

∫
BA

f （x ，y）ds ＝ ∫
AB

f （x ，y）ds

表明积分与曲线定向无关（对 y ＝ f（x） ，ds＝ １ ＋ ［ f′（x）］２ d x） ．

称 L为一光滑曲线 ，若其参数方程 x ＝ x（t） ，y ＝ y（t）（a ≤ t ≤ b）满足 x（t） ，y（t） ∈ C（１）
［a ，b］ ，

且 x′２ （t）＋ y′２ （t）＞ ０（端点理解为单侧导数） ．光滑曲线一定是可求长曲线 ．称 L为逐段光滑曲
线 ，若曲线 L可分成有限段 ，每段为光滑曲线 ．

定理 7畅1畅1 　设 L是逐段光滑曲线 ，函数 f （x ，y）在 L上连续 ，L 的参数方程为 x ＝ x（t） ，

y ＝ y（t）（a ≤ t ≤ b） ，则

∫
L
f （x ，y）ds ＝ ∫

b

a
f ［x（t） ，y（t）］ x′２ （t） ＋ y′２ （t）d t ．

　 　例 7畅1畅1 　求下列指定曲线段 L的弧长 s ．
（１） L ：曲线 y ＝ ln（１ － x２ ） 　 （０ ≤ x ≤ １／２） ．

（２） L ：曲面（x － y）２ ＝ a（x ＋ y）与 x２ － y２ ＝ ９ z２ ／８（a ＞ ０）之交线段 ：点（０ ，０ ，０）

到（x０ ，y０ ，z０ ） ．

（３） L ：曲面 x２ ＋ y２ ＝ cz 与 y ／x ＝ tan（z／c）（c ＞ ０）之交线段 ：点（０ ，０ ，０）到（x０ ，

y０ ，z０ ） ．

解 　 （１）由 y′＝ － ２ x／（１ － x２ ）可知 ds＝ １ ＋ x２
１ － x２

２ d x ，故有



s ＝ ∫
１／２

０

１ ＋ x２
１ － x２ d x ＝ ∫

１／２

０

２

１ － x２ － １ d x ＝ ln３ －
１
２

．

　 　 （２）作变换 x ＋ y ＝ t（x － y） ，则该曲线表示为

x － y ＝ at ，　 x ＋ y ＝ at２ ，　 ９ z２ ／８ ＝ a２ t２ ；

x ＝ a（t２ ＋ t）／２ ，　 y ＝ a（t２ － t）／２ ，　 | z | ＝ ２ ２ at３／２ ／３ ．

而点（０ ，０ ，０）对应于 t ＝ ０ ，点（x０ ，y０ ，z０ ）对应于 t０ ＝ （３／a）２／３ z２／３０ ／２ ．从而可知

s ＝∫L
ds ＝ ∫

t
０

０
（x′（t））２ ＋ （y′（t））２ ＋ （z′（t））２ d t

＝ ２ a∫
t
０

０
t ＋ １

２
d t ＝ ３

４ ２

３

３ z４０ ／a ＋ ２
３ az ２０ ／３ ．

　 　 （３）引入变量替换 x ＝ rcosθ ，y ＝ rsinθ ，则有
r２ ＝ c z ，　 tanθ ＝ tan（z／c） ；　 　 z ＝ cθ ，　 r２ ＝ c２ θ ．

而曲线可表示为（０ ≤ θ ≤ z０ ／c）
x ＝ c θcosθ ，　 y ＝ c θsinθ ，　 z ＝ cθ ，

且 ds ＝ c（ θ＋ １／２ θ）dθ ．因此易知弧长为
s ＝ ∫L

ds ＝ c∫
z
０
／c

０

θ ＋
１

２ θ
dθ ＝ cz ０ （２ z０ ／３c ＋ １） ．

　 　例 7畅1畅2 　解答下列问题 ：

（１）求曲面 y ＝ x２ ／２a ，z ＝ x３ ／６a２ 之交线 L从原点（０ ，０ ，０）到 L 上点（x ，y ，z）
之弧段长 s ．

（２）试证明 ：在椭圆 L ：x２ ／a２ ＋ y２ ／b２ ＝ １的离心率 e之值较小时 ，L 的长度 s
有近似式 s ＝ π （a＋ b）＋ πae４ ／３２ ．

（３）设球面 x２ ＋ y２ ＋ z２ ＝ a２ 与圆柱面 x２ ＋ y２ ＝ ax之交线 L 的长度为 s ，试证
明 s等于其半轴长为 ２ a、离心率为 １／ ２的椭圆周长 ．

图 ７畅１ 　

解 　 （１） 取曲线以 x 为参变量（图 ７畅１） ，

易知有
dy
d x ＝

x
a ，

d zd x ＝ x２
２a２ ，且可得

１ ＋
dy
d x

２

＋
d zdx

２

＝ １ ＋
x２
２a２ ．

从而我们有

s ＝ ∫
x

０
１ ＋

x２
２a２ d x ＝ x ＋

x３
６a２ ＝ x ＋ z ．

　 　 （２）将 L用参数式表示为 x ＝ acosθ ，y ＝ bsinθ ，则知
s ＝ ４∫

π／２

０
a２ sin２

θ ＋ b２ cos２ θdθ ＝ ４a∫
π／２

０
１ － e２ cos２ θdθ
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＝ ４a∫
π／２

０
１ －

e２ cos２ θ
２

－
e４ cos４ θ
２ · ４

－ ⋯ －
１ · ３ ⋯ （２n － ３）

２
n
· n ！ e２ ncos２ nθ － ⋯ dθ ．

记上述级数之通项为 un （θ） ，易得

| un （θ） | ≤ １ · ３ ⋯ （２n － ３）

２
nn ！

e２ n ，　 un （θ）
un＋ １ （θ） ＝

２（n ＋ １）
２n － １

１

e２ →
１

e２ ＜ １ 　 （n → ∞ ） ．

依据 M判别法 ，该级数一致收敛 ，故可进行逐项积分运算 ：

s ＝ ４a π
２

－
e２
２

１
２

π
２

－
e４
８

３ · １
４ · ２

π
２

－ ⋯ ＝ ２π a １ －
e２
４

－
３e４
６４

－ ⋯ ．

又由 b＝ a １ － e２ ＝ a（１ － e２ ／２ － e４ ／８ － ⋯ ） ，可知

π（a ＋ b） ＝ ２πa（１ － e２ ／４ － e４ ／１６ － ⋯ ） ．

从而我们有

s － π（a ＋ b） ＝ ２π a １
１６

－
３
６４

e４ ＋ ⋯ ＝
π
３２
ae４ ＋ o（e４ ） 　 （e → ０

＋
） ．

　 图 ７畅２

　 　 （３）用圆柱坐标（ r ，θ ，z）表示 L 上的点（x ，y ，z） ，

如图 ７畅２ ，则由 r ＝ acosθ可知其为
x ＝ rcosθ ＝ acos２ θ ，　 y ＝ rsinθ ＝ acosθsinθ ，

z ＝ asinθ ．
从而可得 dx２ ＋ dy２ ＋ d z２ ＝ a２ （１ ＋ cos２ θ）dθ２ ，以及

s
４

＝∫
π／２

０
a １ ＋ cos２ θdθ ＝ ２ a∫

π／２

０
１ －

sin２
θ

２
dθ ．

s ＝ ４ ２ a∫
π／２

０
１ －

sin２
θ

２
dθ ．

而上式右端就是半长轴为 ２ a、离心率为 １／ ２的椭圆周长（参见上题） ．

例 7畅1畅3 　计算下列一型线积分 I ：

（１）设 L ：x２ ＋ y２ ＝ ax（a ＞ ０） ，I ＝ ∫L
x２

＋ y２ ds ．
（２）设 L ：x２ ／３ ＋ y２／３ ＝ a２／３ （a ＞ ０） ，I ＝ ∫L

（x４ ／３ ＋ y４ ／３ ）ds ．
倡
（３） （单层对数位势）设 L ：ξ

２
＋ η

２
＝ a２ （a ＞ ０） ，r＝ （ξ － x）２ ＋ （η － y）２ ，

I ＝ I（x ，y） ＝ ∫L
ln １

r ds ．
　 　解 　 （１）令 x ＝ acos２ φ ，y ＝ acosφsinφ（ － π／２ ≤ φ ≤ π／２） ，则 x２ ＋ y２ ＝ acosφ ，

且 ds ＝ adφ ．从而可知

I ＝∫L
ds ＝ a２∫

π／２

－ π／２
cosφdφ ＝ ２a２ ．
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　 　 （２）作替换 ：x ＝ acos３ t ，y ＝ asin３ t（０ ≤ t ≤ ２π） ，则 ds＝ ３a｜sin tcos t｜d t ．可知
I ＝∫

２π

０
３ a７／３ （cos４ t ＋ sin４ t） | sin t· cos t | d t

＝ １２a７ ／３∫
π／２

０
（cos４ t ＋ sin４ t）sin tcos td t ＝ ４a７／３ ．

　 　
倡
（３）作新坐标系 ξ′Oη′ ，使得原点仍与坐标系 ξOη的原点相同 ，而点（x ，y）位于 Oξ′轴上 ，此

时我们有（r′＝ （ξ′ － ρ）
２
＋ （η′）

２
，ρ ＝ x２ ＋ y２ ）

I（x ，y） ＝ ∫L′
ln １

r′ ds 　 （L′ ：（ξ′）
２
＋ （η′）

２
＝ a２ ） ．

　 　采用圆的参数方程式表示 ：

ξ′ ＝ acosφ ，　 η′ ＝ asinφ（０ ≤ φ ≤ ２π） ；　 　 ds ＝ adφ ．

I（x ，y） ＝ －
a
２∫

２π

０
ln（a２ － ２aρcosφ ＋ ρ

２
）dφ

＝ － ２πalna －
a
２∫

２π

０
ln １ －

２ρ

a cosφ ＋ ρ
２

a２ dφ ．

令 ρ／a＝ α ，以及 J（α） ＝ ∫
２π

０
ln（１ － ２αcosφ ＋ α

２
）dφ ，则（其中 z ＝ αeiφ ，珔z ＝ ae － iφ ）

J′（α） ＝ ２∫
２π

０

（α － cosφ）dφ
１ － ２αcosφ ＋ α

２ ＝
１
α∫

２π

０

２ z珔z － （z ＋ 珔z）
（１ － z）（１ ＋ 珔z）dφ ．

　 　若 α ＜ １ ，则得

J′（α） ＝ －
１
α∫

２π

０

z
１ － z ＋

珔z
１ － 珔z dφ

＝ －
１
α∫

２π

０
（z ＋ z２ ＋ ⋯ ＋ zn ＋ ⋯ ＋ 珔z ＋ 珔z ２ ＋ ⋯ ＋ 珔z n ＋ ⋯ ）dφ

＝ －
２
α∫

２π

０
（αcosφ ＋ α

２ cos（２φ） ＋ ⋯ ＋ α
ncos（nφ） ＋ ⋯ ）dφ ＝ ０

（积分号下之级数一致收敛 ，可作逐项积分） ．故 J（α）＝ C ，C＝ J（０）＝ ０ ，且得

I（x ，y） ＝ － ２πalna ＝ ２πaln（１／a） 　 （ρ ＜ a） ．

　 　若 ρ ＞ a ，则 α ＞ １ ，我们有

J′（α） ＝
１
α∫

２π

０

１
１ － １／z ＋

１
１ － １／珔z dφ

＝
１
α∫

２π

０
２ ＋

１
z ＋ ⋯ ＋

１

zn ＋ ⋯ ＋
１
珔z ＋ ⋯ ＋

１

珔z n ＋ ⋯ dφ
＝

２
α∫

２π

０
１ ＋

cosφ
α

＋
cos（２φ）

α
２ ＋ ⋯ ＋

cos（nφ）
α
n ＋ ⋯ dφ ＝

４π
α

．

由此知 J（α）＝ ４πlnα＋ C ，C＝ J（１）＝ ０ ．从而 J（α）＝ ４πlnα ，且知
I（x ，y） ＝ － ２πalna － ２πaln ρ

a ＝ ２πaln（１／ρ） ．
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　 　例 7畅1畅4 　求下列一型线积分 ：

（１）设 L是曲面 x２
＋ y２ ＝ z２ 与 y２ ＝ ax（a ＞ ０）交线上从点（０ ，０ ，０）到（a ，a ，

a ２）之弧段 ，I ＝ ∫L
zds ．

（２）设 L是曲面 x２
／a２ ＋ y２ ／b２ ＋ ２ z２ ／（a２ ＋ b２ ） ＝ １（x ，y ，z ＞ ０）与 x／a＋ y／b＝ １

之交线 ，I ＝ ∫L

xy
ab ＋

２ yz
b a２ ＋ b２

＋
２ zx

a a２ ＋ b２
ds ．

（３）设 L是平面 x ＋ y ＋ z ＝ ０与球面 x２ ＋ y２ ＋ z２ ＝ a２ 之交圆 ．

（i） I ＝ ∫L
x２ ds ．

（ii） I ＝∫L
（xy ＋ xz ＋ yz ）ds ．

解 　 （１）视 x为参变量 ，则 L可写为方程

x ＝ x ，　 y ＝ ax ，　 z ＝ x２ ＋ ax （０ ≤ x ≤ a） ．

由此知 d z ＝ （２ x ＋ a）／２ x２ ＋ axdx ，dy ＝ a／x／２dx ．从而得

I ＝ １
２∫

a

０
８ x２ ＋ ９ax ＋ ２a２ dx ＝

１
２∫

a

０

２ ２ x ＋ ９a
４ ２

２

－
１７
３２
a２ d x

＝
１

４ ２
２ ２ x ＋

９a
４ ２

８ x２ ＋ ９ax ＋ ２ a２

－
１７
３２
a２ ln ２ ２ x ＋

９a
４ ２

＋ ８ x２ ＋ ９ax ＋ ２a２
a

０

＝
a２

２５６ ２
１００ ３８ － ７２ － １７ln ２５ ＋ ４ ３８

１７
．

　 　 （２）以 x ＝ a（１ － y／b）代入另一式 ，可得交线的表示式为

y －
b
２

２ b
２

２

＋ z２ a２ ＋ b２
２

２

＝ １ ．

令 y ＝ b
２
＋
b
２
cosθ ，z ＝ a２ ＋ b２ sinθ／２ ，则 x ＝ a（１ － cosθ）／２ ．从而有

I ＝∫
π／２

０

sinθ
４

＋
１

２ ２
（１ ＋ cosθ）sinθ ＋ １

２ ２
（１ － cosθ）sinθ dθ

＝∫
π／２

０

sinθ
４

＋
１

２
sinθ dθ ＝

１
４

＋
１

２
．

　 　 （３） （i）解法一 　曲线 L如图 ７畅３所示 ，为求其参数方程 ，作正交变换

ξ ＝
x － y

２
，　 η ＝

x ＋ y － ２ z
６

，　 ζ ＝
x ＋ y ＋ z

３
，
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图 ７畅３ 　

则它在坐标系 Oξηζ中的参数方程为

ξ ＝ acos t ，　 η ＝ asin t ，　 ζ ＝ ０ 　 （０ ≤ t ≤ ２π） ．

而在 Oxy z坐标系中 L 的参数方程为

x ＝
acos t
２

＋
asin t
６

，　 y ＝ －
acos t
２

＋
asin t
６

，

z ＝ －
２asin t

６
（０ ≤ t ≤ ２π） ．

从而我们有 I ＝∫
２π

０

a
２
cos t ＋ a

６
sin t ２

ad t ＝ ２
３
πa３ ．

解法二 　 由对称性可知积分等式∫L
x２ ds ＝∫L

y２ ds ＝ ∫L
z ２ ds ．从而得到

I ＝ １
３∫L

（x２ ＋ y２ ＋ z２ ）ds ＝ a２
３∫L

ds ＝ a２
３
· ２πa ＝

２
３
πa３ ．

　 　 （ii）由 x ＋ y ＋ z ＝ ０可知∫L
（x ＋ y ＋ z）２ ds ＝ ０ ．由依题设可得 xy ＋ y z ＋ x z ＝

－ a２ ／２ ，从而我们有

I ＝ －∫L
a２
２
ds ＝ －

a２
２
２π a ＝ － πa３ ．

　 　注 　用第一型线积分可求非负函数 f （x ，y）在曲线AB上曲边柱形之曲面积 S ，其理由类似

定积分理论 ．例如求 x２ ＋ y２ ＝ ax被球面 x２ ＋ y２ ＋ z２ ＝ a２ 所截下部分的曲面积 S ．

解 　由对称性 ，只需求柱面在第一象限部分的面积 ，然后乘 ４即成 ．记 L ：x２ ＋ y２ ＝ ax（y ≥

０） ，所以面积 S为

S ＝ ４∫
L

a２ － x２ － y２ ds ＝ ４∫
a

０
a２ － ax a

２ ax － x２
d x ＝ ２a a∫

a

０

dx
x

＝ ４a２ ．

７畅２ 　第二型曲线积分

定义 7畅2畅1 　设AB是一平面连续曲线 ，函数 P（x ，y）在AB上定义 ．由 A 至 B依次用分点
A ＝ A０ （x０ ，y０ ） ，A１ （x１ ，y１ ） ，⋯ ，An －１ （xn －１ ，yn －１ ） ，An （xn ，yn） ＝ B

将AB剖分成 n小段 ，记 Δ xi ＝ xi － xi － １ ，Δ yi ＝ yi － yi － １ （１ ≤ i ≤ n） ．λ＝ max
１ ≤ i ≤ n

diam（A i － １ Ai ） ，在每

小段A i － １ A i上任取一点 Mi （ξi ，ηi ） ，当 λ→ ０时 ，若和式

∑
n

i ＝ １

P（ξi ，ηi ）Δ xi 　 ∑
n

i ＝ １

P（ξi ，ηi ）Δ yi

极限存在 ，且不依赖于点 Mi 的取法和AB的分法 ，则称极限值为 P（x ，y）在AB上关于 x（关于 y）
的第二型曲线积分 ，记作

∫
AB

P（x ，y）dx ＝ lim
λ → ０ ∑

n

i ＝ １

P（ξi ，ηi ）Δ xi 　 ∫
AB

P（x ，y）dy ＝ lim
λ → ０ ∑

n

i ＝ １

P（ξi ，ηi ）Δ yi ．
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　 　通常总是把函数 P（x ，y）关于 x的第二型曲线积分和函数 Q（x ，y）关于 y的第二型曲线积
分合在一起讨论 ，记作

∫
AB

P（x ，y）d x ＋ Q（x ，y）dy ＝ ∫
AB

P（x ，y）dx ＋ ∫
AB

Q（x ，y）dy ．

　 　积分具有线性性质以及关于积分曲线的可加性 ．但第二型曲线积分与曲线定向有关 ，即

∫
AB

Pd x ＋ Qdy ＝ －∫
BA

Pd x ＋ Qdy ．

　 　定理 7畅2畅1 　设AB是连续曲线 ，且由 y ＝ f （x）（a ≤ x ≤ b）给出 ，A（a ，f （a）） ，B（b ，f （b））为起
点和终点 ．若 P（x ，y）在AB上连续 ，则 P（x ，y）在AB上（关于 x的）存在第二型曲线积分 ，且有

∫
AB

P（x ，y）dx ＝ ∫
b

a
P（x ，f （x））d x 　 （定积分） ．

　 　定理 7畅2畅2 　若AB是逐段光滑曲线 ：x ＝ x（t） ，y ＝ y（t）（a ≤ t ≤ b） ．且 A ＝ （x（a） ，y（a）） ，B ＝

（x（b） ，y（b）） ．若 P（x ，y）在AB上连续 ，则 P（x ，y）在AB上的第二型曲线积分存在 ，且有

∫
AB

P（x ，y）dx ＝ ∫
b

a
P［x（t） ，y（t）］x′（t）d t ，　∫

AB

P（x ，y）dy ＝ ∫
b

a
P［x（t） ，y（t）］y′（t）d t ．

　 　注 1 　若又有 Q（x ，y）在AB上连续 ，则结合 P（x ，y）可写成

∫
AB

Pd x ＋ Qdy ＝ ∫
b

a
［P（x（t） ，y（t））x′（t） ＋ Q（x（t） ，y（t））y′（t）］d t ．

　 　注 2 　设 D是由一条简单闭曲线 L 围成的区域 ，则其面积为 S ＝
１
２∫L

xdy － ydx ．

注 3 　第一型与第二型线积分之间的联系 ．给定光滑曲线AB ，其参数方程为 x ＝ x（t） ，y ＝
y（t）（a ≤ t ≤ b） ，t ＝ a对应于 A 点 ，t ＝ b对应于 B点 ．

（i）由曲线的方向决定曲线上每点（x ，y）处单位切向量 τ的方向 ．τ的方向余弦记为 cos枙τ ，
x枛 ，cos枙τ ，y枛 ，其中枙τ ，x枛枙τ ，y枛分别表示向量 τ与坐标向量 i ，j的内积 ，用参数表示有

cos枙τ ，x枛 ＝
x′（t）

x′２ （t） ＋ y′２ （t）
＝

d xds ，　 cos枙τ ，y枛 ＝
y′（t）

x′２ （t） ＋ y′２ （t）
＝

dy
ds ．

∫
AB

Pd x ＋ Qdy ＝ ∫
AB

［Pcos枙τ ，x枛 ＋ Qcos枙τ ，y枛］ds ．

　图 ７畅４

这就把被积函数为 P ，Q的第二型曲线积分 ，化为被积函数为

Pcos枙τ ，x枛 ＋ Qcos枙τ ，y枛的第一型曲线积分 ．

（ii）曲线上点（x ，y）处的单位法向量记作 n ，且使 n ，τ成右
手系 ．由图 ７畅４看出

cos枙n ，x枛 ＝ cos枙τ ，y枛 ，　 cos枙n ，y枛 ＝ － cos枙τ ，x枛 ．

因此 ，第二型曲线积分也可化成如下的第一型曲线积分

∫
AB

Pd x ＋ Qdy ＝ ∫
AB

［Qcos枙n ，x枛 － Pcos枙n ，y枛］ds ．
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类似有

∫
AB

Pd x ＋ Qdy ＋ Rd z ＝ ∫
AB

［Pcos枙τ ，x枛 ＋ Qcos枙τ ，y枛 ＋ Rcos枙τ ，z枛］ds ．
　 　例 7畅2畅1 　计算下列二型曲线积分 I ：

（１） I ＝ ∫
OA

（x２ ＋ y２ ）d x ＋ ４ xydy ，如图 ７畅５（a） ．

　 　 （i） OA为上半圆周 ：x２ ＋ y２ ＝ ax（y ≥ ０） ；

　 　 （ii） OA为 x 轴上线段OA ．

图 ７畅５

（２） I ＝ ∫
L
ex cosyd x － ex sin ydy ，其中 L为（i）折线 OAB ；（ii）直线段OB ．如图

７畅５（b） ．

（３） I ＝ ∫
L
e－ （x２ ＋ y２ ）

［cos（２ xy）dx ＋ sin（２ xy）dy］ ，其中 L 是 x２
＋ y２ ＝ １逆时针

方向 ．

（４） I ＝ ∫
L

xdy － ydx
（x２ ＋ y２ ）α ，其中 L ：x２ ＋ xy ＋ y２ ＝ R２ 逆时针 ．

解 　 （１） （i） OA的参数方程为 x ＝ x ，y ＝ ax － x２ （０ ≤ x ≤ a） ，且起点 O对应
于 x ＝ ０ ，终点 A 对应于 x ＝ a ．从而可知

I ＝∫
a

０
［ax ＋ ２ x（a － ２ x）］d x ＝ ∫

a

０
（３ax － ４ x２ ）d x ＝

a３
６

．

　 　若取OA的参数方程为 x ＝ a
２
（１ ＋ cos t） ，y ＝ a

２
sin t（０ ≤ t ≤ π） ，起点对应 t ＝ π ，

终点对应 t ＝ ０ ．从而可知

I ＝ ∫
OA

axd x ＋ ４ xydy

＝ ∫
０

π

a２
２
（１ ＋ cos t） －

a
２
sin t ＋ a２ （１ ＋ cos t）sin t a

２
cos t d t
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＝
a３
４∫

０

π
（sin t － ２sin tcos２ t）d t ＝ a３

６
．

　 　 （ii）直线段OA的参数方程为 x ＝ x ，y ＝ ０（０ ≤ x ≤ a） ，所以

I ＝ ∫
a

０
x２ dx ＝

a３
３

．

　 　 注 　此例说明 ，曲线积分的值不仅与被积数函数有关 ，还与路径有关 ．

（２） （i）折线 OAB的方程为 y ＝
x ０ ≤ x ≤

π
２

，

π － x π
２
≤ x ≤ π ．

从而可知

I ＝∫
π
２

０
ex （cos x － sin x）dx ＋∫

π

π
２

ex ［cos（π － x） ＋ sin（π － x）］dx
＝ ex cos x π／２

０
＋ ex cos（π － x）

π

π／２
＝ eπ － １ ．

　 　 （ii） OB的参数方程为 x ＝ x ，y ＝ ０（０ ≤ x ≤ π） ，从而得 I ＝ ∫
π

０
ex d x ＝ eπ － １ ．

注 　上例说明 ，某些线积分的值只与被积函数和路径的起 、终点有关 ，与路径无关 ．

（３）注意到函数 e － （ x２ ＋ y２ ）cos（２ xy）在上半平面与下半平面的值相同 ，但 d x却
取相反符号 ，故知∫L

e－ （x２ ＋ y２ ）cos（２ xy）d x ＝ ０ ．

类似地可知∫L
e－ （x２ ＋ y２ ） sin（２ xy）dy ＝ ０ ．综合之 ，I ＝ ０ ．

（４） 先作旋转变换 x ＝ （ u － v ）／ ２ ，y ＝ （ u ＋ v ）／ ２ ，将 L 表示为 L １ ：

u２ ２
３
R

２

＋ v２ （ ２R）２ ＝ １ ，积分 I为

I ＝∫L
１

udv － v du
（u２ ＋ v２ ）α ．

再将 L１ 用极坐标参数表示 ：u＝ ２／３Rcos t ，v ＝ ２Rsin t ．
例 7畅2畅2 　解答下列问题 ：

（１）设 P（x ，y） ，Q（x ，y）是光滑弧段AB上的连续函数 ，AB的长度记为 l ，则

∫
AB

Pdx ＋ Qdy ≤ lM （M ＝ max
（ x ，y） ∈ AB

｛ P２
＋ Q２

｝） ．

　 　 （２）设 L ：x２ ＋ y２ ＝ R２
，IR ＝ ∫L

yd x － xdy
（x２ ＋ xy ＋ y２ ）２

，则 IR → ０（R → ＋ ∞ ） ．

（３）设 L是曲线 y ＝ ２ x － x２上从（０ ，０）到（１ ，１）之线段 ，用第二型线积分

证明

I ＝ ∫L
［y ２ x － x２ ＋ x（１ － x）］ds ＝ １ ．
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　 　解 　 （１）注意到（Cauchy）不等式
| Pcosα ＋ Qsinα | ≤ （P２

＋ Q２
）
１／２

（cos２ α ＋ sin２
α）

１／２
＝ P２

＋ Q２
，

I ≤ ∫
AB

（Pcosα ＋ Qsinα）ds ≤ ∫
AB

| Pcosα ＋ Qsinα | ds

≤∫
AB

P２
＋ Q２ ds ≤ M ·∫

AB

ds ＝ Ml ．

　 　 （２） 由 P（x ，y） ＝ y／（x２ ＋ xy ＋ y２ ）２ ，Q（x ，y） ＝ － x／（ x２ ＋ x y ＋ y２ ）２ ，可知

P２
＋ Q２

＝ x２ ＋ y２ ／（x２ ＋ x y ＋ y２ ）２ ．采用极坐标（x ＝ Rcosφ ，y ＝ Rsinφ） ，又得

P２
＋ Q２

＝
R

（R２
＋ xy）２ ＝

１

R３
（１ ＋ sinφcosφ）２ ＝

１

R３

４

（２ ＋ sin２φ）２ ．

由此知 M ＝ max
（ x ，y） ∈ L

｛ P２
＋ Q２

｝ ≤ ４／R３
．引用题（１） ，我们有

| IR | ≤ ２πR ·
４

R３ ＝
８π

R２ → ０ 　 （R → ＋ ∞ ） ．

　 　 （３）因为 ds ＝ １ ＋ （y′）２ dx ＝ d x／ ２ x － x２ ，所以有

cosα ＝
dxds ＝ ２ x － x２ ，　 cosβ ＝

dy
d x ＝

y′d x
ds ＝ １ － x ．

I ＝ ∫L
（ycosα ＋ xcosβ）ds ＝ ∫L

yd x ＋ xdy ．

图 ７畅６ 　

　 　将曲线 L ：y２ ＋ （x － １）
２
＝ １用参数式表示 ，即

我们令 x ＝ １ ＋ cos t ，y ＝ sin t ，则 L定向如图 ７畅６所

示 ．从而可得

I ＝∫
π／２

０
［－ sin２ t ＋ （１ ＋ cos t）cos t］d t

＝ － π／４ ＋ １ ＋ π／４ ＝ １ ．

　 　 例 7畅2畅3 　 应用面积公式 S ＝
１
２∮L

xdy －

ydx解答下列问题 ：

（１）设 L是一简单闭曲线 ，记其所围区域面积为 S ，则

I ＝ ∮L
［xcos（n ，x） ＋ ycos（n ，y）］ds ＝ ２S ，

其中 n是 L 的外法线方向的单位向量 ．

（２）求曲线 L ：y２ （a＋ x）＝ x２ （a － x）（a ＞ ０）的一个圈所围区域的面积 S ．

（３）设 a ，b ，c ＞ ０ ，求由曲线 L ：（x／a）２ n ＋ １
＋ （y／b）２ n ＋ １

＝ c（x／a）n （y／b）n 围成的
区域面积 S ．

倡
（４）设 a ，b ，c ＞ ０ ，求由曲线 L ：（x／a）n ＋ （y／b）n ＝ （x／a）n － １

＋ （y／b）n － １以及坐标轴所截出

·２１３· 第 ７章 　曲线积分与曲面积分



的区域面积 S ．

解 　 （１）应用公式 cos（n ，x）＝ cos（τ ，y） ，cos（n ，y） ＝ － cos（τ ，x） ，其中 τ单位

切向量 ．从而可得

I ＝ ∫L
［xcos（τ ，y） － ycos（τ ，x）］ds ＝ ∫L

xdy － ydx ＝ ２S ．

　图 ７畅７

　 　 （２） （i）在公式 S ＝
１
２∮L

xdy － yd x中 ，令 y ＝ x t ，则

dy ＝ td x ＋ xd t ，且可得公式（图 ７畅７）

S ＝
１
２∮L

（x td x ＋ x２ d t － x td x） ＝
１
２∫x

２ d t ．
　 　 （ii）对曲线 L ，令 y ＝ x t ，则有表示式

x ＝ a（１ － t２ ）／（１ ＋ t２ ） ，　 y ＝ a（１ － t２ ）t／（１ ＋ t２ ） ．

从而可知（由（i））
S ＝

１
２∫

１

－１

a２ （１ － t２ ）２
（１ ＋ t２ ）２ d t ＝ a２∫

１

０
１ －

４ t２
（１ ＋ t２ ）２ d t ．

作变换 t ＝ tanθ ，我们有
∫

１

０

t２ d t
（１ ＋ t２ ）２ ＝ ∫

π／４

０
sin２

θdθ ＝
１
２

π
４

－
１
２

．

S ＝ １ － ２
π
４

－
１
２

a２ ＝ ２ －
π
２

a２ ．

　 　 （３）令 x ＝ arcos ２n
２n ＋ １ θ ，y ＝ brsin ２n

２n ＋ １ θ ，则曲线有表示式

r ＝ ccos ２n
２n＋ １ θ· sin ２n

２n＋ １ θ　 （０ ≤ θ ≤ π／２）

（θ从 ０变到 π／２时 ，曲线从原点绕圈回到原点） ．曲线的参数方程（参数为 θ）为

x ＝ accos２n＋ ２２n＋ １ θ· sin ２n
２n＋ １ θ ，

y ＝ bccos ２n
２n＋ １ θ· sin２n＋ ２

２n＋ １ θ ，
　 ０ ≤ θ ≤

π
２

．

从而又得知 y／x ＝ （b／a）tan ２
２n ＋ １ θ（０ ≤ θ ≤ π／２） ．因此有

d y
x ＝

２b
a（n ＋ １）

sin ２
２ n＋ １ －１ θdθ cos ２

２n＋ １ －１ θ ，

１
２
（xdy － ydx） ＝

１
２
x２ d y

x ＝
abc２

２n ＋ １
cosθ· sinθdθ ，

S ＝
１
２∫L

xdy － yd x ＝
abc２

２n ＋ １∫
π／２

０
cosθ· sinθdθ ＝

abc２
２（２n ＋ １）

．

　 　
倡
（４）首先 ，作出曲线 L的参数方程 ．为此令

x ＝ arcos２／nθ ，　 y ＝ brsin２／nθ 　 （０ ≤ θ ≤ π／２） ．

且代入 L的方程 ，可知在广义极坐标系下 ，L的方程为 r ＝ cos２ － ２／n
θ＋ sin２ － ２／n

θ ．由此即得 L的参
数方程 ：
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x ＝ a（cos２ θsin２／nθ ＋ sin２ θcos２／nθ） sin２／nθ ，

y ＝ b（cos２ θsin２／nθ ＋ sin２ θ· cos２／nθ） cos２／nθ ．

　 　其次 ，如上题所示 ，有（xdy － ydx）／２ ＝ x２ d（y／x）／２ ，故在这里也来算出 d（y／x） ，而注意到

y／x ＝ btan２／nθ／a（０ ＜ θ ＜ π／２） ，则

d y
x ＝

２b
na sin２／n －１ θ／cos２／n＋ １ θ dθ ．

从而可知（０ ＜ θ ＜ π／２）

１
２
（xdy － yd x） ＝

ab
n （sin２／n －１ θcos３ －２／nθ ＋ ２sinθcosθ ＋ sin３ －２／nθcos２／n －１ θ）dθ ．

　 　因为在坐标轴上有 xdy － ydx ＝ ０ ，以及

∫
π／２

０
sin２／n －１ θ· cos３ －２／nθdθ ＝ ∫

π／２

０
cos２／n －１ θ· sin３ －２／nθdθ ，

所以我们有

S ＝
１
２∫L

xdy － yd x ＝
１
２∫L

x２ d y
x

＝
２ab
n ∫

π／２

０
sinθcosθdθ ＋∫

π／２

０
sin２／n －１ θ· cos３ －２／nθdθ

＝
ab
n sin２ θ π／２

０
＋ B １

n ，２ －
１
n

＝
ab
n １ ＋ １ －

１
n π sin π

n ．

　 　例 7畅2畅4 　计算下列三维空间的二型线积分 I ：

（１） I ＝∫L
（y２ － z２ ）d x ＋ （z２ － x２ ）dy ＋ （x２ － y２ ）d z ，其中 L是球面 x２

＋ y２ ＋

z２ ＝ １（x ，y ，z ≥ ０）与三个坐标平面之交线（图 ７畅８ ，右手坐标系） ．

（２） I ＝ ∫L
ydx ＋ zdy ＋ xd z ，其中 L是曲面 x２

／a２ ＋ y２ ／b２ ＋ z２ ／c２ ＝ １与平面

x／a＋ z／c ＝ １之交线在第一象限中的线段（x正向 ，逆时针） ．

（３） I ＝ ∫L
y２ dx ＋ z２ dy ＋ x２ d z ，其中 L是曲面 x２

＋ y２ ＋ z２ ＝ a２ 与 x２ ＋ y２ ＝

ax（a ＞ ０）之交线（从 x ＞ a看去 ，走向逆时针） ．

（４） I ＝∫L
（y － z）d x ＋ （z － x）dy ＋ （x － y）d z ，其中 L是曲面 x２

＋ y２ ＋ z２ ＝

a２ 与 y ＝ xtanα之交线（按 x轴向逆时针） ．

（５） I ＝∫L
（y２ ＋ z２ ）d x ＋ （z２ ＋ x２ ）dy ＋ （x２ ＋ y２ ）d z ，其中 L是曲面 x２

＋ y２ ＋

z２ ＝ ２ ax ，x２ ＋ y２ ＝ ２bx（z ≥ ０ ，a ＞ b＞ ０）之交线（从原点出发依 y ＞ ０方向绕一周） ．

（６） I ＝∫L
（y － z）d x ＋ （z － x）dy ＋ （x － y）d z ，其中 L是球面 x２

＋ y２ ＋ z２ ＝

a２ 与平面 x ＋ y ＋ z ＝ ０的交线（从 z轴正向看 L 取逆时针方向） ．
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　 图 ７畅８

解 　 （１）如图 ７畅８示将 L依所在平面分为三个弧段 ：

γi （i ＝ １ ，２ ，３） ，其中每个 γi 都是中心在原点半径为 １的圆

周的 １／４ ．显然 ，在 γ１ 上的积分中 z ＝ ０且 dz ＝ ０ ．从而其被

积函数为 ω＝ y２ dx － x２ dy ，因此采用极坐标 ，γ１ 可表示为

x ＝ cosφ ，　 y ＝ sinφ 　 （０ ＜ φ ＜ π／２） ．

由此可知 I在 γ１ 上的线积分为

∫γ
１

ω ＝∫γ
１

y２ dx － x２ dy ＝ －∫
π／２

０
（sin３

φ ＋ cos３ φ）dφ
＝ － ２∫

π／２

０
sin３

φdφ ＝ －
４
３

．

　 　类似地有∫γ
３

ω ＝ ∫γ
２

ω ＝ ∫γ
１

ω ＝ －
４
３

，最后得 I ＝ ３ ·∫γ
１

ω ＝ － ４ ．

　 　 （２）易知交线为（x － a／２）２ （a／２）２ ＋ y２ （b／ ２）
２
＝ １ ，且是从点（a ，０ ，０）到点

（０ ，０ ，c）弧段 ．L的参数表示为
x ＝ a／２ ＋ acosθ／２ ，　 y ＝ bsinθ／ ２ ，

由此可得 z ＝ c／２ － ccosθ／２ ．从而我们有

I ＝∫
π

０
－

b
２
sinθ a

２
sinθ ＋ c

２
－
c
２
cosθ b

２
cosθ ＋ a

２
＋

a
２
cosθ c

２
sinθ dθ

＝ －
ab
２ ２

π
２

＋ ０ －
bc
２ ２

π
２

＋
ac
４
· ２ ＋ ０ ＝

ac
２

－
bπ
４ ２

（a ＋ c） ．

　 　 （３）采用极坐标 x ＝ rcosθ ，y ＝ rsinθ（ － π／２ ＜ θ ＜ π／２） ，则原曲面为 r ＝ acosθ ，
z ＝ a２ － r２ ＝ a｜sinθ｜ ．从而曲线 L有参数式

x ＝ acos２ θ ，　 y ＝ asinθcosθ ，　 z ＝ a | sinθ | 　 （θ ≠ ０） ．

而且 d x ＝ － ２ asinθcosθdθ ，dy ＝ a（cos２ θ － sin２
θ）dθ ，d z ＝ sgnθ（acosθ）dθ ．

y２ d x ＋ z２ dy ＋ x２ d z ＝ a３ （－ ２sin３
θcos３ θ ＋ sin２

θ － ２sin４
θ ＋ sgnθ· cos５ θ）dθ ．

注意到∫
π／２

－ π／２
（－ ２sin３

θcos３ θ ＋ sgnθ· cos５ θ）dθ ＝ ０ ，我们有

I ＝ a３∫
π／２

－ π／２
（sin２

θ － ２sin４
θ）dθ ＝ a３ B １

２
，
３
２

－ ２B １
２

，
５
２

＝ a３ （π／２ － ３π／４） ＝ － πa３ ／４ ．

　 　 （４）引入角 φ ：０ ≤ φ ≤ ２π（图 ７畅９） ，则交线之参数方程为

z ＝ asinφ ，　 y ＝ asinαcosφ ，　 x ＝ acosαcosφ ，

从而可知

I ＝ a２∫
２π

０
（cosα － sinα）dθ ＝ ２ ２πa２ sin（π／４ － α） ．

　 　 （５）对 I作分解 ：I ＝ I１ ＋ I２ ，其中 I１ 位于 y ＞ ０ ，I２ 位于 y ＜ ０（图 ７畅１０） ．

·５１３·７畅２ 　第二型曲线积分



图 ７畅９

　 　 　 　 　

图 ７畅１０

（i）对 y ＞ ０ ，有 y ＝ ２bx － x２ ，z ＝ ２（a － b）x ．从而可知

I１ ＝∫
２ b

０
（２ax － x２ ）d x ＋∫

２ b

０
（２ax － ２bx ＋ x２ ） b － x

２bx － x２
d x

＋∫
２b

０
２bx a － b

２ x
dx ．

　 　 （ii）对 y ＜ ０ ，我们有

I２ ＝∫
０

２ b
（２ax － x２ ）d x ＋∫

０

２ b
（２ax － ２bx ＋ x２ ） － （b － x）

２bx － x２
d x

＋∫
０

２b
２b x a － b

２ x
d x ．

从而可得

I ＝ I１ ＋ I２ ＝ ２∫
２ b

０

（x２ ＋ ２ax － ２bx）（b － x）
２bx － x２

d x

＝ ２∫
π／２

－ π／２

b２ sin２
θ ＋ ２ab ＋ ２absinθ － b２

bcosθ （－ bsinθ）bcosθdθ　 （x － b ＝ bsinθ）
＝ － ２b∫

π／２

－ π／２
｛b２ sin２

θ ＋ （２ab － b２ ）sinθ ＋ ２absin２
θ｝dθ ＝ － ２πab２ ．

　 　 （６）解法一 　取 L的参数方程为 x ＝ a
２
cos t＋ a

６
sin t ，以及

y ＝ －
a
２
cos t ＋ a

６
sin t ，　 z ＝ －

２a
６
sin t 　 （０ ≤ t ≤ ２π） ，

因此我们有

I ＝∫
２π

０

－
a
２
cos t ＋ ３ a

６
sin t －

a
２
sin t ＋ a

６
cos t
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＋ －
３a
６
sin t － a

２
cos t ·

a
２
sin t ＋ a

６
cos t

＋
２a
２
cos t －

２a
６
cos t d t

＝ －∫
２π

０
a２ （ ３sin２ t ＋ ３cos２ t）d t ＝ － ２ ３πa２ ．

　 　解法二 　为求 L单位的切向量 τ ，先求出平面与球面的法向量 ，即 N１ ＝ i＋ j ＋
k ，N２ ＝ x i ＋ y i ＋ z k ．从而 L的切向量 T为

T ＝ N１ × N２ ＝ （z － y）i ＋ （x － z） j ＋ （y － x）k ，
由图 ７畅３可看出 T的方向与 L 的定向一致 ，由此得

τ ＝
（z － y）i ＋ （x － z） j ＋ （y － x）k
（z － y）２ ＋ （x － z）２ ＋ （y － x）２

．

于是有

I ＝∫
L
［（y － z）cos枙τ ，x枛 ＋ （z － x）cos枙τ ，y枛 ＋ （x － y）cos枙τ ，z枛］ds

＝ －∫
L

（y － z）２ ＋ （z － x）２ ＋ （x － y）２

（y － z）２ ＋ （z － x）２ ＋ （x － y）２
ds

＝ －∫
L

（y － z）２ ＋ （z － x）２ ＋ （x － y）２ ds
＝ －∫

L
３（x２ ＋ y２ ＋ z２ ） － （x ＋ y ＋ z）２ ds ＝ －∫

L
３ ads ＝ － ２ ３πa２ ．

在介绍第三种解法前 ，注意到若定向曲线 L 位于曲面 z ＝ f （x ，y）上 ，记 L 在 xOy
平面上的定向投影曲线为 L １ ，则空间曲线积分可化为平面曲线积分 ：

∫
L
Pdx ＋ Qdy ＋ Rd z ＝∫

L
１

P［x ，y ，f （x ，y）］d x ＋ Q［x ，y ，f （x ，y）］dy

＋∫
L
１

R［x ，y ，f （x ，y）］ 抄 f
抄 xd x ＋

抄 f
抄 y

dy ．

事实上 ，设 L１ 的参数方程为 x ＝ x（t） ，y ＝ y（t） ，（α ≤ t ≤ β） ，则 L的参数方程为 x ＝
x（t） ，y ＝ y（t） ，z ＝ f ［x（t） ，y（t）］（α ≤ t ≤ β） ．用曲线积分计算公式即知等式成立 ．

解法三 　因曲线 L位于平面的 z ＝ － x － y上 ，所以

I ＝∫
L
１

（y ＋ x ＋ y）d x ＋ （－ x － y － x）dy ＋ （x － y）（－ d x － dy）

＝∫
L
１

３ yd x － ３ xdy ＝ － ６ ·
１
２∫L

１

xdy － yd x ＝ － ６ × L１ 所围区域的面积

＝ － ６ ·
１

３
πa２ ＝ － ２ ３πa２ ．
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　 　例 7畅2畅5（物理应用） 　解答下列问题 ：

（１）求球面 x２ ＋ y２ ＋ z２ ＝ R２ 在第一象限与三个坐标平面的交线（质量均匀分

布且线密度为 １）的重心 ．

（２）求质量均匀分布（密度为 １）的星形线 L ：x２ ／３ ＋ y２／３ ＝ a２／３ （x ，y ≥ ０）对坐标

轴的力距 Mx ，My ．

（３）有三个力 F１ ，F２ ，F３ 作用在点 P（x ，y ，z）上 ，且｜F１ ｜＝ ｜F２ ｜＝ ｜F３ ｜＝ １方

向分别为M１ P →，M２ P →，M３ P →，其中 M１ （１ ，０ ，０） ，M２ （０ ，１ ，０） ，M３ （０ ，０ ，１） ．若点 P由原
点 O（０ ，０ ，０）沿直线运动到点 M（１ ，１ ，１）试求力所做的功 ．

（４）一质点 P沿着以AB为直径的半圆周 ，从点 A（１ ，２）运动到点 B（３ ，４）的过

程中受变力 F作用 ，F的大小等于点 P与原点 O之间的距离 ，其方向垂直于线段

OP ，且与 y轴正向的夹角小于 π／２ ，求 F对 P所做的功 ．

（５）设在变力 F＝ yz i ＋ z x j ＋ z yk的作用下 ，一质点在原点沿直线运动到椭

球面 x２ ／a２ ＋ y２ ／b２ ＋ z２ ／c２ ＝ １在第一象限上的点 M（ξ ，η ，ζ） ，试问当 ξ ，η ，ζ取何值

时 ，F所做的功 W 最大 ？并求出 W 的值 ．

图 ７畅１１ 　

解 　 （１） 记曲线在坐标平面 xOy ，yOz ，zOx
内的弧段分别为 L １ ，L２ ，L３ （图 ７畅１１） ，则根据重心

的计算公式可知（记曲线重心坐标为 珚x ，珔y ，珔z）

珚x ＝
１
m∫L

１ ＋ L２ ＋ L３
xds ，　 珔y ＝

１
m∫L

１ ＋ L２ ＋ L３
yds ，

珔z ＝
１
m∫L

１ ＋ L２ ＋ L３
zds ，

其中 m ＝∫L
１

ρds ＋∫L
２

ρds ＋∫L
３

ρds（曲线弧 L１ ，L２ ，

L３ 质量之和） ．

　 　由 L１ 的方程 y ＝ R２
－ x２ （０ ≤ x ≤ R）以及 ρ ＝ １ ，可得

∫L
１

ρds ＝ ∫
R

０
１ ＋ y′２ dx ＝ ∫

R

０
１ ＋

x２
R２

－ x２ d x ＝ R∫
R

０

d（x／R）
１ － （x／R）２

＝
πR
２

．

利用对称性又有∫L
２

ρds ＝ ∫L
３

ρds ＝ πR／２ ．从而 m＝ ３πR／２ ．

另一方面 ，因为我们有等式

∫L
１

xds ＝ ∫
R

０
x Rdx

R２
－ x２

＝ －
R
２∫

R

０

d（R２
－ x２ ）

R２
－ x２

＝ R２
，

∫L
２

xds ＝ ∫L
２

０ds ＝ ０ ，　∫L
３

xds ＝ R２
，

所以导出 珚x ＝
１
m ∫L

１

xds ＋∫L
２

xds ＋∫L
３

xds ＝ ４
３πR（R

２
＋ ０ ＋ ０） ＝

４R
３π

．
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又根据对称性 ，可知 珔y ＝ 珔z ＝ 珚x ．总之 ，重心为 ４R
３π

，
４R
３π

，
４R
３π

．

（２）用参数方程 x ＝ acos３ t ，y ＝ asin３ t（０ ≤ t ≤ π／２）表示该星形线 ，则可得

Mx ＝∫L
yds ＝ ３a２∫

π／２

０
sin４ tcos td t ＝ ３

５
a２ ．

My ＝∫L
xds ＝ ３ a２∫

π／２

０
cos４ tsin td t ＝ ３

５
a２ ．

　 　 （３）根据题意 ，有

F１ ＝
（x － １）i ＋ y j ＋ z k
（x － １）

２
＋ y２ ＋ z２

，　 F２ ＝
x i ＋ （y － １） j ＋ z k
x２

＋ （y － １）
２
＋ z２

，

F３ ＝
x i ＋ y j ＋ （z － １）k
x２

＋ y２ ＋ （z － １）
２

．

　 　因为 F１ 沿直线从（０ ，０ ，０）到点 M（１ ，１ ，１）做的功是（注意直线 OM 的参数方
程是 x ＝ t ，y ＝ t ，z ＝ t（０ ≤ t ≤ １））

W １ ＝∫OM
F１ · d r ＝ ∫OM

（x － １）dx ＋ ydy ＋ zd z
（x － １）

２
＋ y２ ＋ z２

＝∫
１

０

（３ t － １）d t
３ t２ － ２ t ＋ １

＝ ３ t２ － ２ t ＋ １
１

０
＝ ２ － １ ．

　 　同理可以计算 F２ ，F３ 沿直线从（０ ，０ ，０）点到（１ ，１ ，１）做的功分别是

W ２ ＝ ∫OM
F２ · d r ＝ ２ － １ ，　 W ３ ＝ ∫OM

F３ · d r ＝ ２ － １ ．

　 　据根叠加原理知 ，F１ ＋ F２ ＋ F３ 沿直线从（０ ，０ ，０）到点（１ ，１ ，１）做的功

W ＝ W １ ＋ W ２ ＋ W ３ ＝ ３（ ２ － １） ．

　 　 （４）依题意可知变力为 F＝ － y i ＋ x j ，而该圆弧的参数方程为
x ＝ ２ ＋ ２cosθ ，　 y ＝ ３ ＋ ２sinθ　 （－ ３π／４ ≤ θ ≤ π／４） ．

　图 ７畅１２

从而可得其所做之功为（图 ７畅１２）

W ＝∫AB
F · d r ＝∫AB

－ ydx ＋ xdy
＝∫

π／４

－３π／４
［ ２（３ ＋ ２sinθ）sinθ ＋ ２（２ ＋ ２cosθ）cosθ］dθ

＝ ２（π － １） ．

　 　 （５）由题设可知 ，直线段OM的参数方程为
x ＝ ξt ，　 y ＝ ηt ，　 z ＝ ζt 　 （０ ≤ t ≤ １） ．

因此力 F沿OM所做的功为

W ＝ ∫OM
F · d r ＝ ∫OM

yzd x ＋ zxdy ＋ xyd z ＝ ３∫
１

０
ξηζt２ d t ＝ ξηζ ．
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从而为求 W 之最大值 ，就是在约束条件

φ（ξ ，η ，ζ） ＝ ξ
２

a２ ＋
η
２

b２ ＋
ζ
２

c２ － １ ＝ ０ 　 （ξ ，η ，ζ ＞ ０）

下求 f （ξ ，η ，ζ）＝ ξηζ的最大值 ．

作辅助函数 F（ξ ，η ，ζ）＝ ξηζ ＋ λφ（ξ ，η ，ζ） ，并求解方程组

抄F
抄ξ

＝ ηζ ＋ ２λξ／a２ ＝ ０ ，

抄F
抄η

＝ ξζ ＋ ２λη／b２ ＝ ０ ，

抄F
抄ζ

＝ ξη ＋ ２λζ／c２ ＝ ０ ，

　 ξ
２

a２ ＋
η
２

b２ ＋
ζ
２

c２ － １ ＝ ０ ．

可得ξ
２

a２ ＝
η
２

b２ ＝
ζ
２

c２ ＝ －
ξηζ

２λ
，ξ

２

a２ ＋
η
２

b２ ＋
ζ
２

c２ ＝ －
３
２
ξηζ

λ
＝ １ ．最后知当 ξ＝ a／ ３ ，η ＝ b／ ３ ，

ζ＝ c／ ３时 W 最大 ．

７畅３ 　曲 面 面 积

１畅 设 D 炒 R２ 是有界闭区域 ，而曲面 Σ由方程

z ＝ f （x ，y）（（x ，y） ∈ D） ，　 f ∈ C（１）
（D）

给出 ．则称 Σ为光滑曲面 ．若令 p（x ，y）＝ 抄 f
抄 x ，q（x ，y）＝ 抄 f

抄 y ，则 Σ上每点均有切平面存在 ，其法向

量为 n＝ － p i － q j ＋ k ，且曲面面积 S为

S ＝ 簇
D

１ ＋ p２ ＋ q２ d xdy ，　 S ＝ 簇
D

d xdy
| cos枙n ，z枛 | ．

　 　 ２畅 设 D 炒 R２ 是有界闭区域 ，而曲面 Σ是由参数方程

x ＝ x（u ，v） ，y ＝ y（u ，v） ，z ＝ z（u ，v） ，　 （u ，v） ∈ D

表示的光滑曲面 ，且令

A ＝
抄（y ，z）
抄（u ，v） ，　 B ＝

抄（z ，x）
抄（u ，v） ，　 C ＝

抄（x ，y）
抄（u ，v） ，

则 Σ的法向量为 n＝ A i ＋ Bj ＋ Ck ，曲面积 S为

S ＝ 簇
Σ

dS ＝ 簇
D

A ２
＋ B２

＋ C２ dudv ，　 dS ＝ A２
＋ B２

＋ C２ dudv ．
特别 ，对 x ＝ sinφcosθ ，y ＝ sinφsinθ ，z ＝ acosφ ，有 dS ＝ a２ sinφdθdφ ．

３畅 在上述 ２的条件下 ，若记（Gauss系数）E＝ （x′u ）２ ＋ （y′u ）２ ＋ （z′u ）２ ，且

G ＝ （x′v ）２ ＋ （y′v ）２ ＋ （z′v ）２ ，　 F ＝ x′u x′v ＋ y′u y′v ＋ z′u z′v ，

则又得曲面面积公式 S ＝ 簇
D

EG － F２ dudv ．
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　 　注 　若曲面以 r ＝ r（φ ，θ）表示 ，且 r ∈ C（１）
（D） ，则 EG － F２ ＝ r （r２ ＋ r′２φ ）sin２ φ＋ r′２θ ．

例 7畅3畅1 　求下列曲面 Σ的面积 S ：

（１） x２ ＋ y２ ＋ z２ ＝ R２
．　 　 　 　 　 　 　 　 （２） x２ ／a２ ＋ y２ ／b２ ＋ z２ ／c２ ＝ １ ．

（３） （x２ ＋ y２ ＋ z２ ）２ ＝ ２ a２ x y ． （４）（x２ ＋ y２ ＋ z２ ）２ ＝ x２ － y２ ．

解 　 （１）球面 Σ的参数方程为

x ＝ Rcosθsinφ ，　 y ＝ Rsinθsinφ ，　 z ＝ Rcosφ ，

D ＝ ｛（θ ，φ） ：０ ≤ θ ≤ ２π ，０ ≤ φ ≤ π｝ ．

由此可知

rθ ＝ （－ Rsinθsinφ ，Rcosθsinφ ，０） ，

rφ ＝ （Rcosθcosφ ，Rsinθcosφ ，－ Rsinφ） ．

E ＝ R２ sin２

φ ，F ＝ ０ ，G ＝ R２
．

S ＝ 簇
D

EG － F２ dθdφ ＝ 簇
D
R２ sinφdθdφ ＝ R２

∫
２π

０
dθ∫

π

０
sinφdφ ＝ ４πR２

．

　 　 （２）椭球面 Σ的参数方程为

x ＝ acosθsinφ ，　 y ＝ bsinθsinφ ，　 z ＝ ccosφ ，

D ＝ ｛（θ ，φ） ：０ ≤ θ ≤ ２π ，０ ≤ φ ≤ π｝ ．

由此可知

rθ ＝ （－ asinθsinφ ，bcosθsinφ ，０） ，　 rφ ＝ （acosθcosφ ，bsinθcosφ ，－ csinφ） ．

A ＝ － bccosθsin２

φ ，B ＝ － acsinθsin２

φ ，C ＝ － abcosφsinφ ．

S ＝ ８∫
π
２

０∫
π
２

０
（b２ cos２ θ ＋ a２ sin２

θ）c２ sin２

φ ＋ a２ b２ cos２ φsinφdθdφ ．

　 　当 a ，b ，c两两不等时 ，这个积分积不出来（即无初等原函数表示） ．

当 a＝ b时可求出面积 S

S ＝

２π a a ＋ c２
a２ － c２

ln a ＋ a２ － c２
c ， a ＞ c ，

２π a a ＋ c２

c２ － a２
arcsin c２ － a２

c ， a ＜ c ．

　 　 （３）采用球坐标 ，则曲面 Σ有表示 r ＝ asinφ sin２θ ．从而知

EG － F２
＝ r （r２ ＋ r′２φ ）sin２

φ ＋ r′２θ ＝ a２ sin２

φ ，

S ＝ 簇
D

EG － F２ dθdφ ＝ ４∫
π／２

０ ∫
π／２

０
a２ sin２

φdθdφ ＝
１
２
π
２ a２ ．

　 　 （４）采用球坐标系统 ，则 Σ为 r２ ＝ sin２
θcos２φ ．由对称性可知 ，只需计算 Σ位于

第一象限部分之面积 S１ （S ＝ ８S１ ） ．应用公式 dS２ ＝ Edθ２ ＋ ２Fdθdφ ＋ Gdφ２ ，而现在
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有 dS２ ＝ d r２ ＋ r２ dθ２ ＋ r２ sin２
θdφ２ ，其中由 r ＝ sinθ cos２ φ可知

rd r ＝ sinθcosθcos２φdθ － sin２
θsin２φdφ ，

d r ＝ cosθ cos２φdθ － sinθsin２φ／ cos２φdφ ，

d r２ ＝ d r · d r ＝ cos２ θcos２φdθ２ － ２sinθcosθsin２φdθdφ
　 ＋ sin２

θsin２
（２φ）dφ２ ／cos２φ ．

从而得到 E ＝ cos２φ ，F＝ － sinθcosθcos２φ ，以及

G ＝ sin２
θ［sin２

（２φ） ＋ sin２
θcos２ （２φ）］／cos２φ ．

因此有 EG － F２
＝ sin４

θ ．记 D ：０ ＜ θ ＜ π／２ ，０ ＜ φ ＜ π／４ ，则

S１ ＝ 簇
D

EG － F２ dθdφ ＝ 簇
D
sin２

θdθdφ ＝
π
２

１６
，　 S ＝

π
２

２
．

　 　例 7畅3畅2 　解答下列问题 ：

（１）设有半径为 a的两个直圆柱 ，其中心轴正交 ，试求其相交处的侧面面积 S ．

（２）设有半径为 a的三个直圆柱 ，其中心轴正交 ，试求其相交处的侧面面积 S ．

图 ７畅１３ 　

解 　 （１）设这两个直圆柱的中心轴为 x ，y轴 ，建立

三维坐标系 ，它们有表示式 x２ ＋ z２ ＝ a２ ，y２ ＋ z２ ＝ a２ ．易知

只需计算其位于第一象限之部分曲面积 S１ （图 ７畅１３） ．

因为 x ＝ y平面正好将其公共部分二等分 ，所以得出

z ＝ a２ － x２ ，　
抄 z
抄 x ＝

－ x
a２ － x２

，　
抄 z
抄 y ＝ ０ ，

１ ＋
抄 z
抄 x

２

＋
抄 z
抄 y

２

＝
a

a２ － x２
，

S１ ＝ ２∫
a

０
d x∫

x

０

a
a２ － x２

dy ＝ ∫
a

０

axd x
a２ － x２

＝ a２ ，　 S ＝ １６a２ ．

　 　 （２）注意到上题的情形 ，这里就相当于增加了一个直圆柱 x２ ＋ y２ ＝ a２ ．类似

地 ，只要看第一象限中的部分曲面如图 ７畅１４（a） ，且记其 １／３为 S１ ，我们有

图 ７畅１４
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S１ ＝∫
a／ ２

０
d x∫

x

０

ady
a２ － x２

＋∫
a

a／ ２
dx∫

a２ － x２

０

ady
a２ － x２

　 （图 ７畅１４（b））
＝ ２（１ － １／ ２）a２ ，　 S ＝ ４８（１ － １／ ２）a２ ．

　 　例 7畅3畅3 　解答下列问题 ：

（１）求球面 x２ ＋ y２ ＋ z２ ＝ a２ 位于圆柱体 x２ ＋ y２ ＝ ax内的部分曲面面积 S ．

（２）求球面 x２ ＋ y２ ＋ z２ ＝ cz （c ＞ ０）位于椭圆抛物面 z ＝ ax２ ＋ by２ （a ，b ＞ ０）内

的部分曲面面积 S ．

（３）求 x２ ＋ y２ ＋ z２ ＝ a２ 位于锥面 x２ ＋ y２ ＝ z tanα（０ ＜ α ＜ π／２）内的部分曲面

面积 S ．

（４）求球面 x２ ＋ y２ ＋ z２ ＝ z位于椭球面 ４x２ ＋ ３y２ ＋ z２ ＝ ２ z内的部分曲面面积 S ．

解 　 （１ ） 只需考察位于第一象限内的部分曲面面积 S１ ．因为有 z ＝

a２ － x２ － y２ ，z′x ＝ － x／z ，z′y ＝ － y／z ， １ ＋ （z′x ）２ ＋ （z′y ）２ ＝ a／z ，所以（用极坐标）

S１ ＝簇
D
１

a
a２ － x２ － y２

dxdy ＝ 簇
D′
１

a
a２ － r２

rd rdθ

＝ a∫
π／２

０
dθ∫

acosθ
０

rd r
a２ － r２

＝ a∫
π／２

０
（a － asinθ）dθ ＝

π
２

－ １ a２ ．

由此知 S ＝ ４ S１ ＝ ２（π － ２）a２ ．

（２）采用球坐标 ，则原球面为 r ＝ ccosθ ，且有
抄 r
抄θ

＝ － csinθ ，　 抄 r
抄φ

＝ ０ ，　 ［r２ ＋ （r′θ）２ ］sin２
θ ＋ （r′φ ）２ ＝ csinθ ．

　图 ７畅１５

　 　此外 ，椭圆抛物面的表示式为（图 ７畅１５）

r（acos２ φ ＋ bsin２

φ）sin２
θ ＝ cosθ ，

由此知两曲面之交线为

csin２
θ１ ＝ １／（acos２ φ１ ＋ bsin２

φ１ ） ．

从而可得

S
４

＝∫
π／２

０
dφ∫

θ
１

０
csinθ· ccosθdθ ＝

c２
２∫

π／２

０
（sin２

θ）
θ
１

０
dθ

＝
c
２∫

π／２

０

dφ１
acos２ φ ＋ bsin２

φ
＝

c
２∫

＋ ∞

０

d t
a ＋ bt２ ＝

πc
４ ab

．

最后 S ＝ πc／ ab ．

（３）采用球坐标 ，可知 dS ＝ a２ sinφdθdφ ，故有

S ＝ 簇
D
dS ＝∫

２π

０
dθ∫

α

０
a２ sinφdφ ＝ ２πa２ （１ － cosα） ．

　 　 （４）采用球坐标 x ＝ rsinθcosφ ，y ＝ rsinθsinφ ，z ＝ rcosθ ，则椭球面与球面的表
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图 ７畅１６ 　

示式为

r｛sin２
θ（２ ＋ cos２ φ） ＋ １｝ ＝ ２cosθ ，　 r ＝ cosθ ．

易知其相交曲线为 sin２
θ１ （２ ＋ cos２ φ１ ） ＝ １ ，如图 ７畅１６ ．故得

S ＝∫
２π

０
dφ１∫

θ
１

０
［r２ ＋ （r′θ）２ ］sin２

θ ＋ （r′φ ）２ rdθ
＝∫

２π

０
dφ１∫

θ
１

０
sinθcosθdθ ＝ ∫

２π

０
sin２

θ１ ／２dφ１
＝

１
２∫

２π

０

dφ１

２ ＋ cos２ φ１ ＝ ２∫
π／２

０

sec２ φ１ dφ１
３ ＋ ２tan２

φ１

＝ ２∫
＋ ∞

０

d t
３ ＋ ２ t２ ＝ ２

１

３

１

２
arctan ２ t

３

＋ ∞

０
＝

π

６
．

　 　例 7畅3畅4 　解答下列问题 ：

（１）求曲面 z ＝ （x２ － y２ ）／２被平面 x － y ＝ ± １与 x ＋ y ＝ ± １切下部分之曲面
面积 S ．

（２）求曲面 z２ ＝ ２ xy被平面 x ＋ y ＝ １ ，x ＝ ０ ，y ＝ ０截下部分之曲面面积 S ．

解 　 （１）依对称性可知 ，该曲面的 １／４部分在 xOy平面上的投影为区域 D ：

０ ≤ x ≤ １ ，０ ≤ y ≤ １ － x ．因为我们有 １ ＋ （z′x ）２ ＋ （z′y ）２ ＝ １ ＋ x２ ＋ y２ ，所以得知

S ＝ ４簇
D

１ ＋ x２ ＋ y２ d xdy ．

作坐标变换 x ＝ rcosθ ，y ＝ rsinθ ，即知
S ＝ ４∫

π／２

０
dθ∫

１／ ２ sin（π／４＋ θ）

０
r １ ＋ r２ d r

＝
４
３∫

π／２

０
dθ １ ＋

１
２sin２

（θ ＋ π／４）

３／２

－ １ dθ
＝ －

２
３
π ＋

４
３∫

π／２

０
１ ＋ csc２ π

４
＋ θ ２

３／２ dθ
＝ －

２π
３

＋
２

３ ２
∫

π／２

０
３ ＋ cot２ π

４
＋ θ

３／２ dθ ．
再用变量替换 t ＝ cot（π／４ ＋ θ） ，易知

S ＝ －
２π
３

＋
２

３ ２
I 　 I ＝ ∫

１

－１

（３ ＋ t２ ）３／２
１ ＋ t２ d t

I ＝∫
１

－１
１ ＋

２

１ ＋ t２ ３ ＋ t２ d t ＝ ∫
１

－１
３ ＋ t２ d t ＋ ２∫

１

－１

３ ＋ t２
１ ＋ t２ d t

＝
t
２

３ ＋ t２ ＋
３
２
ln（t ＋ ３ ＋ t２ ）

１

－１

＋ ２∫
１

－１

d t
３ ＋ t２

＋ ４∫
１

－１

d t
（１ ＋ t２ ） ３ ＋ t２
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＝ ２ ＋
７
２
ln３ ＋ ４ J 　 J ＝ ∫

１

－１

d t
（１ ＋ t２ ） ３ ＋ t２ ．

　 　对 J ，作变量替换 t ＝ ３ tanu ，又得

J ＝∫
π／６

－ π／６

cosu· ducos２ u ＋ ３sin２ u ＝
１

２
∫

π／６

－ π／６

d（ ２sinu）
１ ＋ （ ２sinu）２

＝
１

２
arctan（ ２sinu） π／６

－ π／６
＝ ２arctan １

２
．

最后 ，我们有

S ＝ －
２π
３

＋
２ ２
３

１ ＋
７
４
ln３ ＋

８
３
arctan １

２
．

　 　 （２）由 z２ ＝ ２ x y可知 ，zd z ＝ yd x ＋ xdy ．从而可得

z′x ＝ y／z ，　 z′y ＝ x／z ，　 １ ＋ （z′x ）２ ＋ （z′y ）２ ＝ （x ＋ y）２ ／z２ ＝ （x ＋ y）２ ／２ xy ．

注意到该曲面上的点关于平面 xOy对称 ，且其上半部分在平面 xOy上的投影为
区域 D ：０ ≤ x ≤ １ ，０ ≤ y ≤ １ － x ．从而有

S ＝ ２簇
D

x ＋ y
２ xy

d xdy ＝ ２∫
１

０
d x∫

１ － x

０
（x１／２ y－１／２

＋ x －１／２ y１／２ ）dy

＝ ２ ２∫
１

０
x１ ／２ （１ － x）１／２ ＋

１
３
x －１ ／２

（１ － x）３／２ d x ＝
Γ

２
（１／２）

２
＝

π

２
．

　 　例 7畅3畅5 　解答下列问题 ：

　图 ７畅１７

（１）求圆柱面 x２ ＋ y２ ＝ ax 位于球面 x２
＋ y２ ＋

z２ ＝ a２ 内之部分曲面面积 S ．

（２） 求双曲抛物面 az ＝ x y 被柱面 （x２ ＋ y２ ）２ ＝

２a２ xy截下部分之曲面面积 S ．

（３）求锥面 x２ ＋ y２ ＝ z２ ／３ 被平面 x ＋ y ＋ z ＝ ２a
（a ＞ ０）所界部分之曲面面积 S ．

解 　 （１） 记其位于第一象限部分之曲面面积为

S１ ，如图 ７畅１７ ，则 S１ ＝ S／４ ．取 x ，z 为独立参数 ，则它

在第一象限的积分区域为 D ：z２ ≤ a２ － ax ，且柱面方程

为y ＝ ax － x２ ．从而有

S１ ＝簇
D

１ ＋ （y′x ）２ ＋ （y′z ）２ d xd z ＝ ∫
a

０
d x∫

a２ － ax

０
１ ＋

a － ２ x
２ ax － x２

２

d x

＝∫
a

０
d x∫

a２ － ax

０

ad z
２ ax － x２

＝
a
２∫

a

０

a２ － ax
ax － x２ dx ＝

a a
２ ∫

a

０

d x
x

＝ a２ ．

由此知 S ＝ ４ a２ ．
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（２）易知 z′x ＝ y／a ，z′y ＝ x／a ，且记柱面底为 D ，则

S ＝簇
D

１ ＋ y２ ／a２ ＋ x２ ／a２ d xdy 　 令 x ＝ arcosθ
y ＝ arsinθ

＝ 簇
r２ ＝ a２ sin２θ

１ ＋ r２ a２ rd rdθ ＝ a２∫
π

０
dθ∫

a sin２θ
０

１ ＋ r２ rd r

＝
２a２
３ ∫

π／２

０
［（１ ＋ sin２θ）３／２ － １］dθ ＝

２
３
a２ １０

３
－

π
２

．

　 　 （３）易知锥面与平面之交线在 xOy平面上的投影为
x２ ＋ y２ － xy ＋ ２ ax ＋ ２ay － ２a２ ＝ ０ ．

作转轴 θ＝ π／４（因 cot２θ＝ （A － C）／B ＝ （１ － １）／（ － １）＝ ０） ．即令 x ＝ （x′ － y′）／ ２ ，

y ＝ （x′＋ y′）／ ２ ，则交线变为（x′＋ ２ ２ a）２ ／１２a２ ＋ （y′）２ ／４a２ ＝ １ ．由此知积分区域

D为（x′＋ ２ ２ a）２ ／１２a２ ＋ （y′）２ ／４a２ ≤ １ ．

例 7畅3畅6 　解答下列问题 ：

（１）求由半球面 z ＝ ３ － x２ － y２与旋转抛物面 x２ ＋ y２ ＝ ２ z 所围立体的表面
积 S ．

（２）求椭圆抛物面 z ＝ x２ ／２a＋ y２ ／２b被柱面 x２
／a２ ＋ y２ ／b２ ＝ c２ 所割下的部分

的曲面 Σ之面积 S ．

（３）设有半径为 R的球面 Σ ，其球心在另一定球面 x２ ＋ y２ ＋ z２ ＝ a２ （a＞ ０）上 ．

试问 R ＝ ？会使 Σ位于此定球面内部分的曲面面积 S１ 最大 ．

解 　 （１）易知两该曲面之交线为 z ＝ １ ，x２ ＋ y２ ＝ ２ ．它在 xOy平面上的投影为
x２

＋ y２ ＝ ２ ，故其所围平面区域为 D ：x２ ＋ y２ ≤ ２ ．不难得知表面积 S应分为上 、下两

部分求出 S ＝ S１ ＋ S２ ．应用面积公式簇
D

１ ＋ （z′x ）２ ＋ （z′y ）２ d xdy ，我们有

S１ ＝簇
D

１ ＋
x２

３ － x２ － y２ ＋
y２

３ － x２ － y２
d xdy ＝ ３簇

D

d xdy
３ － x２ － y２

＝ ３∫
２π

０
dθ∫

２

０

rd r
３ － r２

＝ （３ － ３）２π ．

S２ ＝簇
D

１ ＋ x２ ＋ y２ d xdy ＝ ∫
２π

０
dθ∫

２

０
１ ＋ r２ rd r ＝ ３ －

１
３

２π ．

　 　 （２）易知 z′x ＝ x／a ，z′y ＝ y／b ，ds ＝ １ ＋ （x／a）２ ＋ （y／b）２ dxdy ，且曲面 Σ在 xOy

平面之投影区域就是 D ：x２ ／a２ ＋ y２ ／b２ ≤ c２ ．从而对 S ＝ 簇
D
dS采用极坐标 ，可得

S ＝∫
２π

０
dθ∫

c

０
１ ＋ r２ abrd r ＝ ２abπ

３
［（１ ＋ c２ ）３／２ ＋ １］ ．
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　 　 （３）不妨设 Σ的球心位于（０ ，０ ，０）处 ，则此两球面之交线为

z ＝ a － R２
－ x２ － y２ ，

x２ ＋ y２ ＋ z２ ＝ a２ ；
　

z ＝ a － R２
／２a ，

x２ ＋ y２ ＝ R２
（１ － R２

／４a２ ） ．

易知 R ≤ ２ a ，且此交线在平面 xOy上投影所围区域 D ：x２ ＋ y２ ≤ R２
（１ － R２

／４a２ ） ．

从而我们有

S１ ＝簇
Σ

d ，　 S ＝ 簇
D

１ ＋
x２

R２
－ x２ － y２ ＋

y２
R２

－ x２ － y２
d xdy

＝∫
２π

０
dθ∫

R １ － R２ ／４ a２

０

Rrd r
R２

－ x２ － y２
＝

πR２

a （２a － R） ．

因为 S′（R）＝ πR（４a － ３R）／a＝ ０ ，可解出 R１ ＝ ４a／３ ，且 S″（R１ ）＜ ０ ，所以当 R＝ ４a／３
时 ，面积 S１ 的最大值为 ３２ a２ π／２７ ．

例 7畅3畅7 　解答下列问题 ：

（１）求锥面 y２ ＋ z２ ＝ x２ 位于柱面 x２ ＋ y２ ＝ R２内的部分曲面面积 S ．

（２）求球面 x２ ＋ y２ ＋ z２ ＝ a２ 位于经度 φ１ ＜ φ ＜ φ２ 和纬度 ψ１ ＜ ψ ＜ ψ２ 部分之曲

面面积 S ．

（３）求螺旋曲面 x ＝ ucos v ，y ＝ usinv ，z ＝ cv 被柱面 x２
＋ y２ ＝ a２ ，平面 z ＝ ０ ，

z ＝ ２πc所割部分（０ ≤ v ≤ ２π）之曲面面积 S ．

（４）求二维环面

x ＝ （b ＋ acosθ）cosφ，

y ＝ （b ＋ acosθ）sinφ ，

z ＝ asinθ
　 （b ＞ a ，０ ≤ φ ＜ ２π ，０ ≤ θ ＜ ２π）

之曲面面积 S ．

解 　 （１ ） 注意到所求部分曲面关于上 、下 ，左 、右共 ８ 块均对称 ，且有

１ ＋ p２ ＋ q２ ＝ ２ x／ x２ － y２ ，故可得

S ＝ ８ ２∫
R／ ２

０
dy∫

R２ － y２

０

xd x
x２

－ y２
＝ ２πR２

．

　 　 （２）采用参数表示（φ１ ≤ φ ≤ φ２ ，ψ１ ≤ ψ ≤ ψ２ ） ：

x ＝ acosφcosψ ，　 y ＝ acosψsinφ ，　 z ＝ asinψ ，

则得 E＝ （x′φ ）２ ＋ （y′φ ）２ ＋ （z′φ ）２ ＝ a２ cos２ ψ ，G ＝ （x′ψ ）２ ＋ （y′ψ ）２ ＋ （z′ψ ）２ ＝ a２ ，F＝ ０ ．

由此知 EG － F２
＝ a２ cos２ ψ ，从而有

S ＝ a２∫
φ２

φ１

dφ∫
ψ２

ψ１

cosψdψ ＝ a２ （φ２ － φ１ ）（sinψ２ － sinψ１ ） ．

　 　 （３）易知 EG － F２
＝ u２ ＋ c２ ，故可得
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S ＝ ∫
２π

０
dv∫

a

０
u２ ＋ c２ du ＝ ２π a

２
a２ ＋ c２ ＋

c２
２
ln a ＋ a２ ＋ c２

c ．

　 　 （４）由 x′φ ＝ － （b＋ acosθ）sinφ ，y′φ ＝ （b ＋ acosθ）cosφ ，z′φ ＝ ０ ；x′θ ＝ － asinθcosφ ，

y′θ ＝ － asinθsinφ ，z′θ ＝ acosθ ，可知
E ＝ （b ＋ acosθ）２ ，G ＝ a２ ，F ＝ ０ ；　 EG － F２

＝ a（b ＋ acosθ） ．

从而我们有

S ＝ 簇
D

EG － F２ dφdθ ＝ ∫
２π

０
dφ∫

２π

０
a（b ＋ acosθ）dθ ＝ ４π

２ ab ．

　 　例 7畅3畅8 　解答下列问题 ：

（１）设有光滑曲面 Σ ：x ＝ x（u ，v） ，y ＝ y（u ，v） ，z ＝ z（u ，v） ，（u ，v） ∈ D ．若存在

变换 u＝ u（u倡
，v 倡

） ，v ＝ v（u倡
，v 倡

） ，将 D变成 D 倡
，Σ变成光滑曲面 x ＝ x 倡

（u倡
，

v 倡
） ，y ＝ y 倡

（u倡
，v 倡

） ，z ＝ z 倡 （u倡
，v 倡

） ，试证明 Σ的面积为 A 倡
＝

抄（y ，z）
抄（u倡

，v 倡
）
，

B倡
＝

抄（z ，x）
抄（u倡

，v 倡
）
，C倡

＝
抄（x ，y）

抄（u倡
，v 倡

）
，S ＝ 簇

D 倡

A 倡
＋ B 倡

＋ C倡 du倡 dv 倡
．

　 　 （２）设曲面 Σ是由隐函数方程 F（x ，y ，z）＝ ０表示 ，其中 F（x ，y ，z）连续可微 ，

且 F′z ≠ ０ ，以及 Σ可一对一地投影到 xOy 平面区域 D ，试证明

S ＝ 簇
D

F′２x ＋ F′２y ＋ F′２z
| F′２z |

d xdy ．

　 　解 　 （１）易知对变换（u倡
，v 倡

） → （u ，v） ，其 Jacobi行列式 J ＝ 抄（u ，v）
抄（u倡

，v 倡
）
．注意

到 S ＝ 簇
D

A ２
＋ B２

＋ C２ dudv中 ，

A ＝
抄（y ，z）
抄（u ，v） ，　 B ＝

抄（z ，x）
抄（u ，v） ，　 C ＝

抄（x ，y）
抄（u ，v） ．

故可知 A J ＝ 抄（y ，z）
抄（u ，v）

抄（u ，v）
抄（u倡

，v 倡
）
＝

抄（y ，z）
抄（u倡

，v 倡
）
＝ A 倡

，B J ＝ B 倡
，CJ ＝ C倡

．从而有

S ＝簇
D

A ２
＋ B２

＋ C２ dudv ＝ 簇
D 倡

A２
＋ B２

＋ C２ | J | du倡 dv 倡

＝ 簇
D 倡

（A J）２ ＋ （BJ）２ ＋ （CJ）２ du倡 dv 倡
＝ 簇

D 倡

A 倡 ２
＋ B 倡 ２

＋ C倡 ２ du倡 dv 倡
．

　 　 （２） Σ表示 ：z ＝ z（x ，y）（（x ，y） ∈ D） ，z′x ＝ F′x ／F′z ，z′y ＝ F′y ／F′z ．从而可得
S ＝簇

D
１ ＋ z′２x ＋ z′２y dxdy ＝ 簇

D
１ ＋ （F′x ／F′z ）２ ＋ （F′y ／F′z ）２ d xdy

＝簇
D

F′２z ＋ F′２x ＋ F′２y
| F′z |

dxdy ．
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７畅４ 　第一型曲面积分

定义 7畅4畅1 　设 Σ是可求面积的连续曲面 ，f （x ，y ，z）在 Σ上定义 ．Δ ＝ ｛Δ S１ ，Δ S２ ，⋯ ，Δ Sn｝
是 S的一个分法（记号 Δ Si 也表示集合的面积） ，在每一个 Δ Si 上任取一点 Mi （ξi ，ηi ，ζi ）（i ＝ １ ，

２ ，⋯ ，n） ，令 ‖ Δ ‖ ＝ max
１ ≤ i ≤ n

｛diam（Δ Si ）｝ ，若下述极限存在 ：

lim
‖ Δ ‖ → ０ ∑

n

i ＝ １

f （ξi ，ηi ，ζi ）Δ Si ＝ I ，

且不依赖于点 Mi 的取法和 Σ的分法 ，则称 I是 f （x ，y ，z）在 Σ上的第一型曲面积分 ，记作

I ＝ 簇
Σ

f （x ，y ，z）dS ．

此时 ，也称 f（x ，y ，z）在 Σ上可积 ．

特别地 ，若 f （x ，y ，z） ≡ １ ，簇
Σ

dS就是曲面 Σ的面积 ．若 f （x ，y ，z）为 Σ的面密度 ，则簇
Σ

f （x ，y ，

z）dS就是 S的质量 ．

此外 ，易知积分具有线性性质以及对积分区域（曲面）的可加性 ．

定理 7畅4畅1 　设 Σ是光滑曲面 ，其参数方程为

x ＝ x（u ，v） ，　 y ＝ y（u ，v） ，　 z ＝ z（u ，v） ，　 （u ，v） ∈ D ．

又设 f（x ，y ，z）在 Σ上连续 ，则积分簇
Σ

f （x ，y ，z）dS存在 ，且（A ，B ，C见 ７畅３畅１节第 ２条）

簇
Σ

f （x ，y ，z）dS ＝ 簇
D
f ［x（u ，v） ，y（u ，v） ，z（u ，v）］ A２

＋ B２
＋ C２ dudv ．

　 　定理 7畅4畅2 　 若光滑曲面 Σ由表示式 z ＝ z（x ，y）（（x ，y） ∈ D）给出 ，则 p ＝ 抄 z
抄 x ，q＝ 抄 z

抄 y 有

公式

S ＝ 簇
Σ

f （x ，y ，z）dS ＝ 簇
D
f ［x ，y ，z（x ，y）］ １ ＋ p２ ＋ q２ d xdy ．

　 　例 7畅4畅1 　计算下列曲面积分 I ＝ 簇
Σ

f （x ，y ，z）dS ，

（１） f （x ，y ，z）＝ z ，Σ ：曲面 x２ ＋ z２ ＝ ２ az被 z ＝ x２ ＋ y２所截出的部分曲面 ．

（２） f （x ，y ，z）＝ ｜z ｜ ，Σ ：柱体 x２ ＋ y２ ≤ ax（a ＞ ０）与球体 x２ ＋ y２ ＋ z２ ≤ a２ 相截
部分立体之表面 ．

（３） f （x ，y ，z）＝ x ＋ y ＋ z ，Σ ：x２ ＋ y２ ＋ z２ ＝ a２ （z ≥ ０） ．

解 　 （１） 由对称性可知 ，只需计算在第一象限的部分 Σ１ 上的积分 I１ （ I ＝
４ I１ ） ，且 Σ１ 在平面 xOy上的投影区域为 D１ ：x２ ＋ y２ ＝ ２a x２

＋ y２ ，而 Σ１ 为 z ＝
a＋ a２ － x２ ．因为 z′x ＝ － x／ a２ － x２ ，z′y ＝ ０ ， １ ＋ z′２x ＋ z′２y ＝ a／ a２ － x２ ，所以

I ＝ ４ I１ ＝ ４簇
D
１

（a ＋ a２ － x２ ） a
a２ － x２

d xdy ＝ ７πa２ ／ ２ ．
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　 　 （２）易知该立体分上 、下以及正 x轴左 、右共四部分 ，由于 f （x ，y ，z）＝ ｜z ｜ ，故
又只需计算其 １／４ 的第一象限部分曲面 Σ１ ，且 Σ１ 又分为柱面部分 Σ１ ，１ ：y ＝
ax － x２ ；球面部分 Σ１ ，２ ：z ＝ a２ － x２ － y２ ，其中 Σ１ ，１在平面 xOz 上的投影为 D１ ：

０ ≤ z ≤ a２ － ax ，dS ＝ （a／２ ax － x２ ）d zd x ；Σ１ ，２在平面 xOy 上的投影 D２ ：０ ≤

y ≤ ax － x２ （０ ≤ x ≤ a） ，dS ＝ （a／ a２ － x２ － y２ ）dxdy ．从而我们有

I ＝ ４ 簇
Σ
１ ，１

＋ 簇
Σ
１ ，２

zdS ＝ ４ 簇
D
１

azd zd x
２ ax － x２

＋ 簇
D
２

a２ － x２ － y２ ad xdy
a２ － x２ － y２

＝ ４ ∫
a

０
dx∫

a２ － ax

０

az d z
２ ax － x２

＋ a簇
D
２

d xdy ＝ ４
π
８
a３ ＋

π
８
a３ ＝ πa３ ．

　 　 （３）易知 dS ＝ １ ＋ z′２x ＋ z′２y ＝ （a／ a２ － x２ － y２ ）dxdy ，且 Σ在平面 xOy 上的
投影为 D ：x２ ＋ y２ ≤ a２ ．从而可得

I ＝ 簇
Σ

（x ＋ y ＋ z）dS ＝ a簇
D

x ＋ y
a２ － x２ － y２

＋ １ d xdy ．

采用极坐标 ：x ＝ rcosθ ，y ＝ rsinθ ，我们有（注意 ，∫
２π

０
（sinθ＋ cosθ）dθ＝ ０）

I ＝ a∫
２π

０
dθ∫

a

０

r（sinθ ＋ cosθ）
a２ － r２

＋ １ rd r ＝ πa３ ．

　 　例 7畅4畅2 　计算下列曲面积分 I ＝ 簇
Σ

f （x ，y ，z）dS ．

（１） f （x ，y ，z）＝ z２ ，Σ ：x２ ＋ y２ ＋ z２ ＝ a２ ．

（２） f （x ，y ，z）＝ １／z ，Σ是球面 x２
＋ y２ ＋ z２ ＝ a２ 被平面 z ＝ h（０ ＜ h＜ a）所截之

（顶）部分 ．

（３） f （x ，y ，z）＝ x y ＋ yz ＋ z x ，Σ是曲面 z ＝ x２ ＋ y２被柱体 x２ ＋ y２ ＝ ２ ax所
截之部分 ．

（４） f （x ，y ，z） ＝ （１ － x２ － y２ － z２ ） ，Σ是 x２
＋ y２ ＋ z２ ＝ １ 被平面 x ＋ y ＋ z ＝

t（｜t｜＜ ３）所截之部分 ．

解 　 （１）解法一 　 由对称性可知簇
Σ

z ２ dS ＝ 簇
Σ

x２ dS ＝ 簇
Σ

y２ dS ，故有

I ＝ １
３簇

Σ

（x２ ＋ y２ ＋ z２ ）dS ＝
a２
３簇

Σ

dS ＝
４
３
πa４ ．

　 　解法二 　易知 Σ的参数式可写为

x ＝ acosθsinφ ，　 y ＝ asinθsinφ ，　 z ＝ acosφ ，

D ＝ ｛（θ ，φ） ：０ ≤ θ ≤ ２π ，０ ≤ φ ≤ π｝ ．

由此可知 E ＝ a２ sin２

φ ，F＝ ０ ，G ＝ a２ ，以及
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dS ＝ EG － F２ dθdφ ＝ a２ sinφdθdφ ，I ＝ ∫
２π

０
dθ∫

π

０
a２ cos２ φ · a２ sinφdφ ＝

４
３
πa４ ．

　 　 （２）易知 Σ ：z ＝ a２ － x２ － y２ ，投影区域 D ：x２ ＋ y２ ≤ a２ － h２ ，且有

dS ＝ １ ＋ z２x ＋ z２y dxdy ＝
a

a２ － x２ － y２
d xdy ．

I ＝ 簇
S

dS
z ＝ 簇

D

a
a２ － x２ － y２ dxdy ＝ ∫

２π

０
dθ∫

a２ － h２

０

a
a２ － r２ · rd r ＝ ２πaln a

h ．

　 　 （３）易知 Σ在平面 xOy 上之投影为 D ：（x － a）２ ＋ y２ ≤ a２ ，且有 dS ＝ ２d xdy ．

从而可得

I ＝ ２簇
D
［xy ＋ （x ＋ y） x２ ＋ y２ ］d xdy ．

采用极坐标 ，则 D变 D ：－ π／２ ≤ θ ≤ π／２ ，０ ≤ r ≤ ２ acosθ ．我们有
I ＝ ２∫

π／２

－ π／２
（sinθcosθ ＋ sinθ ＋ cosθ）dθ∫

２ acosθ
０

r３ d r ＝ ６４ ２
１５

a４ ．

　 　 （４）作正交变换（u ，v ，w） → （x ，y ，z） ，其中 u＝ （x ＋ y ＋ z）／３ ，则 Σ变成为 Σ ：

u２ ＋ v２ ＋ w２
≤ １ ，u＝ t／ ３ ．从而可得

I ＝簇
Σ

［１ － （u２ ＋ v２ ＋ w２
）］dS ＝ 簇

v２ ＋ w２ ≤ １ － t２ ／３

１ －
t２
３

－ v２ － w２ dS

＝∫
２π

０
dθ∫

１ － t２ ／３

０
r １ －

t２
３

－ r２ d r ＝ π
１８

（３ － t２ ）２ ．

　 　例 7畅4畅3 　计算下列曲面积分 I ＝ 簇
Σ

f （x ，y ，z）dS ．

（１） f （x ，y ，z）＝ x y z（y２ z２ ＋ z２ x２ ＋ x２ y２ ） ，Σ ：x２ ＋ y２ ＋ z２ ＝ a２ （x ，y ，z ≥ ０） ．

（２） f （x ，y ，z）＝ x２ ／a４ ＋ y２ ／b４ ＋ z２ ／c４ dS ，Σ ：x２ ／a２ ＋ y２ ／b２ ＋ z２ ／c２ ＝ １ ．

（３） f （x ，y ，z）＝ x２ ＋ y２ ， z ≥ x２ ＋ y２ ，

０ ， z ＜ x２ ＋ y２ ，
Σ ：x２ ＋ y２ ＋ z２ ＝ a２ （a ＞ ０） ．

解 　 （１）易知 Σ在平面 xOy 上之投影为 D ：x２ ＋ y２ ≤ a２ （x ，y ≥ ０） ．若记 z 轴
与 Σ上点（x ，y ，z）处之法向量夹角（锐角）余弦为 γ ，则 cosγ＝ z／a ．由 dS · cosγ＝
d xdy ，可知 zdS ＝ ad xdy ．且由轮换对称可知

簇
Σ

x y３ z３ dS ＝ 簇
Σ

x３ yz ３ dS ＝ 簇
Σ

x３ y３ zdS ，

从而我们有

I ＝ ３簇
Σ

x３ y３ zdS ＝ ３a簇
D
x３ y３ dxdy ＝ ３a簇

D
r３ cos３ θ· r３ sin３

θrd rdθ

·１３３·７畅４ 　第一型曲面积分



＝
３a
８∫

π／２

０
sin３

（２θ）dθ∫
a

０
r７ d r ＝ a９

３２
．

　 　 （２）引入 ：x ＝ asinφcosθ ，y ＝ asinφsinθ ，z ＝ ccosφ（０ ≤ φ ≤ π ，０ ≤ θ ≤ ２π） ，则知

dS ＝ abc sin２

φcos２ θ
a２ ＋

sin２

φsin２
θ

b２ ＋
cos２ φ
c２ sinφdφdθ ，

f （x ，y ，z） ＝ sin２

φcos２ θ／a２ ＋ sin２

φsin２
θ／b２ ＋ cos２ φ／c２ ．

注意到对称性 ，且记 Σ在第一象限部分为 Σ１ ，我们有

I ＝ ８簇
Σ
１

f （x ，y ，z）dS ＝ ８ab c∫
π／２

０ ∫
π／２

０

sin２

φcos２ θ
a２ ＋

sin２

φsin２
θ

b２ ＋
cos２ φ
c２ sinφdφdθ

＝
４
３
πabc １

a２ ＋
１

b２ ＋
１

c２ ．

　 　 （３）记 Σ１ ：x２ ＋ y２ ＋ z２ ＝ a２ ，z ≥ x２ ＋ y２ ，则可得

I ＝ 簇
Σ
１

（x２ ＋ y２ ）dS ＝ a 簇
x２ ＋ y２ ≤ a２ ／２

x２ ＋ y２

a２ － x２ － y２
d xdy ．

采用极坐标 ：x ＝ rcosθ ，y ＝ rsinθ（０ ≤ θ ≤ π／２ ，０ ≤ r ≤ a／ ２） ，又有

I ＝ ４ a∫
π／２

０
dθ∫

a／ ２

０

r３ d r
a２ － r２

＝ aπ∫
a／ ２

０

r２ d r２
a２ － r２

＝
π
６
（８ － ５ ２）a４ ．

　 　例 7畅4畅4 　试证明下列问题 ：

（１）记椭球面 x２ ／a２ ＋ y２ ／b２ ＋ z２ ／c２ ＝ １的表面积为 S ，则

S ＝ I 　 I ＝ 簇
Σ

b２ c２ ξ２ ＋ a２ c２ η２ ＋ a２ b２ ζ２ dS ，　 Σ ：ξ
２
＋ η

２
＋ ζ

２
＝ １ ．

　 　 （２） （第一型曲面积分在正交变换下其形式不变）设有定义在区域 D 炒 R２ 上

的光滑曲面 Σ ：

x ＝ x（u ，v） ，　 y ＝ y（u ，v） ，　 z ＝ z（u ，v） ，

f ∈ C（Σ） ，作正交变换 A ，使得

X ＝

珟x
珘y
珘z

＝ A
x
y
z

＝

a１１ a１２ a１３
a２１ a２２ a２３
a３１ a３２ a３３

x
y
z

＝ AX ．

且将 Σ变为 Σ ：珟x ＝ 珟x（u ，r） ，珘y ＝ 珘y（u ，v） ，珘z ＝ 珘z（u ，v） ，则

簇
Σ

f （X）dS ＝ 簇
Σ

f （A T X）dS ．

　 　 （３） （Poisson公式）设 Σ ：x２ ＋ y２ ＋ z２ ＝ １ ，f ∈ C（Σ） ，记 k ＝ a２ ＋ b２ ＋ c２ ，则

I ＝ 簇
Σ

f （ax ＋ by ＋ cz ）dS ＝ ２π∫
１

－１
f （ku）du ．
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　 　 （４） 设点 X０ ＝ （x０ ，y０ ，z０ ） ∈ R３
，Σr 是以 X０ 为中心 ，r ＞ ０ 为半径的球面 ．

u（X）＝ u（x ，y ，z）在 R３ 上有连续二阶偏导数 ，则 I（r） ＝ 簇
Σ r

u（x ，y ，z）dS／４π r２

lim
r → ０

１

r２ ［I（r） － u（X０ ）］ ＝
１
６
［u″x２ （X０ ） ＋ u″y２ （X０ ） ＋ u″z２ （X０ ）］ ．

　 　证明 　 （１）对积分 I采用球坐标变换 ξ＝ sinφcosθ ，η ＝ sinφsinθ ，ζ＝ cosφ ，则得

（D ：０ ≤ φ ≤ π ，０ ≤ θ ≤ ２π）

I ＝ 簇
D

（b２ c２ cos２ θ ＋ c２ a２ sin２
θ）sin２

φ ＋ a２ b２ cos２ φsinφdθdφ ．

上式左端就是椭球面 x２ ／a２ ＋ y２ ／b２ ＋ z２ ／c２ ＝ １ 表面积 S在极坐标变换 x ＝ asinφ
cosθ ，y ＝ bsinφsinθ ，z ＝ ccosφ下的积分公式 ．证毕 ．

注 1 　上题中的椭球表面积 S ≥ ４π（ab ＋ ac ＋ bc）／３ ．这是因为由 Cauchy不等式可知（ξ
２
＋

η
２
＋ ζ

２
＝ １）

bcξ２ ＋ acη２ ＋ abζ２ ＝ （bcξ）ξ ＋ （acη）η ＋ （abζ）ζ
≤ （b２ c２ ξ２ ＋ a２ c２ η２ ＋ a２ b２ ζ２ ）１／２ （ξ２ ＋ η

２
＋ ζ

２
）
１／２

＝ b２ c２ ξ２ ＋ a２ c２ η２ ＋ a２ b２ ζ２ ，

所以在两端作 Σ上的积分可得 S ＝ I ≥簇
Σ

（bcξ２ ＋ acη２ ＋ abζ２ ）dS ．注意到变量的轮换对称性 ，以

及（Σ的面积为 ４π）

簇
Σ

bcξ２ dS ＝ bc簇
Σ

ξ
２ dS ＝

bc
３簇

Σ

（ξ
２
＋ η

２
＋ ζ

２
）dS ＝

bc
３
４π ，

我们有 S ≥ ４π（bc ＋ ab ＋ ac）／３ ．证毕 ．

注 2 　记上题中椭球 Ω′的体积为 V′（４πabc／３） ．若有某球体 Ω之体积 V 满足 V ＝ V′ ，则 Ω′

的表面积 S′大于等于 Ω之表面积 S ：S′≥ S ．证明如下 ：

设 Ω之半径为 R ，则由 ４πabc／３ ＝ ４πR３
／３可知 ，R＝ （abc）１／３ ．从而 Ω的表面积为

S ＝ ４π（abc）２／３ ＝ ４π（a２ b２ c２ ）１／３ ．

依据上题之结果 S′ ≥ ４π（ab ＋ bc ＋ ca）／３ ，以及不等式

ab ＋ bc ＋ ca
３

≥ （ab bc ca）１／３ ＝ （a２ b２ c２ ）１／３ ，

即得 S′ ≥ S ．

（２）因为 A 是正交变换 ，所以有 A A T
＝ A T A ＝ I ．又注意到在正交变换下 ，向

量长度和内积均不变 ，以及

抄X
抄u ＝

抄珟x
抄u
抄珘y
抄u
抄珘z
抄u

＝ A ·
抄X
抄u ＝ A

抄 x
抄u
抄 y
抄u
抄 z
抄u

，
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可知 抄X
抄u

２

＝
抄X
抄u

２

，
抄X
抄v

２

＝
抄X
抄 v

２

，
抄X
抄u ·

抄X
抄v ＝

抄X
抄u

抄X
抄v ．从而可得

∑
m

i ，j
（xi y j － x j y i ） ＝ ∑

m

i
x２
i － ∑

m

i
y２

i － ∑
m

i
x i y i

２

A２
＋ B２

＋ C２
＝

抄（y ，z）
抄（u ，v）

２

＋
抄（z ，x）
抄（u ，v）

２

＋
抄（x ，y）
抄（u ，v）

２

＝
抄X
抄u

２
抄X
抄v

２

－
抄X
抄u ·

抄X
抄v

２

＝
抄X
抄u

２
抄X
抄v

２

－
抄X
抄u ·

抄X
抄v

２

＝
抄（珘y ，珘z）
抄（u ，v）

２

＋
抄（珘z ，珟x）
抄（u ，v）

２

＋
抄（珟x ，珘y）
抄（u ，v）

２

＝ A２
＋ B２

＋ C２
．

由此我们有

簇
Σ

f （X）dS ＝ 簇
D
f ［X（u ，v）］ A２

＋ B２
＋ C２ dudv

＝簇
D
f ［AT X（u ，v）］ A２

＋ B２
＋ C２ dudv ＝ 簇

Σ

f （A T X）dS ．

　 　 （３）作正交变换（u ，v ，w） → （x ，y ，z） ，其中 v ，w 位于平面 ax ＋ by ＋ c z ＝ ０ ，

w ＝ （ax ＋ by ＋ c z ）／k ，使得 Σ变为 Σ ：u２ ＋ v２ ＋ w２
＝ １ ．从而得到

I ＝ 簇
Σ

f （ax ＋ by ＋ cz ）dS ＝ 簇
珟Σ

f （kw ）dS ． ①

作变量替换 u／ １ － w２
＝ cosφ ，v／ １ － w２

＝ sinφ（｜w ｜≤ １ ，０ ≤ φ ≤ ２π） ，则 Σ的参

数方程式为 u ＝ １ － w２ cosφ ，v ＝ １ － w２ sinφ ，w ＝ w ．由此知其 Gauss系数为
E ＝ １／（１ － w２

） ，　 G ＝ １ － w２
，　 F ＝ ０ ；　 dS ＝ EG － F２ dw dφ ＝ dw dφ ．

最后导出

I ＝ 簇
Σ

f （kw ）dS ＝ ∫
１

－１
dw∫

２π

０
f （kw ）dφ ＝ ２π∫

１

－１
f （kw ）dw ．

　 　 注 1 　 Poisson公式也可写成
J ＝∫

π

０
dφ∫

２π

０
f （asinφcosθ ＋ bsinφsinθ ＋ ccosφ）sinφdθ

＝ ２π∫
π

０
f （kcosφ）sinφdφ ．

　 　实际上 ，对 J用替换 x ＝ sinφcosθ ，y ＝ sinφsinθ ，z ＝ cosφ ，则 dS ＝ sinθdθ ，故 J ＝簇
Σ

f （ax ＋ by ＋

cz ）dS ．

其次 ，对上 ①式右端用替换 w ＝ cosφ ，u＝ sinφcosθ ，v ＝ sinφsinθ ，则 Jacobi行列式为 J ＝ sinφ ．

从而可得

I ＝ ∫
２π

０
dθ∫

π

０
f （kcosφ）sinφdφ ＝ ２π∫

π

０
f （kcosφ）sinφdφ ．
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　 　注 2（Poisson公式的应用） 　记 D ：０ ≤ x ≤ ２π ，０ ≤ y ≤ π ，则

I ＝ 簇
D
sinye（cos x － sinx）siny dxdy ＝ ２（e ２

－ e－ ２
）π ．

证明对 f（x）＝ ex ，a＝ １ ，b＝ － １ ，c＝ ０（k ＝ ２） ，引用 Poisson公式 ，可知

I ＝ ２π∫
π

０
e ２cosy sinydy ＝ ２（e ２

－ e－ ２
）π ．

　 　注 3 　计算 I ＝ 簇
Σ

（x ＋ y ＋ z）２ dS ，Σ ：x２ ＋ y２ ＋ z２ ＝ １ ．

解 　引用 Poisson公式 ，我们有（k＝ ３）

I ＝ ２π∫
１

－１
（ ３w）２ dw ＝ ４π ．

　 　 （４）将 u（x ，y ，z）在 X０ ＝ （x０ ，y０ ，z０ ）处作 Taylor展式 ：

u（X） ＝ u（X０ ） ＋ （x － x０ ） 抄
抄 x ＋ （y － y０ ） 抄

抄y ＋ （z － z０ ） 抄
抄 z u（X０ ）

＋
１
２

（x － x０ ） 抄
抄x ＋ （y － y０ ） 抄

抄y ＋ （z － z０ ） 抄
抄 z

２

u（X０ ） ＋ o（ρ２ ）　 （ρ → ０）

（ρ ＝ ［（x － x０ ）２ ＋ （y － y０ ）２ ＋ （z － z０ ）２ ］１／２ ） ．注意到

簇
Σ r

（x － x０ ）dS ＝ ０ ＝ 簇
Σ r

（y － y０ ）dS ＝ 簇
Σ r

（z － z０ ）dS ，

簇
Σ r

（x － x０ ）（y － y０ ）dS ＝簇
Σ r

（x － x０ ）（z － z０ ）dS ＝ 簇
Σ r

（y － y０ ）（z － z０ ）dS ＝ ０ ，

簇
Σ r

（x － x０ ）２ dS ＝簇
Σ r

（y － y０ ）２ dS ＝ 簇
Σ r

（z － z０ ）２ dS

＝
１
３簇

Σ r

［（x － x０ ）２ ＋ （y － y０ ）２ ＋ （z － z０ ）２ ］dS ＝
r２
３
· ４π r２ ，

故知

I（r） － u（X０ ） ＝
１

４π r２簇
Σ r

［u（X） － u（X０ ）］dS

＝
r２
６
［u″x２ （X０ ） ＋ u″y２ （X０ ） ＋ u″z２ （X０ ）］ ．

由此即得所证 ．

例 7畅4畅5（物理应用） 　解答下列问题 ：

（１）在球面 x２ ＋ y２ ＋ z２ ＝ １上取三点 ：A （１ ，０ ，０） ，B（０ ，１ ，０） ，C（１／ ２ ，０ ，１／ ２）

为顶点的球面三角形块 Σ（AB ，BC ，CA为圆弧） ，面密度 ρ＝ x２ ＋ z２ ，求 Σ的质量 m ．

（２）设有半径为 R之球面 Σ ，其上之点密度 ρ等于该点到中心铅垂直径之距

离 ，试求 Σ的质量 m ．

（３）求质量均匀分布（密度 ρ ＝ １）的曲面 z ＝ x２ ＋ y２被圆柱 x２ ＋ y２ ＝ ax所
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截部分 Σ的重心 x c ，yc ，zc ．
（４）求均匀球（层）面（密度 ρ为常数）对一个质点的引力 F＝ （Fx ，Fy ，Fz ） ．

解 　 （１）若以 Σ表示球面三角块 ，D表示 Σ 面在 xOz 平面上的投影区域 ，注

意到极坐标下有 D ：０ ≤ ρ ≤ １ ，
π
４

≤ θ ≤
π
２

，则所求的质量

m ＝簇
D
（x２ ＋ z２ ）dS ＝ 簇

D
（x２ ＋ z２ ） １ ＋

x２
１ － x２ － z２ ＋

z２
１ － x２ － z２ d xd z

＝簇
D
（x２ ＋ z２ ） １

１ － （x２ ＋ z２ ）
d zdx ＝ lim

ρ → １ －０簇
D

ρ
３ dρdθ
１ － ρ

２

＝ lim
ρ → １ －０∫

π
２

π
４

dθ∫
a

０

ρ
３ dρ
１ － ρ

２
＝

π
６

．

　 　 （２）作坐标系以球心为坐标原点 ，并令

x ＝ Rsinφcosθ ，　 y ＝ Rsinφsinθ ，　 z ＝ Rcosφ ，

则 dS ＝ R２ sinφdφdθ ，ρ ＝ x２ ＋ y２ ＝ Rsinφ ．从而得

m ＝ 簇
Σ

ρdS ＝ R３

∫
２π

０
dθ∫

π

０
sin２

φdφ ＝ π
２ R３

．

　 　 （３ ） 易知 z′x ＝ x／ x２ ＋ y２ ，z′y ＝ y／ x２ ＋ y２ ，dS ＝ １ ＋ z′２x ＋ z′２y d xdy ＝

２d xdy ．Σ的投影区域为 D ：x２ ＋ y２ ≤ ax ．从而可得

m ＝簇
Σ

dS ＝ ２簇
D
d xdy ＝

２π
４

a２ ；

xc ＝
１
m簇

Σ

xdS ＝
２
m簇D

xd xdy ＝
２
m∫

π／２

－ π／２
cosφdφ∫

acosφ
０

r２ d r

＝
２ a３
３m ∫

π／２

－ π／２
cos４ φdφ ＝

２ a３
３m B ５

２
，
１
２

＝
a
２

．

yc ＝
１
m簇

Σ

ydS ＝
２
m簇D

yd xdy ＝
２
m∫

π／２

－ π／２
sinφdφ∫

acos φ
０

r２ d r ＝ ０ ．

zc ＝
２
m 簇D

x２
＋ y２ dxdy ＝

２
m∫

π／２

－ π／２
dφ∫

acos φ
０

r２ d r ＝ ２
３m a２B ２ ，

１
２

＝
１６a
９π

．

　 　 （４）设球心在原点 ，半径为 R ，质点在 Oz轴上点（０ ，０ ，a）处 ，则

Fz ＝ 簇
Σ

z － a
r３ ρdS ，　 Σ ：x２ ＋ y２ ＋ z２ ＝ R２

　 （Fx ＝ Fy ＝ ０） ．

采用球坐标 ：x ＝ Rsinφcosθ ，y ＝ Rsinφsinθ ，z ＝ Rcosφ ；dS ＝ R２ sinφdφdθ ，
F′z ＝ ∫

２π

０
dθ∫

π

０

（Rcosφ － a）ρR２ sinφ
（R２

＋ a２ － ２Racosφ）３／２ dφ ．
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再作变量替换 t２ ＝ R２
＋ a２ － ２Racosφ ，可得

Fz ＝
πR
a２ ρ∫

R ＋ a

| R － a|

R２
－ a２
t２ － １ d t ＝ －

πR２

a２ ρ ２R －
R２

－ a２
| R － a | － | R － a |

＝
０ ， a ＜ R ，

－ ４πR２

ρ／a２ ， a ＞ R ．

　 　例 7畅4畅6 　解答下列问题 ：

（１）求半径为 R ，面密度为 ρ的均匀球层面 Σ 对任意一点 A 的位势 W ．

（２）求均匀（密度 ρ为常数）圆锥面 Σ ：x２ ／a２ ＋ y２ ／a２ － z２ ／b２ ＝ ０ ，０ ≤ z ≤ b关于
直线 L ：x／１ ＝ y／０ ＝ （z － b）／０的惯性矩 IL ．

（３）设 Σ为椭球面x２

２
＋
y２
２
＋ z２ ＝ １的上半部分 ，点 P（x ，y ，z） ∈ Σ ，π为 Σ 在点

P处的切平面 ．ρ（x ，y ，z）为点 O（０ ，０ ，０）到平面 π的距离 ，求 I ＝ 簇
Σ

z
ρ（x ，y ，z）dS ．

解 　 （１）取球心为坐标原点 ，z轴过 A 点 ，设 A 点的坐标为（０ ，０ ，a）（０ ＜ a ＜ R
或 a ＞ R） ，所以 A 点的单层位势为

W （０ ，０ ，a） ＝ 簇
Σ

ρdS
x２

＋ y２ ＋ （z － a）２
．

　 　 Σ的参数方程为 x ＝ Rcosθsinφ ，y ＝ Rsinθsinφ ，z ＝ Rcosφ ，以及投影区域 D ＝

｛（θ ，φ） ：０ ≤ θ ≤ ２π ，０ ≤ φ ≤ π｝ ，dS ＝ R２ sinφdθdφ ，

W （０ ，０ ，a） ＝ ρR２

∫
２π

０
dθ∫

π

０

sinφdφ
R２

－ ２Racosφ ＋ a２

＝ ２πρR２ １
２ aR∫

π

０

d（R２
－ ２Racosφ ＋ a２ ）

R２
－ ２Racosφ ＋ a２

＝
２πρR
a R２

－ ２Racosφ ＋ a２
π

０

＝
２πR
a ρ［R ＋ a － | R － a | ］ ＝

４πRρ ， ０ ＜ a ＜ R ，

４πR２

a ρ ， a ≥ R ．

　 　 注 1 　上述结果表明 ：在均匀球层里面 ，它的位势为一常数 ；在球层外面 ，相当于把球层的

全部质量集中于球心时所产生的位势一样 ．

求球层对 A（０ ，０ ，a）点的引力 ．由对称性知 Fx ＝ Fy ＝ ０ ，

Fz ＝
抄W （０ ，０ ，ζ）

抄ζ ζ ＝ a
＝

０ ， ０ ＜ a ＜ R ，

－
４πR２

ρ

a２ ， a ＞ R ．

　 　注 2 　上述结果还表明 ：在球层里面的单位质量 ，都不受到球层的任何引力 ；在球层外面的

单位质量 ，相当于把球层的质量集中到球心时所受到的引力一样 ．
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利用均匀球层的位势 ，我们来求均匀的球体的位势 ．设体密度为 １的均匀球 x２ ＋ y２ ＋ z２ ≤

１ ，求它在（０ ，０ ，h）点的单层位势 W （０ ，０ ，h） ．已知质量为 m ，半径为 R的均匀球层在（０ ，０ ，a）点的

位势 W （０ ，０ ，a） ：

W （０ ，０ ，a） ＝

m
R ， ０ ＜ a ＜ R ，

m
a ， a ≥ R ．

从而知 ，当 h＞ １时 ，有

W （０ ，０ ，h） ＝ ∫
１

０

４π r２ d r
h ＝

４π
３h ；

当 ０ ＜ h≤ １时 ，

W （０ ，０ ，h） ＝ ∫
h

０

４π r２ d r
h ＋∫

１

h
４π r２ d r

r ＝
４
３
πh２ ＋ ２π（１ － h２ ） ＝ ２π １ －

h２
３

．

　 　 （２）易知直线 L平行于 Ox 轴 ，位于平面 xOz 上且截 Oz 轴一段长为 b 之线
段 ．令 Σ上点 P（x ，y ，z） ，它到 L上的距离的平方为 r２ ＝ x２ ＋ y２ ＋ （b － z）２ ．从而其

惯性矩为

IL ＝ ρ簇
Σ

［x２ ＋ y２ ＋ （b － z）２ ］dS ．

注意到 z ＝ b x２
＋ y２ ／a（D ：x２ ＋ y２ ≤ a２ ） ，dS ＝ （ a２ ＋ b２ ／a）dxdy ，故得

IL ＝
ρ a２ ＋ b２

a 簇
D
x２ ＋ y２ ＋ b２ １ －

x２ ＋ y２
a

２

d xdy ．

采用极坐标替换 ，我们有

IL ＝
ρ a２ ＋ b２

a ∫
２π

０
dφ∫

a

０
r r２ ＋ b２ １ －

r
a

２ d r

＝ ２πρ
a２ ＋ b２
a ∫

a

０
r３ １ ＋

b２
a２ ＋ b２ r － ２b２ r２

a d r
＝ ２πρ

a２ ＋ b２
a

a４
４

１ ＋
b２
a２ ＋

a２ b２
２

－
２
３
a２ b２

＝
πρa
６

a２ ＋ b２ （３a２ ＋ b２ ） ．

　 　 （３）设（X ，Y ，Z）是 π上任一点 ，则 π的方程和距离为

xX
２

＋
yY
２

＋ zZ ＝ １ ，　 ρ（x ，y ，z） ＝
x２
４

＋
y２
４

＋ z２
－１

．

由 z ＝ １ － （x２ ／２） － （y２ ／２） ，可知

抄 z
抄 x ＝

－ x
２ １ － （x２ ／２ ＋ y２ ／２）

，　
抄 z
抄y ＝

－ y
２ １ － （x２ ／２ ＋ y２ ／２）

，
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dS ＝ １ ＋
抄 z
抄 x

２

＋
抄 z
抄 y

２ d xdy
＝ ４ － x２ － y２ ２ １ － （x２ ／２ ＋ y２ ／２）d xdy ．

从而得到（采用极坐标变换）

I ＝ １
４簇D

（４ － x２ － y２ ）d xdy ＝
１
４∫

２π

０
dθ∫

２

０
（４ － r２ ）rd r ＝ ３

２
π ．

７畅５ 　第二型曲面积分

定义 7畅5畅1 　 设 Σ是双侧曲面 ，如果指定 Σ法向量的一个方向 ，则称曲面 Σ的点集连同指

定的法向量为曲面的一个定侧 ．

光滑曲面 Σ由方程 z ＝ f （x ，y） ，（x ，y） ∈ D给出 ，法向量 n＝ ± －
抄 f
抄 xi －

抄 f
抄y j ＋ k ．

若指定 Σ为上侧 ，则上式括号前取“ ＋ ”号 ；若指定 Σ为下侧 ，则上式括号前取“ － ”号 ．又如

双侧曲面 Σ由参数方程 x ＝ x（u ，v） ，y ＝ （u ，v） ，z ＝ z（u ，v） ，（u ，v） ∈ D给出 ，令

A ＝
抄（y ，z）
抄（u ，v） ，　 B ＝

抄（z ，x）
抄（u ，v） ，　 C ＝

抄（x ，y）
抄（u ，v） ，

则 Σ的法向量为 n＝ ± （A i ＋ Bj ＋ Ck） ．

怎么根据 Σ指定的侧来决定上式“ ± ”号选取呢 ？事实上只要考察 Σ上一点 ，如果该点指定

的法向量向上 ，则该点 C值大于零时取“ ＋ ”号 ，该点 C值小于零时取“ － ”号 ；如果该点指定的法

向量向下 ，则该点 C值大于零时取“ － ”号 ，该点 C值小于零时取“ ＋ ”号 ．

　 图 ７畅１８

定义 7畅5畅2 　 设 Σ是一双侧曲面 ，取定 Σ的一侧 n ＝
（cosα ，cosβ ，cosγ） ，R（x ，y ，z）为 S上有界函数 ，对 Σ作分法

Δ ＝ ｛Δ S１ ，Δ S２ ，⋯ ，Δ Sn｝ ．记定侧曲面 Δ Si 在 xOy 平面上的
有向投影为 Δσi ，Δσi 的符号规定如下 ：若在 Δ Si 上方向余弦
cosγ为正 ，则投影面积取正号 ，即 Δσi ＞ ０ ；若在 Δ Si 上方向
余弦 cosγ为负 ，则投影面积取负号 ，即 Δσi ＜ ０ ；若在 Δ Si 上
有一点方向余弦为零 ，则投影面积约定为零 ，即 Δσi ＝ ０（图

７畅１８） ，在每一 Δ Si 上任取一点 Mi （ξi ，ηi ，ζi ）（ i ＝ １ ，２ ，⋯ ，n）

作和 ∑
n

i ＝ １

R（ξi ，ηi ，ζi ）Δσi ．当 ‖ Δ ‖ ＝ max
１ ≤ i ≤ n

diam ｛ Δ Si ｝ → ０

时 ，若极限

lim
‖ Δ ‖ → ０ ∑

n

i ＝ １

R（ξi ，ηi ，ζi ）Δσi ＝ I

存在 ，且不依赖分法 Δ和点 Mi 的取法 ，则称 I是函数 R（x ，y ，z）在 Σ选定侧上关于 xOy平面的
第二型曲面积分 ，记作

I ＝ 簇
Σ

R（x ，y ，z）d xdy 　 簇
Σ

R（x ，y ，z）dx∧ dy ．
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　 　这里 d xdy象征曲面元素在 xOy平面上的有向投影 ，所以它是有向面积微元 ，不同于二重

积分里的面积微元 ．记号没有反映出曲面取的是哪一侧 ，必须另加说明 ．由定义看出 ，当曲面的

一侧换成另一侧时 ，积分值相差一符号 ．

若把曲面元素 Δ Si 投影到 yOz 平面或 zOx平面上 ，则可得另外两个第二型曲面积分 ：

簇
Σ

R（x ，y ，z）dyd z ，　簇
Σ

R（x ，y ，z）d zd x ．

应用中常常是把三个不同的函数关于三个坐标面的三个积分结合一起 ，记作

簇
Σ

Pdyd z ＋ Qd zd x ＋ Rd xdy ，
其中 P ，Q ，R是 x ，y ，z的函数 ．

定理 7畅5畅1 　 设 D 是平面闭区域 ，曲面 Σ由方程 z ＝ f （ x ，y）（（x ，y） ∈ D）给定 ，f ∈
C（１）

（D） ．若 R（x ，y ，z）在 Σ上连续 ，则 R在 Σ上侧的面积分存在 ，且有（取 ＋号）

簇R（x ，y ，z）d xdy ＝ ±簇
D
R［x ，y ，f （x ，y）］d xdy ．

若取定曲面的下侧 ，则上式右端取负号 ．

定理 7畅5畅2 　设 Σ为双侧光滑曲面 ，取定法向量 n＝ （cosα ，cosβ ，cosγ） ．函数 R（x ，y ，z）在 Σ

上连续 ，则积分存在 ，且

簇
Σ

R（x ，y ，z）d xdy ＝ 簇
Σ

R（x ，y ，z）cosγds ．
　 　同理可证（P∈ C（Σ） ，Q ∈ C（Σ））

簇
Σ

P（x ，y ，z）dyd z ＝ 簇
Σ

P（x ，y ，z）cosαdS ，　簇
Σ

Q（x ，y ，z）d zd x ＝ 簇
Σ

Q（x ，y ，z）cosβdS ．

把上述三个第二型曲面积分合起来可写成 ：

簇
Σ

Pdyd z ＋ Qd zdx ＋ Rd xdy ＝ 簇
Σ

（Pcosα ＋ Qcosβ ＋ Rcosγ）dS ．

因为我们有公式（ ±号的选取由指定的法向量决定）

cosα ＝ ±
A

A ２
＋ B２

＋ C２
，　 cosβ ＝ ±

B
A ２

＋ B２
＋ C２

，　 cosγ ＝ ±
C

A ２
＋ B２

＋ C２
，

所以由第一型面积分计算公式可导出第二型面积分的计算公式 ：

簇
Σ

Pdyd z ＋ Qd zdx ＋ Rd xdy ＝ ±簇
D
（PA ＋ QB ＋ RC）dudv ．

这里 P ，Q ，R中的 x ，y ，z是 x ＝ x（u ，v） ，y ＝ y（u ，v） ，z ＝ z（u ，v）（（u ，v） ∈ D） ．

　 　例 7畅5畅1 　计算下列积分 I ：
（１）设 Σ是顶点为（１ ，０ ，０） ，（０ ，１ ，０） ，（０ ，０ ，１）的三角形的下侧 ，

I ＝ 簇
Σ

xdyd z ＋ yd zd x ＋ zd xdy ．

　 　 （２）设 Σ是 x２
＋ y２ ＋ z２ ＝ a２ 的外侧 ，

I ＝ 簇
Σ

xdyd z ＋ yd zd x ＋ zd xdy ．
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　 　 （３）设 Σ为圆柱面 x２
＋ y２ ＝ a２ （x ≥ ０ ，０ ≤ z ≤ １）外侧 ，

I ＝ 簇
Σ

（z ＋ １）d xdy ＋ xyd xd z ．
　 　 （４）设 Σ是 x２

＋ y２ ＋ z２ ＝ R２
（z ≥ ０）的上侧 ，

I ＝ 簇
Σ

x２ dyd z ＋ y２ d zdx ＋ z２ d xdy ．

　 　 （５）设 Σ是椭球面 x２
／a２ ＋ y２ ／b２ ＋ z２ ／c２ ＝ １的外侧 ，

I ＝ 簇
Σ

x３ dyd z ＋ y３ d zdx ＋ z３ d xdy ．

　 　解 　 （１）由轮换变量的对称性可知

I ＝ ３簇
Σ

zdxdy ＝ － ３ 簇
x ≥ ０ ，y ≥ ０
x＋ y ≤ １

（１ － x － y）d xdy

＝ － ３∫
１

０
dy∫

１ － y

０
（１ － x － y）d x ＝ －

３
２∫

１

０
（１ － y）２ dy ＝ －

１
２

．

　 　 （２）记 Σ＋ ，Σ －为球面 Σ的上方与下方 ，则

I１ ＝ 簇
Σ

zd xdy ＝ 簇
Σ
＋

zd xdy ＋ 簇
Σ
－

zd xdy ＝ 簇
D
z ＋ d xdy －簇

D
z － dxdy ，

其中 z ＋ ＝ a２ － x２ － y２ ，z － ＝ － a２ － x２ － y２ ，D ：x２ ＋ y２ ≤ a２ ．从而可得

I１ ＝簇
Σ

zd xdy ＝ ２簇
D

a２ － x２ － y２ d xdy

＝ ２∫
２π

０
dθ∫

a

０
r a２ － r２ d r ＝ ４

３
πa３ ．　 I ＝ ３ I１ ＝ ４πa３ ．

　 　 （３）记 D１ ：０ ≤ x ≤ a ，－ a２ － x２ ≤ y ≤ a２ － x２ ，注意到在 Σ上曲面的法线方

向与 Oz轴正交 ，故有

簇
Σ

（z ＋ １）d xdy ＝ 簇
Σ

（z ＋ １）cos（n ，k）dS ＝ ０ ．

　 　为计算簇
Σ

x ydxd z ，依方程 y ＝ a２ － x２与 y ＝ － a２ － x２将 Σ分为两部分 ：

Σ１ ，Σ２ ，在 Σ１ 上其外法线方向与 Oy轴形成锐角 ；在 Σ２ 上则是钝角 ．记 D２ ：０ ≤ x ≤

a ，０ ≤ z ≤ １ ，从而我们有

簇
Σ

x yd zdx ＝簇
Σ
１

xycos（n ，k）dS ＋簇
Σ
２

xycos（n ，k）dS

＝簇
D
２

x a２ － x２ d xd z －簇
D
２

x（－ a２ － x２ ）d xd z

＝ ２∫
１

０
d z∫

a

０
x a２ － x２ dx ＝

２
３
a３ ．
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最后得 I ＝ ２a３ ／３ ．

（４）因为 Σ是关于 yOz 平面对称的上半球面 ，所以 Σ上关于 yOz 平面对称的
元素 Δ Si 在 yOz 平面上的有向投影 Δσi 正好抵消 ．又被积函数关于 x是偶函数 ，

直接由定义可得簇
Σ

x２ dyd z ＝ ０ ．同理得簇
Σ

y２ d zd x ＝ ０ ．从而知

I ＝簇
Σ

z ２ d xdy ＝ 簇
x２ ＋ y２ ≤ R２

（R２
－ x２ － y２ ）d xdy

＝∫
２π

０
dθ∫

R

０
（R２

－ r２ ）rd r ＝ π
２
R４

．

　 　 （５） Σ 的参数方程为 x ＝ acosθsinφ ，y ＝ bsinθsinφ ，z ＝ ccosφ ，参数变化区域

D ＝ ｛（θ ，φ） ：０ ≤ θ ≤ ２π ，０ ≤ φ ≤ π｝ ．Jacobi矩阵为
－ asinθsinφ bcosθsinφ ０

acosθcosφ bsinθcosφ － csinφ ，

由此求出 A ＝ － bccosθsin２

φ ，B ＝ － acsinθsin２

φ ，C ＝ － absinφcosφ ．

　 　因为上半椭球面上一点的法向量的第三个分量大于零和 C＜ ０ ，所以计算公式

前应取“ － ”号 ．从而可得

I ＝簇
D
［a２ cos３ θsin３

φ · bccosθsin２

φ ＋ b３ sin３
θsin３

φ · acsinθsin２

φ

＋ c３ cos３ φ · absinφcosφ］dθdφ
＝ abc∫

２π

０
dθ∫

π

０
［a２ cos４ θsin５

φ ＋ b２ sin４
θsin５

φ ＋ c２ cos４ φsinφ］dφ
＝ ８ abc a２∫

π
２

０
cos４ θdθ∫

π
２

０
sin５

φdφ ＋ b２∫
π
２

０
sin４

θdθ∫
π
２

０
sin５

φdφ ＋
π
２
c２∫

π
２

０
cos４ φsinφdφ

＝
４
５
πab c（a２ ＋ b２ ＋ c２ ） ．

　 　例 7畅5畅2 　计算下列第二型曲面积分 I ：

（１） I ＝ 簇
Σ

（y － z）dyd z ＋ （z － x）d zd x ＋ （x － y）d xdy ，其中 Σ是圆锥面 x２
＋

y２ ＝ z２ （０ ≤ z ≤ h）外侧 ．

（２） I ＝ 簇
Σ

dyd z
x ＋

d zd x
y ＋

d xdy
z ，Σ是 x２

／a２ ＋ y２ ／b２ ＋ z２ ／c２ ＝ １之外侧 ．

（３）设 f （x） ，g（x） ，h（x）是［０ ，∞ ）上的连续函数 ，

I ＝ 簇
Σ

f （x）dyd z ＋ g（y）dxd z ＋ h（z）dxdy ，

其中 Σ是长方体［０ ，a］ × ［０ ，b］ × ［０ ，c］表面外侧 ．

解 　 （１）易知 Σ在 xOy 平面上的投影区域是 D ：x２ ＋ y２ ≤ h２ ．令 n＝ （cosα ，
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cosβ ，cosγ）是 Σ 准线上点的法向量 ，n与 Oz 轴形成钝角 ，且 z ＝ z （ x ，y ） ＝

x２ ＋ y２ ，故知

cosγ ＝ －
１

１ ＋ z′２x ＋ z′２y
，　 cosα ＝

z′x
１ ＋ z′２x ＋ z′２y

，

cosβ ＝
z′y

１ ＋ z′２x ＋ z′２y
．

由 dS ＝ １ ＋ z′２x ＋ z′２y d xdy可得
I ＝簇

D
｛［y － z（x ，y）］z′x ＋ ［z（x ，y） － x］z′x ＋ y － x｝dxdy

＝ ２簇
D
（y － x）d xdy ＝ ２∫

２π

０
（sinφ － cosφ）dφ∫

h

０
r２ d r ＝ ０ ．

　 　 （２）采用极坐标表示 ，则 Σ有表示式

x ＝ asinθcosφ ，　 y ＝ bsinθsinφ ，　 z ＝ ccosθ ．
D ＝ ｛（θ ，φ） ：０ ≤ θ ≤ π ，０ ≤ φ ≤ ２π｝ ．

依定向曲面积分定义 ，我们有

I ＝ 簇
Σ

cosα
x ＋

cosβ
y ＋

cosγ
z dS ，

其中 cosα＝ A
± A２

＋ B２
＋ C２

，cosβ＝ B
± A２

＋ B２
＋ C２

，cosγ ＝ C
± A２

＋ B２
＋ C２

，

以及 A ＝
抄（y ，z）
抄（θ ，φ）

，B ＝
抄（z ，x）
抄（θ ，φ）

，C ＝ 抄（x ，y）
抄（θ ，φ）

．即

A ＝ bcsin２
θcosφ ，　 B ＝ acsin２

θsinφ ，　 C ＝ absinθcosφ ．

注意到 dS ＝ A２
＋ B２

＋ C２ dθdφ ，得出

I ＝簇
D

A
x （θ ，φ） ＋

B
y （θ ，φ） ＋

C
z （θ ，φ） dθdφ

＝簇
D

bc
a ＋

ac
b ＋

ab
c sinθdθdφ ＝

bc
a ＋

ac
b ＋

ab
c ∫

π

０
sinθdθ∫

２π

０
dφ

＝ ４π
bc
a ＋

ac
b ＋

ab
c ＝ ４πab c １

a２ ＋
１

b２ ＋
１

c２ ．

　 　 （３）记 Σ１ ：x ＝ ０ ，０ ≤ y ≤ b ，０ ≤ z ≤ c ；Σ２ ：x ＝ a ，０ ≤ y ≤ b ，０ ≤ z ≤ c ，则

簇
Σ

f （x）dyd z ＝簇
Σ
１

f （x）dyd z ＋簇
Σ
２

f （x）dyd z

＝ － f （０）簇
Σ
１

dyd z ＋ f （a）簇
Σ
２

dyd z ＝
［ f （a） － f （０）］

a abc ．
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类似地有

簇
Σ

g（y）dxd z ＝
g（b） － g（０）

b abc ；　簇
Σ

h（z）d xdy ＝
h（c） － h（０）

c abc ．

从而可得

I ＝ abc f （a） － f （０）
a ＋

g（b） － g（０）
b ＋

h（c） － h（０）
c ．

　 　例 7畅5畅3 　计算下列第二型曲面积分 I ：

（１） I ＝簇
Σ

（y － z）dyd z ＋ （z － x）d zd x ＋ （x － y）d xdy ，其中 Σ是球面 x２
＋ y２ ＋

z２ ＝ ２Rx被柱面 x２
＋ y２ ＝ ２ rx（０ ＜ r ＜ R）所截且位于 z ≥ ０之部分的外侧 ．

（２） I ＝ 簇
Σ

e y x２
＋ z２ d zd x ，Σ是曲面 y ＝ x２ ＋ z２ 与平面 y ＝ １ ，y ＝ ２围成的

立体表面的外侧 ．

（３） I ＝ 簇
Σ

xdyd z ＋ yd zd x ＋ zdxdy
（x２ ＋ y２ ＋ z２ ）３／２ ，Σ是球面 x２

＋ y２ ＋ z２ ＝ R２ 外侧 ．

（４） I ＝ 簇
Σ

［ f （x ，y ，z） ＋ x］dyd z ＋ ［２ f （x ，y ，z） ＋ y］d zd x ＋ ［ f （x ，y ，z） ＋

z］d xdy ，Σ是 x － y ＋ z ＝ １（第四象限）之上侧 ，f ∈ C（Σ） ．

解 　 （１）注意到 Σ外侧之法向量为 n ＝ x － R
R ，

y
R ，

z
R ，以及被积函数轮换差

的特征 ，就想到用第一型面积分来计算 ，即（易知簇
Σ

ydS ＝ ０）

I ＝簇
Σ

（y － z） x － R
R ＋ （z － x） y

R ＋ （x － y） z
R dS ＝ 簇

Σ

（z － y）dS

＝ 簇
x２ ＋ y２ ≤ ２ rx

２Rx － x２ － y２ R
２Rx － x２ － y２

dxdy ＝ Rπ r２ ．

（２）如图 ７畅１９所示 ，可分成三个曲面 Σ ＝ Σ１ ＋ Σ２ ＋ Σ３ ．

图 ７畅１９
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　 　 （i）由方程 Σ１ ：y ＝ １ ，（z ，x） ∈ D１ ＝ ｛ x２ ＋ z２ ≤ １｝及 cos（n ，j）dS ＝ － d zd x ，

簇
Σ
１

e y

x２
＋ z２

d zd x ＝ 簇
Σ
１

e y

x２
＋ z２

cos（n ，j）dS

＝ －簇
D
１

e
x２ ＋ z２

d zdx ＝ － lim
ε → ０

＋∫
２π

０
dθ∫

１

ε
ed r ＝ － ２πe ．

（ii）由方程 Σ２ ：y ＝ ２ ，（z ，x） ∈ D２ ＝ ｛ x２ ＋ z２ ≤ ２｝及 cos（n ，j）dS ＝ dxd z ，
簇
Σ
２

e y

x２
＋ z２

d zd x ＝ 簇
Σ
２

e y

x２
＋ z２

cos（n ，j）dS

＝簇
D
２

e ２

x２ ＋ z２
d zd x ＝ lim

ε → ０
＋∫

２π

０
dθ∫

２

ε
e ２ d r ＝ ２ ２πe ２

．

（iii）在 Σ３ 上 ，由方程 Σ３ ：y ＝ x２ ＋ z２ ，（z ，x） ∈ D３ ＝ ｛１ ≤ x２ ＋ z２ ≤ ２｝及 cos（n ，
j）dS ＝ － d zdx ，可得

簇
Σ
３

e y

x２
＋ z２

d zdx ＝ －簇
D
３

e x２ ＋ z２

x２ ＋ z２
d zd x ＝ －∫

２π

０
dθ∫

２

１
erd r ＝ － ２π（e ２

－ e） ．

因此 ，我们要计算的积分为

促
Σ

e y

x２
＋ z２

d zdx ＝ 簇
Σ
１ ＋ Σ

２ ＋ Σ
３

e y

x２
＋ z２

d zd x

＝ （－ ２πe） ＋ ２ ２πe ２
－ ２π（e ２

－ e） ＝ ２πe ２
（ ２ － １） ．

　 　 （３）注意到球面外侧单位法向量为（x／R ，y／R ，z／R） ，以及（x／R）dS ＝ dyd z ，
（y／R）dS ＝ d zd x ，（z／R）dS ＝ d xdy ，故有

I ＝ １
R４簇

Σ

（x２ ＋ y２ ＋ z２ ）dS ＝
１
R２簇

Σ

dS ＝ ４π ．

　 　 （４）注意 Σ的法向量为（１／ ３ ，－ １／ ３ ，１／ ３） ，I可化为第一型面积分来算 ．

I ＝ １

３
簇
Σ

［ f （x ，y ，z） ＋ x － ２ f （x ，y ，z） － y ＋ f （x ，y ，z） ＋ z］dS

＝
１

３
簇
Σ

（x － y ＋ z）dS ＝
１

３
簇
Σ

dS ＝
１

３

３
２

＝
１
２

．

　 　例 7畅5畅4 　用第二型曲面积分计算下列第一型曲面积分 I ：

（１） I ＝ 簇
Σ

xy zcosγdS ，Σ是 x２
＋ y２ ＋ z２ ＝ １（x ，y ≥ ０） ．

（２） I ＝ 簇
Σ

xy z （y２ z２ ＋ z２ x２ ＋ x２ y２ ）dS ，Σ是 x２
＋ y２ ＋ z２ ＝ a２ （a＞ ０ ，第一象

限） ．

·５４３·７畅５ 　第二型曲面积分



解 　 （１）易知 Σ可写为 x ＝ φ（y ，z）＝ １ － y２ － z２ ，其定义区域为 D ：｛（y ，z） ：

y２ ＋ z２ ≤ １ ，y ≥ ０｝ ．此时 ，易知 cosγ＝ －
抄φ

抄 z ．从而可得

I ＝簇
Σ

y z φ（y ，z） －
抄φ

抄 z dyd z ＝ －
１
２簇D

y z 抄
抄 zφ

２
（y ，z）dyd z

＝簇
D
y z ２ dyd z ＝ ∫

１

－１
d z∫

１ － z２

０
yz ２ dy ＝

４
１５

．

　 　 （２）注意到对 Σ的任何变换方式 ，其被积函数的计算量均不小 ，不过后者的三

项式呈现出某种对称性 ，以及 Σ之法向量之计算比较简单 ，故我们将 I转换为第二
型积分来计算 ．实际上 ，Σ之外向 n ＝ （cosα ，cosβ ，cosγ） ＝ （x／a ，y／a ，z／a） ，从而可

得

I ＝ a簇
Σ

y３ z３ x
a ＋ z３ x３ y

a ＋ x３ y３ z
a dS

＝ a簇
Σ

y３ z３ dyd z ＋ z３ x３ d zd x ＋ x３ y３ d xdy ＝ ３a簇
Σ

x３ y３ d xdy ．

注意 Σ在第一象限的投影为 D ：０ ≤ r ≤ a ，０ ≤ θ ≤ π／２ ，可得

I ＝ ３a∫
π／２

０
dθ∫

a

０
r７ sin３

θcos３ θd r ＝ ３
６４
a９∫

π／２

０
sin３

（２θ）dθ ＝
a９
３２

．

·６４３· 第 ７章 　曲线积分与曲面积分



第 8章 　各种积分之间的联系

８畅１ 　 Green 　公 　式

单连通区域和多连通区域的概念 ：一平面连通区域 D ，如果 D内任一闭曲线都可以在 D 内
连续地收缩为 D内一点 ，则称此区域 D为单连通区域 ，否则为多连通的 ．

　 图 ８畅１

区域边界的方向 ：设区域 D是由有限条可求长曲线 Γ１ ，Γ２ ，⋯ ，Γm 围

成（图 ８畅１） ，当一人沿 Γi 行走时 ，区域 D位于其左边 ，则规定人行走的方

向为边界 Γi 的定向 ．如图 ８畅１中 Γ１ 的定向为逆时针方向 ，Γ２ ，⋯ ，Γm 的定

向为顺时针方向 ．记号抄D表示所有定向边界曲线 Γ１ ，Γ２ ，⋯ ，Γm 之和 ．

定理 8畅1畅1 　设闭区域 D是由有限条可求长闭曲线围成的 ，抄D表示
定向边界 ．P（x ，y） ，Q（x ，y）在 D上连续 ，且有连续的一阶偏导数 ，则

∫
抄D
Pd x ＋ Qdy ＝ 簇

D

抄Q
抄 x －

抄 P
抄 y d xdy ． （Green公式）

　 　推论 　若 D是由有限条逐段光滑曲线围成的闭区域 ，P（x ，y） ，Q（x ，y） ∈ C（１）
（D） ，则

簇
D

抄 P
抄 x ＋

抄Q
抄y d xdy ＝ ∫

抄D
（Pcos枙n ，x枛 ＋ Qcos枙n ，y枛）ds ，

其中 n取外法线方向 ．

定理 8畅1畅2 　设闭区域 D是由有限条逐段光滑曲线围成 ，函数 u ，v ∈ C（２）
（D） ．则有

（１）簇
D
Δ udxdy ＝ ∫

抄D

抄u
抄nds ；

（２）簇
D
v Δ ud xdy ＝ －簇

D

抄u
抄 x

抄v
抄 x ＋

抄u
抄 y

抄 v
抄 y dxdy ＋∫

抄D
v 抄u
抄nds ；

（３）簇
D
（v Δ u － uΔ v）dxdy ＝ ∫

抄D
v 抄u
抄n － u 抄v

抄n ds ，
其中 n为外法线方向 ．

例 8畅1畅1 　解答下列问题 ：

（１） （分部积分公式）设 D是由简单闭曲线 L 围成的平面闭区域 ，P（x ，y） ，

Q（x ，y） ，f （x ，y）在 D上连续可微 ，则

　簇
D
［P（x ，y） f′x （x ，y） ＋ Q（x ，y） f′y （x ，y）］d xdy

＝ ∫
L
f （x ，y）［P（x ，y）dy － Q（x ，y）d x］ －簇

D

抄 P（x ，y）
抄 x ＋

抄Q（x ，y）
抄y f （x ，y）d xdy ．

　 　注 1 　在 Q（x ，y） ≡ ０时 ，有



簇
D
P（x ，y） 抄 f （x ，y）

抄 x d xdy ＝ ∫
L
P（x ，y） f（x ，y）dy －簇

D
f （x ，y） 抄P（x ，y）

抄 x d xdy ．

　 　注 2 　设 f（x ，y） ，g（x ，y）在 D上连续可微 ，则

－∫
L
f （x ，y）g（x ，y）dx ＝ 簇

D
f （x ，y） 抄g（x ，y）

抄y ＋ g（x ，y） 抄 f （x ，y）
抄y d xdy ．

　 　 （２）设 L是包含原点的简单闭曲线 ，又有

P（x ，y） ＝
－ y

x２
＋ y２

，　 Q（x ，y） ＝
x

x２
＋ y２

；　 P′y ＝ Q′x ＝ y２ － x２
（x２ ＋ y２ ）２

，

试问是否成立 I ＝ ∫
L
P（x ，y）dx ＋ Q（x ，y）dy ＝ ０ ．

（３）在 Green公式中 ，若
抄P（x ，y）

抄y ≠
抄Q（x ，y）

抄x ，试问是否会有

I ＝∫
L
P（x ，y）dx ＋ Q（x ，y）dy ＝ ０ ．

　 　解 　 （１）根据 Green公式 ，我们有

∫
L
［ f（Pdy － Qdx）］＝∫

L
（－ fQdx ＋ f Pdy）

＝ 簇
D
［ f′x P ＋ f P′x ＋ f′yQ ＋ fQ′y ］dxdy ，

从而移项即得所证 ．

（２）作以原点为圆心 ，ε＞ ０为半径且位于 L内的圆 珟L ，D为 L内 珟L外的闭区域 ，

则由 Green公式可知
I ＝∫

L
Pdx ＋ Qdy ＝∫

珟L

Pdx ＋ Qdy ．
对上式右端采用极坐标变换 ，可得

I ＝∫
２π

０

－ εsinθ
ε
２ （－ εsinθ） ＋ εcosθ

ε
２ （εcosθ） dθ ＝∫

２π

０
dθ ＝ ２π ≠ ０ ．

产生这一结果的原因是 ：P′y与 Q′x在原点不连续 ．

图 ８畅２ 　

（３）有可能 I ＝ ０ ．例 I ＝ ∫
L
（x２ ＋ xy）dx ＋ （x２ ＋

y２ ）dy ，其中 L如图 ８畅２所示 ，且记 D为 L所围区域 ．由
P＝ x２ ＋ xy ，Q＝ x２ ＋ y２ ，易知

抄P
抄y ＝ x ，　 抄Q

抄x ＝ ２x ．

I ＝ 簇
D

抄Q
抄x －

抄P
抄y dxdy ＝∫

１

－１
dy∫

１

－１
xdx ＝ ０ ．
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　 　例 8畅1畅2 　计算下列第二型线积分 I ：

（１） I ＝∫
L

xdy － ydx
４x２ ＋ y２

，L ：（x － １）
２
＋ y２ ＝ R２

（R ＞ １）逆时针方向 ．

（２） I ＝∫
L

xdy － ydx
２（Ax２ ＋ ２Bxy ＋ Cy２ ）

（A ，C ＞ ０ ；AC － B２
＞ ０） ，L ：x２ ＋ y２ ＝ １正向 ．

（３） I ＝ ∫
L

xdy － ydx
［（ax ＋ by）２ ＋ （cx ＋ dy）２ ］p

（ad － bc ≠ ０） ，L ：椭圆（ax ＋ by）２ ＋

（cx ＋ dy）２ ＝ １逆时针方向 ．

解 　 （１ ） 作位于 L 内的曲线 L ε ：４ x２ ＋ y２ ＝ ε
２
，则由 Green 公式可知

注意抄Q
抄 x ＝ － （４ x２ － y２ ）／（４ x２ ＋ y２ ）２ ＝ 抄 P

抄 y

I ＝ ∫
Lε

xdy － yd x
４ x２ ＋ y２ ＝

２

ε
２

１
２∫L

ε

xdy － yd x ＝
２

ε
２ · πε·

ε
２

＝ π ．

　 　 （２）由 P（x ，y）＝ － y／（A x２ ＋ ２Bx y ＋ Cy２ ） ，Q（x ，y）＝ x／（A x２ ＋ ２Bxy ＋ Cy２ ）
知

抄 P（x ，y）
抄y ＝

抄Q（x ，y）
抄 x ＝

Cy２
－ Ax２

Ax２
＋ ２Bxy ＋ Cy２

．

作曲线 L１ ：A x２ ＋ ２Bx y ＋ Cy２ ＝ １ ，则易知

I ＝ １
２∫L

１

xdy － ydx ＝
π

AC － B２
　 （椭圆 L１ 之面积） ．

　 　 （３）记椭圆 L所围区域为 D ，则由 Green公式知
I ＝∫

L
xdy － yd x ＝ ２簇

D
d xdy ．

作变量替换 u＝ ax ＋ by ，v ＝ cx ＋ dy ，则有

J ＝
抄（x ，y）
抄（u ，v） ＝ １

抄（u ，v）
抄（x ，y） ＝

１
ad － bc ，

I ＝ ２ 簇
u２ ＋ v２ ≤ １

| J | dudv ＝
２

| ad － bc | 簇
u２ ＋ v２ ≤ １

dudv ＝
２π

| ad － bc | ．

　 　例 8畅1畅3 　计算下列二型线积分 I ：
（１） I ＝ I１ － I２ ，其中 I１ ，I２ 各为积分

I１ ＝ ∫
AmB

（x ＋ y）２ d x － （x － y）２ dy ，　 I２ ＝ ∫
AnB

（x ＋ y）２ dx － （x － y）２ dy ，

AmB是从点 A （１ ，１）到点 B（２ ，６）的直线段 ，A nB是以 Oy 为轴且过原点 ，A 点及 B
点的抛物线 ．

·９４３·８畅１ 　 Green 　公 　式



（２） I ＝ ∫
ATB

（x ＋ y）d x ＋ （y － x）dy
３（x２ ＋ y２ ）

，A TB是从点 A （ － ２ ，０）到点 B（２ ，０）且位

于下半平面的任一条简单光滑曲线 ．

（３） I ＝ ∫
ABO

（ex sin y － my）d x ＋ （ex cos y － m）dy ，ABO是圆周 x２
＋ y２ ＝ ax的上

半部分（正向） ．

（４） I ＝ ∫
AOB

（１２ xy ＋ ey ）d x － （cos y － xey ）dy ，AOB是从点 A （ － １ ，１）沿曲线

y ＝ x２到达原点 ，再沿直线 y ＝ ０到达点 B（２ ，０）的曲线段 ．

（５） I ＝∫
L

ey
x２

＋ y２
［（xsin x ＋ ycos x）d x ＋ （ysin x － xcos x）dy］ ，L是圆周 x２

＋

y２ ＝ １逆时针（正向） ．

解 　 （１）易知A nB是抛物线 y ＝ ２ x２ － x ．记闭曲线 L ：A nBmA所围区域为 D ，

则由 Green公式可得
I２ － I１ ＝ ∮

L
（x ＋ y）２ d x － （x － y）２ dy ＝ 簇

D

抄（－ （x － y）２ ）
抄 x －

抄（x ＋ y）２
抄 y d xdy

＝ － ４∫
２

１
xd x∫

５ x －４

２ x２ － x
dy ＝ － ４∫

２

１
（６ x２ － ４ x － ２ x３ ）d x ＝ － ２ ．

　 　 （２）由 P（x ，y）＝ （x ＋ y）／３（x２ ＋ y２ ） ，Q（x ，y） ＝ （y － x）／３（x２ ＋ y２ ） ，可知抄Q
抄 x ＝

抄P
抄y ．故作曲线段 L ：x２ ＋ y２ ＝ ４的位于下半平面部分（逆时针） ，就得到

I ＝∮
L

（x ＋ y）d x ＋ （y － x）dy
３（x２ ＋ y２ ）

＝
１
１２∫L

（x ＋ y）d x ＋ （y － x）dy ．

作坐标变换 x ＝ ２cos t ，y ＝ ２sin t ，我们有
I ＝ ４

１２∫
２π

π
［－ （cos t ＋ sin t）sin t ＋ （sin t － cos t）cos t］d t ＝ －

π
３

．

　 　 （３）添辅助线段OA （图 ８畅３）与 ABO形成闭曲线 L 且围成区域 D ，由 P（x ，

y）＝ ex sin y － my与 Q（x ，y）＝ ex cosy － m ，可知抄Q
抄 x －

抄 P
抄y ＝ m ．从而依 Green公式可

得（第二项积分为 ０）

I ＝ I ＋ ∫
OA

（ex sin y － my）d x ＋ （excos y － m）dy

＝ ∮
L
（ex sin y － my）dx ＋ （ex cos y － m）dy ＝ 簇

D
md xdy ＝

m
８
πa２ ．
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　 　 （４）添加直线段BC ，CA ，使得与AOB形成逆时针方向之闭曲线 L ，且记 L 所
围区域为 D ，如图 ８畅４ ，则由 Green公式可得

I ＝ ∫
L
＋∫

CB

＋ ∫
AC

（１２ xy ＋ ey ）d x － （cosy － xey ）dy ＝ I１ ＋ I２ ＋ I３ ．

I１ ＝ 簇
D

抄
抄 x（xey － cos y） －

抄
抄 y（１２ xy ＋ ey ） d xdy

＝ －簇
D
１２ xd xdy ＝ － １２∫

１

０
dy∫

２

－ y
xd x ＝ － １２∫

１

０
２ －

y
２

dy ＝ － ２１ ，

I２ ＝ ∫
１

０
（cosy － ２ey ）dy ＝ ２ ＋ sin１ － ２e ，

I３ ＝ ∫
AC

（１２ xy ＋ ey ）d x ＝ ∫
２

－１
（１２ x ＋ e）d x ＝ ３e ＋ １８ ．

最后 ，我们有 I ＝ － ２１ ＋ （２ ＋ sin１ － ２e）＋ （３e ＋ １８）＝ sin１ ＋ e － １ ．

图 ８畅３

　 　 　 　 　

图 ８畅４

　 　 （５）由 P（x ，y）＝ ey （xsin x ＋ ycos x） ，Q（x ，y）＝ ysin x － xcos x可知 ，
抄 P
抄y ＝

抄Q
抄 x ．

因此作曲线 Lε ：x２ ＋ y２ ＝ ε
２
（ε＞ ０） ，记其所围区域为 Dε ，可得

I ＝ ∫
L
ε

Pdx ＋ Qdy ＝
１

ε
２簇
D
ε

－ ２ey cos xd xdy ．

应用中值定理 ，存在点（ξ ，η） ，使得（ξ
２
＋ η

２
＜ ε

２
）

I ＝ １

ε
２ · （－ ２eηcosξ）簇

D
ε

d xdy ＝ － ２πeηcosξ ．
从而我们有lim

ε → ０
I ＝ lim

ε → ０
（ － ２πeηcosξ）＝ － ２π ．

例 8畅1畅4 　计算下列积分 I ：

（１） I ＝∫
L
f （x２ ＋ y２ ）（xd x ＋ ydy） ，L是R２ 中的一条简单光滑闭曲线 ，f （x）在

R１ 上连续可微 ．

·１５３·８畅１ 　 Green 　公 　式



（２） I ＝∫
L

１ ＋ y２ f （xy）
y

d x ＋ x［y２ f （xy） － １］

y２
dy ，L是从点 A ３ ，

２
３
到点 B（１ ，

２）的直线段 ，f ∈ C（１）
（R１

） ．

（３） I ＝ ∫
AmB

［φ（y）cos x － πy］d x ＋ ［φ′（y）sin x － π］dy ，其中点 A（π ，２） ，B（３π ，

４） ，而AmB是直线段A B下方的任意的简单光滑曲线弧 ，且它与AB 围成的区域 D
之面积为 ２ ，φ ∈ C（１）

（R１
） ．

（４）设 f ∈ C（１）
（［１ ，４］） ，且 f （１）＝ f （４） ，闭曲线 L 是曲线 y ＝ x ，y ＝ ４ x ，xy ＝

１ ，xy ＝ ４所围区域 D之正向边界 ．

I ＝ ∫
L

f （xy）
y

dy ．

　 　解 　 （１）由 P（x ，y）＝ x f （x２ ＋ y２ ） ，Q（x ，y）＝ y f （x２ ＋ y２ ）可知 ，

抄Q（x ，y）
抄 x ＝ ２ xy f′（x２ ＋ y２ ） ＝

抄 P（x ，y）
抄 y

，　 （x ，y） ∈ D ，

其中 D是 L 所围区域 ．从而可得（Green定理）

I ＝ 簇
D

抄Q（x ，y）
抄 x －

抄 P（x ，y）
抄 y dxdy ＝ ０ ．

　 　 （２）由 P（x ，y）＝ ［１ ＋ y２ f （x ，y）］／y ，Q（x ，y）＝ x［y２ f （x ，y） － １］／y２ 可知 ，当

y ≠ ０时有抄 P（x ，y）
抄y ＝

抄Q（x ，y）
抄 x ．从而取点 C（１ ，２／３） ．并作AC ，CB使ABCA形闭曲

线 ，可得（记ABCA所围区域为 D）

I ＝ ∫
ABCA

１ ＋ y２ f （xy）
y

dx ＋
x［y２ f （xy） － １］

y２
dy

　 ＋ ∫
AC

１ ＋ y２ f （xy）
y

d x ＋∫
CB

x ［y２ f （xy） － １］

y２
dy

＝ ０ ＋∫
１

３

３
２

＋
２
３
f ２

３
x d x ＋∫

２

２／３
f （y） －

１

y２ dy
＝ － ３ ＋∫

２／３

２
f （t）d t ＋∫

２

２／３
f （y）dy － １ ＝ － ４ ．

　 　 （３）记AmB与BA合成闭曲线 L ，直线 AB之方程为 y ＝ x／π ＋ １ ，则

I ＝ ∫
L
－∫

BA

［φ（y）cos x － π y］d x ＋ ［φ′（y）sin x － π］dy

＝ 簇
D
πd xdy －∫

π

３π
φ

x
π

＋ １ cos x － π
x
π

＋ １ ＋
１
π φ′

x
π

＋ １ sin x － １ d x
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＝ ２π ＋∫
π

３π
［x ＋ （π － １）］d x ＝ － ６π

２
．

　 　 （４）从 Green 定理角度看问题 ，即认定 P（x ，y） ＝ ０ ，Q（x ，y） ＝ f （xy）／y ，则

抄Q
抄 x －

抄 P
抄 y ＝ f′（xy） ．从而可得

I ＝ 簇
D
f′（x ，y）d xdy ＝ ∫

１

１／２
dx∫

４ x

１ ／x
f′（xy）dy ＋∫

２

１
dx∫

４／x

x
f′（xy）dy

＝ ∫
１

１／２

d x
x∫

４ x２

１
f′（t）d t ＋∫

２

１

dx
x∫

４

x２
f′（t）d t

＝ ∫
１

１／２

f （４ x２ ）
x d x －∫

１

１／２

f （１）d x
x ＋∫

２

１

f （４）d x
x －∫

２

１

f （x２ ）
x dx

＝ ∫
２

１

f （t２ ）
t d t － f （１）ln２ ＋ f （４）ln２ －∫

２

１

f （x２ ）d x
x ＝ ０ ．

　 图 ８畅５

　 　例 8畅1畅5 　计算下列二重积分 ：

（１） I ＝ 簇
D
x２ dxdy ，其中 D 是以 A （ x１ ，y１ ） ，

B（x２ ，y２ ） ，C （ x３ ，y３ ）为顶点的三角形闭区域 （图

８畅５） ．

（２） I ＝ 簇
D
y２ d xdy ，D是由 Ox 轴与摆线 L ：x ＝

a（t － sin t） ，y ＝ a（１ － cos t）（０ ≤ t ≤ ２π）所围成的区域 ．

解 　 （１）令 P（x ，y）＝ ０ ，Q（x ，y）＝ １
３
x３ ，由 Green公式得

簇
D
x２ d xdy ＝ ∫

抄 D

１
３
x３ dy ＝

１
３∫

AB

x３ dy ＋ １
３∫

BC

x３ dy ＋ １
３∫

CA

x３ dy ．

应用曲线积分计算公式 ，得

∫
AB

x３ dy ＝ ∫
x
２

x
１

x３ y２ － y１
x２ － x１ d x ＝

y２ － y１
x２ － x１ ·

x４
４

x
２

x
１

＝
（y２ － y１ ）（x２ ＋ x１ ）（x２２ ＋ x２１ ）

４
．

同理有

∫
BC

x３ dy ＝ １
４
［（y３ － y２ ）（x３ ＋ x２ ）（x２３ ＋ x２２ ）］ ，

∫
CA

x３ dy ＝ １
４
［（y１ － y３ ）（x１ ＋ x３ ）（x２１ ＋ x２３ ）］ ，

簇
D
x２ dxdy ＝ １

１２
［（y２ － y１ ）（x２ ＋ x１ ）（x２２ ＋ x２１ ） ＋ （y３ － y２ ）（x３ ＋ x２ ）（x２３ ＋ x２２ ）
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图 ８畅６ 　

＋ （y１ － y３ ）（x１ ＋ x３ ）（x２１ ＋ x２３ ）］ ．

　 　 （２）在 Green公式
∮
抄 D
Pdx ＋ Qdy ＝ 簇

D

抄Q
抄 x －

抄 P
抄 y d xdy

中 ，若取 P（x ，y） ≡ ０ ，Q（ x ，y） ＝ xy２ ，则 I ＝

∫
A O

Qdy ＝ －∫
L
x y２ dy ．由 L的方程 ，可得（图 ８畅６）

I ＝ －∫
２π

０
a４ （t － sin t）（１ － cos t）２ （１ － cos t）′d t

＝ － a４∫
２π

０
［tsin t － ２ tsin tcos t ＋ tsin tcos２ t － sin２ t ＋ ２cos tsin２ t － sin２ tcos２ t］d t

＝ － a４ － ２π ＋ π －
２
３
π － π ＋ ０ －

π
４

＝
３５
１２

πa４ ．

　 　例 8畅1畅6 　解答下列问题 ：

（１）设 D为区域 ，u（x ，y） ∈ C（２）
（D） ．试证明 u（x ，y）是调和函数的充分必要条

件为 ：对 D内任一圆周 C（C所围闭圆属于 D） ，都有∫
C

抄u
抄nds ＝ ０ ．

（２）在上题条件下 ，证明 ：u（x ，y）是 D上调和函数的充分必要条件为 ：对任意

的 P０ （x０ ，y０ ） ∈ D ，有

u（x０ ，y０ ） ＝
１
２π∫

２π

０
u（x０ ＋ rcosθ ，y０ ＋ r sinθ）dθ ，　 ０ ＜ r ＜ dist（P０ ，抄D） ＝ d ．

　 　 （３）设闭区域 D是由有限条逐段光滑曲线围成 ，调和函数 u（x ，y）在边界抄D
上为零 ，试证明它在 D上恒为零 ．

（４）设 L是 R２ 中简单闭曲线 ，其所围的区域记为 D ，f （x ，y）在 珡D上连续且是
调和函数 ，试证明 f （x ，y）在 L上取到最大 、最小值 ．

解 　 （１）设 u（x ，y）为 D上调和函数 ，C所围的闭圆记作 珦D 炒 D ，则根据定理

８畅１畅２（１）可得

∫
C

抄u
抄nds ＝ 簇

珦D

Δ ud xdy ＝ ０ ．

　 　反之 ，任取（x０ ，y０ ） ∈ D ，作圆周 C ：（x － x０ ）２ ＋ （y － y０ ）２ ＝ ε
２
，使 C所围的闭圆

珦D 炒 D ．由条件和积分中值定理得

０ ＝∫
C

抄u
抄nds ＝ 簇

珦D

Δ ud xdy ＝ Δ u（ξ ，η）πε２ ，

其中点（ξ ，η） ∈ D ，上式消去 ε
２
，然后令 ε → ０ ，即得 Δ u（x０ ，y０ ） ＝ ０ ．从而由（x０ ，y０ ）

的任意性 ，故有 Δ u（x ，y） ≡ ０ ，即 u（x ，y）为 D上调和函数 ．

（２）设 u（x ，y）为 D上调和函数 ，取圆周曲线 C ：（x － x０ ）２ ＋ （y － y０ ）２ ＝ r２ （０ ＜
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r ＜ dist（P０ ，抄D）＝ d） ，则 C的外法线方向 n为半径 r的方向 ，故由上题（１）得

∫
C

抄u
抄nds ＝∫C

抄u
抄 rds ＝ ０ ．

再由曲线积分计算公式得∫
２π

０

抄
抄 ru（x０ ＋ rcosθ ，y０ ＋ rsinθ）rdθ ＝ ０ ．

在 ０ ≤ θ≤ ２π ，０ ≤ r ≤ d － ε上应用参变积分求导定理 ，可得

抄
抄 r∫

２π

０
u（x０ ＋ rcosθ ，y０ ＋ r sinθ）dθ ＝ ∫

２π

０

抄
抄 ru（x０ ＋ rcosθ ，y０ ＋ r sinθ）dθ ＝ ０ ．

记含参变量 r的积分为 f （r） ＝∫
２π

０
u（x０ ＋ rcosθ ，y０ ＋ r sinθ）dθ（０ ≤ r ＜ d） ，则上

式可改写成
抄 f （r）
抄 r ＝ ０（０ ≤ r ≤ d － ε） ．

由此推出在［０ ，d － ε］上 f （r）＝ α（常数） ．令 ε → ０ ，得 f （r） ＝ α（０ ≤ r ＜ d） ，定出

常数 α＝ f （０）＝ u（x０ ，y０ ）２π ，故

u（x０ ，y０ ） ＝
１
２π∫

２π

０
u（x０ ＋ rcosθ ，y０ ＋ r sinθ）dθ　 （０ ≤ r ＜ d） ．

上式说明调和函数在圆心的值等于圆周上值的积分平均 ．

反之 ，若平均值性质成立 ，上式两边对 r求导 ，得

０ ＝
抄
抄 r∫

２π

０
u（x０ ＋ rcosθ ，y０ ＋ rsinθ）dθ ，

根据上面推导可得∫
２π

０

抄u
抄 rdθ ＝ ０ ，因而 r∫

２π

０

抄u
抄 rdθ ＝∫

C

抄u
抄nds ＝ ０ ．再根据上题（１）知

u（x ，y）是 D上的调和函数 ．

（３）在定理 ８畅１畅２（２）中取 v（x ，y）＝ u（x ，y） ，且 u（x ，y）在边界上为零 ，得

簇
D

抄u
抄 x

２

＋
抄u
抄 y

２ d xdy ＝ ０ ．　
抄u
抄 x ≡ ０ ，

抄u
抄y ≡ ０ ，（x ，y） ∈ D ．

由此知 u（x ，y） ≡ α（常数） ，且由 u（x ，y）在边界上为零 ，故有 u（x ，y） ≡ ０ ．

这说明调和函数在区域内的值 ，由它在边界上的值唯一确定 ．

（４）依题设易知 f （x ，y）在 珡D上有最大 、最小值 ．假定在 D内点 P０ （x０ ，y０ ）上
f （x ，y）取到最大值 ，则作以点 P０ 为圆心 ，r ＞ ０ 为半径在 D内作圆周 ，根据上题

（２）可得

０ ＝
１
２π∫

２π

０
［ f （x０ ，y０ ） － f （x０ ＋ rcosθ ，y０ ＋ rsinθ）］dθ ．

这说明 f （x０ ＋ rcosθ ，y０ ＋ r sinθ） ＝ f （x０ ，y０ ） ，故 f （x ，y）在 D上是一个常数 ，又由

连续性可知 f （x ，y）在 珡D上是一个常数（函数） ．同理可知 ，当 f （x０ ，y０ ）为最小值
时 ，f 在 珡D 上也是常数 ．由此即得所证 ．

例 8畅1畅7 　解答下列问题 ：
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（１）设 L是以点（x０ ，y０ ）为圆心 ，半径为 r的圆周 ，L所围区域记为 D ．又 F（x ，

y）＝ iP（x ，y）＋ jQ（x ，y） ，且 P ，Q ∈ C（１）
（珡D） ．求 I ＝ lim

r → ０

１

| D |∮L
枙F ，n枛ds（n是 L 的外

法线方向） ．

（２）设 L是简单闭曲线 ，e＝ （cosα０ ，cosβ０ ）是任一单位向量 ，n是 L 的单位法

向量 ，试证明 I ＝∮
L
cos（e ，n）ds ＝ ０ ．

（３）设 L是一简单闭曲线 ，其所围区域记为 D ，n是 L之单位法向量 ，试证明

I ＝ ∮
L
［xcos（n ，i） ＋ ycos（n ，j）］ds ＝ ２ | D | ，其中｜D｜表示 D的面积 ．

证明 　 （１）记 n＝ （cosα ，cosβ） ，则依 Green公式以及积分中值公式可知
I ＝ lim

r → ０

１

| D |∮L
［P（x ，y）cosα ＋ Q（x ，y）cosβ］ds ＝ lim

r → ０

１

| D |簇D
抄 P
抄 x ＋

抄Q
抄 y d xdy

＝ lim
r → ０

抄 P（ξ ，η）
抄 x ＋

抄Q（ξ ，η）
抄 y ＝

抄 P（x０ ，y０ ）
抄 x ＋

抄Q（x０ ，y０ ）
抄 y

．

　 　 （２）依题设知 cos（e ，n）＝ 枙e ，n枛 ，故由 Green公式得
I ＝ ∮

L
枙e ，n枛ds ＝ 簇

D

抄cosα０
抄 x ＋

抄cosβ０
抄y

dxdy ＝ ０ ．

　 　 （３）令 F（x ，y）＝ x i ＋ y j ，则可得

I ＝ ∮
L
枙F ，n枛ds ＝ 簇

D

抄
抄 x（x） ＋

抄
抄 y（y） dxdy ＝ ２ | D | ．

　 　例 8畅1畅8 　解答下列问题 ：

（１）设 L是平面上一条简单光滑闭曲线 ，记所围区域为 D ，P（ξ ，η）为 L 上之
动点 ，n＝ （cosα ，cosβ）是点 P处 L 的外法向量 ，r是从点 P０ （x ，y） 碒 L到 P（ξ ，η）处
的向径 ，试计算积分

I ＝ u（x ，y） ＝ ∫
L

cos（r ，n）
r ds ，　 r ＝ （ξ － x）２ ＋ （η － y）２ ．

　 　 （２）设 L是从点 A （１ ，０）到 B（０ ，２）且位于第一象限内的简单光滑曲线 ，n是 L
上的方向指向原点一侧的法向量 ，r是 L 上动点到原点之距离 ，计算积分

I ＝ ∫
L

抄ln r
抄n ds ．

　 　 （３）设 L是 R２ 中简单光滑闭曲线 ，记所围区域为 D ．u（x ，y）是 D上调和函数
（v ＝ ln r ，r ＝ （x － ξ）２ ＋ （y － η）

２
）

I ＝ １
２π∫L

u（ξ ，η） dln rdn － ln r 抄u（ξ ，η）
抄n ds ＝ u（x ，y） ．

　 　解 　 （１）由 cos（r ，n）＝ 枙 r ，n枛／r得知 ，I可写为
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I ＝ ∫
L

（ξ － x）cosα ＋ （η － y）cosβ
（ξ － x）２ ＋ （η － y）２

ds ＝∫
L

（ξ － x）dη － （η － y）dξ
（ξ － x）２ ＋ （η － y）２ ＝ ∫

L
Pdξ ＋ Qdη ，

其中 P＝ － （η － y）／［（ξ － x）２ ＋ （η － y）２ ］ ，Q ＝ （ξ － x）／［（ξ － x）２ ＋ （η － y）２ ］ ．

（i）当点（x ，y）在 L的外部时 ，P与 Q在 D 上连续可微 ，且有

抄Q
抄ξ

＝
抄 P
抄η

＝
（η － y）２ － （ξ － x）２

r４ ，　 I ＝ ０ ．

　 　 （ii）当点（x ，y）在 L 的内部时 ，则可适当选取 R ＞ ０ ，使得以（x ，y）为圆心 ，R
为半径的圆周 CR ：（ξ － x）２ ＋ （η － y）２ ＝ R２ 位于 L内 ，且记 D ：（ξ － x）２ ＋ （η － y）２ ≤
R２

．从而根据 Green公式可得
I ＝ １

R２∫
CR

（ξ － x）dη － （η － y）dξ ＝
１

R２簇
D
２d xdy ＝ ２π ．

　 图 ８畅７

　 　 （２）设 L如图 ８畅７所示 ，再作曲线段 L１ ，L２ ，L３
如图（L２ 是以原点为心 R为半径且位于 L内侧之圆
弧） ．且与 L组成闭曲线 C ，其所围区域记为 D ．注意

到 Δln r＝ ０ ，故根据 Green公式可知簇
D
Δln rdxdy ＝ ０ ．

因为在 L１ ，L３ 上向量 抄ln r
抄 x ，

抄ln r
抄y 与 n向量正交 ，所

以有∫
L
１

抄ln r
抄n ds ＝ ０ ＝ ∫

L
３

抄ln r
抄n ds ．从而有

∫
C

抄ln r
抄n ds ＝ 簇

D
Δ ln rdxdy ＝ ０ ，

∫
L

抄ln r
抄n ds ＝ ∫

L
２

抄ln r
抄n ds ＝ ∫

L
２

抄ln r
抄 x ，

抄ln r
抄 y

x
R ，

y
R ds

＝
１
R∫L

２

ds ＝ π
２

．　 （令 R → ０
＋
，仍有 I ＝ π／２）

　 　 （３）作位于 D内的以（x ，y）为圆心 ，R为半径的圆周 CR ：（ξ － x）２ ＋ （η － y）２ ＝

图 ８畅８ 　

R２
（图 ８畅８） ．注意到 Δ u ＝ ０ ，Δ ln r ＝ ０ ，则得（定

理 ８畅１畅２（３））

I ＝ １
２π∫CR

u 抄ln r
抄n － ln r · 抄u

抄n ds

＝
１
２π ∫L＋ CR

u 抄ln r
抄n － ln r · 抄u

抄n ds

＝
１
２π簇

珦D

［u · Δ ln r － ln r · Δ u］dξdη ＝ ０
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（珦D为 L 内 CR 外之区域） ．从而再应用中值公式 ，我们有（在 CR 上 ，
抄ln r
抄n ＝

dln rd r ＝

１
r ＝

１
R ，ln r ＝ lnR）

I ＝ １
２π∫CR

u 抄ln r
抄n － ln r · 抄u

抄n ds ＝ １
２π

１
R∫CR

u（ξ ，η）ds － lnR∫
CR

抄u
抄nds

＝ u（ξ′ ，η′） － RlnR ·
抄u（ξ′ ，η′）

抄n → u（x ，y） 　 （R → ０） ．

　 　例 8畅1畅9 　证明下列命题 ：

（１） lim
R → ＋ ∞∫

L

yd x － xdy
（x２ ＋ xy ＋ y２ ）１／２ ＝ ０ ，L ：x２ ＋ y２ ＝ R２

．

（２）设 D ：x２ ＋ y２ ≤ a２ （a＞ ０） ，f （x ，y）在 D上有连续偏导数 ，且有 f （x ，y） ＝
０（（x ，y） ∈ 抄D） ，则

| I | ≤ πa３
３

max
（ x ，y） ∈ D

抄 f
抄 x

２

＋
抄 f
抄 y

２ １ ／２

　 I ＝ 簇
D
f （x ，y）d xdy ．

　 　 （３） （Poincaré不等式）设 D是由简单光滑闭曲线 L 围成的区域 ，f （x ，y）在 珡D
上有连续偏导数 ，且有 f （x ，y）＝ ０（（x ，y） ∈ L） ，则

簇
D
f ２ （x ，y）dxdy ≤ max

D
｛ x２ ＋ y２ ｝簇

D

抄 f
抄 x

２

＋
抄 f
抄 y

２ dxdy ．

　 　证明 　 （１）应用积分不等式

∫
L
Pd x ＋ Qdy ≤ M · l 　 M ＝ max

（x ，y） ∈ L
｛ P２

＋ Q２
｝ ，l是曲线 L 之弧长 ．

在本题中 ，P＝ y／（x２ ＋ xy ＋ y２ ）１／２ ，Q＝ － x／（x２ ＋ x y ＋ y２ ）１／２ ，而且 x２ ＋ xy ＋ y２ ≥
（x２ ＋ y２ ）／２ ，故可得

∫
L
Pdx ＋ Qdy ≤

８

R２ · ２πR ＝
１６π
R → ０ 　 （R → ＋ ∞ ） ．

　 　 （２）注意到 f （x ，y）＝ ０（（x ，y） ∈ 抄D） ，则取 g（x ，y） ＝ x ＝ y ，由分部积分公式

可知

簇
D
f （x ，y）d xdy ＝ －簇

D
y 抄 f （x ，y）

抄 y
d xdy ＝ －簇

D
x 抄 f （x ，y）

抄 x dxdy ．

从而又得

簇
D
f （x ，y）dxdy ＝ －

１
２簇D

x 抄 f
抄 x ＋ y 抄 f

抄 y d xdy ， ①

| I | ≤ １
２簇D

x２
＋ y２ · 抄 f

抄 x
２

＋
抄 f
抄y

２ d xdy

≤
１
２∫

２π

０
dθ∫

a

０
r２ d r max

（ x ，y） ∈ D
抄 f
抄 x

２

＋
抄 f
抄 y

２

．
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　 　 （３）在上题 ①式中以 f２ 代 f ，则得

簇
D
f ２ （x ，y）dxdy ＝ －簇

D

x f （x ，y） 抄 f （x ，y）
抄 x ＋ y f （x ，y） 抄 f （x ，y）

抄 y d xdy

≤ 簇
D

x２
＋ y２ | f （x ，y）| · 抄 f （x ，y）

抄 x
２

＋
抄 f （x ，y）

抄 y

２ d xdy

≤ max
（x ，y） ∈ D

｛ x２ ＋ y２ ｝ ·簇
D
| f（x ，y）|· 抄 f（x ，y）

抄x
２

＋
抄 f（x ，y）

抄y

２ dxdy

≤ max
（ x ，y） ∈ D

｛ x２ ＋ y２ ｝ 簇
D
f ２ （x ，y）dxdy １／２

　簇
D

抄 f （x ，y）
抄 x

２

　 ＋
抄 f （x ，y）

抄y

２ dxdy
１／２

．

在上式两端消去簇
D
f ２ （x ，y）dxdy即可得证 ．

例 8畅1畅10 　试证明下列命题 ：

（１）设 L 炒 R２ 是逐段光滑的闭曲线 ，其所围区域记为 D ．u（x ，y） ，v（x ，y）在 珡D
上二次连续可微 ，且有

抄
２ u

抄 x２ ＋
抄
２ u
抄y２ ＝

抄
２ v

抄 x２ ＋
抄
２ v

抄 y２ ＝ ０ 　 （（x ，y） ∈ D） ．

若 u（x ，y） ＝ v（x ，y）（（x ，y） ∈ L） ，则 u（x ，y）＝ v（x ，y）（（x ，y） ∈ D） ．

（２）设 f （ x ，y） ，g （ x ，y）在 R２ 上二次连续可微 ，且 f２ （ x ，y） ，g２ （ x ，y） ，

抄 f （x ，y）
抄 x

２

，
抄 f （x ，y）

抄 y

２

，
抄 g（x ，y）

抄 x
２

，
抄 g（x ，y）

抄 y

２

均在 R２ 上可积 ，则

簇
R２
f · Δ gd xdy ＝ 簇

R２

g · Δ fdxdy ．

　 　 （３）设 λ ，a∈ R１ 且 a＜ ０ ，B 炒 R２ 是半径为 １的开圆 ，G 是包含闭圆 珚B 的连通
开集 ．u（x ，y）是 G上任意次可微的函数 ，且满足

抄
２ u

抄 x２ ＋
抄
２ u
抄y２ ＝ λu （（x ，y） ∈ B） ，　

抄u
抄n ＝ au （（x ，y） ∈ 抄B）

抄u
抄n是在边界抄B上单位外法方向导数 ．若 u（x ，y） 厨 ０（（x ，y） ∈ B） ，则 λ＜ ０ ．

（４）设 B ：x２ ＋ y２ ＜ １ ，u∈ C（２）
（珚B） ，u（x ，y） 厨 ０ ．若 u（x ，y）｜抄B ＝ ０ ，

抄
２ u
抄 x２ ＋

抄
２ u
抄y２ ＝ λu ，

则

簇
B
| gradΔ u | ２ d xdy ＋ λ簇

B
u２
（x ，y）dxdy ＝ ０ ．
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　 　证明 　 （１）令 w ＝ u － v ，则 w（x ，y）＝ ０（（x ，y） ∈ L）且 抄w
抄 x

２

＋
抄w
抄y

２

＝ ０ ．由

此可知

０ ＝ ∫
L
w dwdnds －簇D w · Δ w d xdy ＝ 簇

D

抄w
抄 x

抄w
抄 x ＋

抄w
抄 y

抄w
抄 y d xdy ．

这说明抄w
抄 x ＝

抄w
抄y ＝ ０（（x ，y） ∈ D） ，即在 D上 w（x ，y） ＝ C（常数） ．注意到 w（x ，y） ＝ ０

（（x ，y）∈ L）且 w（x ，y）在 珚D上连续 ，故有 C＝ ０ ，即 u（x ，y）＝ v（x ，y）（（x ，y）∈ 珚D） ．

（２）根据 Green定理的推论 ，对一切 R ＞ ０均有（B（０ ，R）表示开圆）

∫
B（０ ，R）

［ f Δ g － gΔ f ］d xdy ＝ ∫
抄 B（０ ，R）

f 抄 g
抄n － g 抄 f

抄n ds

＝ ∫
抄 B（０ ，R）

f 抄 g
抄 x － g 抄 f

抄 x dy ＋ g 抄 f
抄 y － f 抄 g

抄 y d x ．　 　 ①

对上式中估计一个积分式 ，例如

　 ∫
抄 B（０ ，R）

f （x ，y） 抄 g（x ，y）
抄 x dy

≤∫
２π

０
| f （Rcosθ ，Rsinθ） | 抄 g（Rcosθ ，Rsinθ）

抄 x | Rsinθ | dθ 扯 A（R） ，

从而可知

　 ∫
B（０ ，R）

f （rcosθ ，r sinθ） · 抄 g（rcosθ ，rsinθ）
抄 x rd rdθ

＝ ∫
R

０
A（r）rd r ≤ 簇

R２

f２ （x ，y）d xdy １／２

簇
R２

抄g（x ，y）
抄 x

２ d xdy
１／２

．

这说明存在数列｛Rn｝ ：lim
n → ∞

Rn ＝ ＋ ∞ ，lim
n → ∞

A（Rn）＝ ０ ．

式 ①中其它三个积分也有类似估计 ．总之我们有

lim
R → ＋ ∞ 簇

B（０ ，R）
［ f Δ g － gΔ f ］d xdy ＝ ０ ．

由此即得所证 ．

（３）在公式（根据题设）

簇
B
u 抄

２ u
抄 x２ ＋

抄
２ u
抄 y２ － λu d xdy ＝ ０

中 ，用表示式 u 抄
２ u

抄 x２ ＋
抄
２ u
抄 y２ ＝ 蜒· （u 蜒u） － ‖ 蜒u ‖ ２ 替换 ，可得

簇
B
蜒· （u 蜒u）d xdy －簇

B
‖ 蜒u ‖ ２ d xdy －簇

B
λu２ d xdy ＝ ０ ．
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蜒u＝ 抄u
抄x ，

抄u
抄y ，‖ 蜒u‖ ＝

抄u
抄 x

２

＋
抄u
抄y

２ １／２

；设 F＝ （P ，Q） ，则蜒· F＝ 抄P
抄x ＋

抄Q
抄y ．

应用 Green公式可知
簇
B
蜒· （u 蜒u）d xdy ＝ ∫

抄 B
u 抄u
抄nds ＝ ∫

抄 B
au２ ds ．

从而我们有

a∫
抄 B
u２ ds －簇

B
‖ 蜒u ‖ ２ d xdy － λ簇

B
u２ dxdy ＝ ０ ．

注意到 u（x ，y）厨 ０（（x ，y）∈ B） ，故有簇
B
u２ dxdy ＞ ０ ．如果 u（x ，y） ＝ C（常数 ，（x ，y） ∈

B） ，那么由抄u
抄n ＝ au（（x ，y） ∈ B）可知 u（x ，y） ＝ ０ ．这说明蜒u 厨 ０（（x ，y） ∈ B） ，当

然有簇
B
‖ 蜒u‖ ２ dxdy ＞ ０ ．这样 ，必有 λ ＜ ０ ．

注 　由 u· 蜒u＝ （uu′x ，uu′y ） ，蜒· u 蜒u ＝ （u′x ）２ ＋ uu″x２ ＋ （u′y ）２ ＋ uu″y２可知 ，蜒· u 蜒u － ‖ 蜒u‖ ２
＝

u（u″x２ ＋ u″y２ ）＝ λu２ ．

（４）在公式簇
D

抄 P
抄 x ＋

抄Q
抄 y d xdy ＝ ∫

抄 D
［Pcos（n ，x） ＋ Qcos（n ，y）］ds中 ，以 uu′x代

P ，uu′y代 Q ，则上式右端为 ０ ，又有

上式左端 ＝ （u′x ）２ ＋ （u′y ）２ ＋ u（u″x２ ＋ u″y２ ） ＝ | gradΔ u | ２ ＋ λu２ ．

由此即可得证 ．

例 8畅1畅11 　试证明下列命题 ：

（１）已知平面区域 D ＝ ｛（x ，y）｜０ ≤ x ≤ π ，０ ≤ y ≤ π｝ ，L为 D 的正向边界 ，则

（i）令 I ＝ ∮
L
xesin y dy － ye－ sin x dx ，J ＝ ∮

L
xe－ sin y dy － yesin x d x ；I ＝ J ．

（ii） I ＝∮
L
xesin ydy － ye－ sin x d x ≥ ２π

２
．

（２）设 P（x ，y） ，Q（x ，y）在 R２ 上有二阶连续偏导数 ，若对以任一点（x０ ，y０ ） ∈
R２ 为中心 、任意的 r ＞ ０为半径所作的上半圆周 Lr ，均有

Ir ＝ ∫
L r

P（x ，y）d x ＋ Q（x ，y）dy ＝ ０ ，

则 P（x ，y） ≡ ０ ，
抄Q（x ，y）

抄 x ≡ ０ ．

（３）设 F（x ，y）在区域 D 炒 R２ 上可积 ，若对任意的（x ，y） ∈ D ，均有（Dr ：（u －
x）２ ＋ （v － y）２ ＜ r２ 炒 D）
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F（x ，y） ＝
１

π r２簇D r
F（u ，v）dudv ，

则 F（x ，y）在 D上具有连续偏导数 ．

证明 　 （１） （i）根据 Green公式 ，可得

I ＝ 簇
D
（esin y ＋ e－ sin x

）dxdy ，　 J ＝ 簇
D
（e－ sin y

＋ esin x ）d xdy ．

注意到区域 D中的点关于直线 y ＝ x对称 ，故上两式右端之积分相等 ，即 I ＝ J ．
（ii）由（i）知（注意 esin x ＋ e － sin x

≥ ２）

I ＝ 簇
D
（esin y ＋ e－ sin x

）dxdy ＝ 簇
D
（esin x ＋ e－ sin x

）d xdy ≥ ２π
２
．

图 ８畅９ 　

　 　 （２） （i）如图 ８畅９所示 ，记 Lr 与AB所围半圆区
域为 Σ r ，则可得（Green公式）

∫
AB

Pd x ＋ Qdy ＝ ∫
AB＋ L r

Pdx ＋ Qdy

＝ 簇
Σ r

抄Q
抄 x －

抄 P
抄 y d xdy ．

又由中值公式可知（（x′ ，y′） ∈ Σr ）

簇
Σ r

抄Q
抄 x －

抄 P
抄y dxdy ＝

抄Q
抄 x －

抄 P
抄 y （x′ ，y′）

·
π r２
２

．

　 　 （ii）因为对AB上积分取中值公式可知

∫
AB

Pdx ＋ Qdy ＝ ∫
x
０ ＋

r

x
０ － r
P（x ，y０ ）dx ＝ P（x″ ，y０ ） · ２ r

（其中 x″ ∈ AB） ，所以联系到（i）中结论 ，我们有
抄Q（x′ ，y′）

抄 x －
抄 P（x′ ，y′）

抄 y
π r
２

＝ P（x″ ，y０ ） · ２ ． ①

令 r → ０＋
，则上式左端趋于 ０ ，而 P（x″ ，y０ ） → P（x０ ，y０ ） ．故知 P（x０ ，y０ ） ＝ ０ ．从而又

知 P（x ，y）＝ ０（（x ，y） ∈ R２
） ．这样 ，再看式 ① ，由 P（x″ ，y０ ） ＝ ０导致

０ ＝
抄Q（x′ ，y′）

抄 x －
抄 P（x′ ，y′）

抄 y ＝
抄Q（x′ ，y′）

抄 x ．

再令 r → ０＋
，即得

抄Q（x０ ，y０ ）
抄 x ＝ ０ ．由（x０ ，y０ ）点的任意性 ，我们有

抄Q（x ，y）
抄 x ≡ ０ ．

（３）令Dr ＝ ｛（u ，v） ：（u － （x ＋ h））２ ＋ （v － （y ＋ k）２ ＜ r２ ｝ 炒 D ，则依题设仍有

F（x ＋ h ，y ＋ k） ＝
１

π r２簇
D r

F（u ，v）dudv ．
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从而可得（D′＝ Dr ＼Dr ，D″＝ Dr ＼Dr ）

F（x ＋ h ，y ＋ k） － F（x ，y） ＝
１

π r２ 　簇
D′

－簇
D″

F（u ，v）dudv ．
　 　依题设还知 ，存在 M ＞ ０ ，使得 | F（u ，v） | ≤ M 　 （（u ，v） ∈ Dr ∪ Dr ） ．

注意到当 h ，k → ０时 ，有 h２ ＋ k２ → ０ ，故知 D′ ，D″之面积趋于 ０ ．因此可以得到

F（x ＋ h ，y ＋ k） － F（x ，y） → ０（h ，k → ０） ，这说明 F∈ C（D） ．令

G（x ，y） ＝ ∫
x

x
０

F（t ，y）d t 　 （（x０ ，y） ，（x ，y） ∈ D） ，

则
抄G（x ，y）

抄 x ＝ F（x ，y） ，即 G′x （x ，y）是二元连续函数 ，且有

F（x ，y） ＝
１

π r２簇D r
抄G（u ，v）

抄u dudv ．

记 Dr 之圆周曲线为 L r ，则由 Green公式知
F（x ，y）＝ １

π r２∫L r
G（u ，v）dudv ＝

１

π r２∫
２π

０
G（x ＋ rcosθ ，y ＋ r sinθ）rcosθdθ ．

作积分号下求导运算 ，我们有

抄F（x ，y）
抄 x ＝

１

π r２∫
２π

０

抄G
抄 x（x ＋ rcosθ ，y ＋ rsinθ）rcosθdθ

＝
１

π r２∫L r
F（u ，v）ds ＝ １

π r２簇D r
抄F（u ，v）

抄u dudv ．

这说明
抄F（x ，y）

抄 x 连续 ．类似地可得
抄F（x ，y）

抄 y 连续 ．证毕 ．

８畅２ 　 Gauss 　公 　式

定理 8畅2畅1 　设 Ω是空间的一个有界闭区域 ，抄 Ω是由有限张分块光滑的双侧曲面组成 ，并

取外法线方向 ．函数 P（x ，y ，z） ，Q（x ，y ，z） ，R（x ，y ，z）在 Ω上连续并有连续偏导数 ，则

簇
抄Ω

Pdyd z ＋ Qd zdx ＋ Rdxdy ＝ 蹿
Ω

抄P
抄 x ＋

抄Q
抄y ＋

抄R
抄 z dxdyd z ，

或记为簇
抄Ω

（Pcosα ＋ Qcosβ ＋ Rcosγ）dS ＝ 蹿
Ω

抄P
抄 x ＋

抄Q
抄y ＋

抄R
抄 z dxdyd z ．

在物理上 ，称在空间给定的数值函数 u（x ，y ，z）为数量（纯量）场 ，而称 F＝ （P ，Q ，R）为向量
场 ，其中 P＝ P（x ，y ，z）是数值函数（Q ，R同） ．

设 F＝ （P ，Q ，R）在空间区域 Ω上定义 ，Σ是 Ω 内的一个双侧曲面 ，并取定其单位法向量为

n＝ （cosα ，cosβ ，cosγ） ，则曲面积分

簇
Σ

（Pcosα ＋ Qcosβ ＋ Rcosγ）dS ＝ 簇
Σ

F · ndS
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可解释为 F通过定向曲面的流量 ．又称

divF ＝
抄P
抄 x ＋

抄Q
抄 y ＋

抄R
抄 z

为 F的散度 ．由此 ，Gauss公式可写成向量形式 ：

簇
Σ

F · ndS ＝ 蹿
Ω

divFdxdyd z ．
　 　注 　对给定的向量场 F＝ （P ，Q ，R） ，还称满足方程 dx

P（x ，y ，z） ＝
dy

Q（x ，y ，z） ＝
d z

R（x ，y ，z）的曲

线为该场的向量线 ．

例 8畅2畅1 　计算下列面积分 I ：

（１） I ＝ 簇
Σ

x２ dyd z ＋ y２ d zd x ＋ z２ d xdy ，其中 Σ是

（i） （x － a）２ ＋ （y － b）２ ＋ （z － c）２ ＝ R２ 外侧面法线方向 ．

（ii） x２ ＋ y２ ≤ z２ （z ＜ h）的边界面外侧方向 ．

（２） I ＝ 簇
Σ

（x２ ＋ y ＋ z）dS ，Σ ：单位球外侧面外法线方向 ．

解 　 （１） （i）记 Ω是 Σ所围球体 ，则由 Gauss公式知
I ＝ 蹿

Ω

２（x ＋ y ＋ z）d xdyd z ．
求此积分 ，可用密度为 １的球的重心公式 ，注意 Ω的重心为（a ，b ，c） ，从而得

蹿
V
xdxdyd z ＝ a· ４

３
πR３

，　蹿
V
yd xdyd z ＝ b · ４

３
πR３

，　蹿
V
zd xdyd z ＝ c · ４

３
πR３

．

因此 ，I ＝ ８
３
πR３

（a＋ b＋ c） ．

（ii）由于曲面 Σ不封闭 ，再作 Σ１ ：平面 z ＝ h被曲面 x２
＋ y２ ≤ z 截下部分 ，并记

Ω为 Σ与 Σ１ 所围之立体 ，我们有（由 Gauss公式 ，注意对称性）

簇
Σ

＋簇
Σ
１

x２ dyd z ＋ y２ d zd x ＋ z２ dxdy ＝ 蹿
Ω

２（x ＋ y ＋ z）d xdyd z

＝ ２蹿
Ω

zd xdyd z ＝ ２∫
h

０
zd z 簇

x２ ＋ y２ ≤ z２
d xdy ＝

πh４
２

．

从而得到

I ＝ πh４
２

－簇
Σ
１

x２ dyd z ＋ y２ d zd x ＋ z２ d xdy

＝
πh４
２

－簇
Σ
１

h２ dxdy ＝
πh４
２

－ πh４ ＝ －
πh４
２

．

　 　 （２）注意到 Σ的单位外法向量为 n ＝ （x ，y ，z） ，故若令 F＝ （P ，Q ，R） ＝ （x ，１ ，

１） ，则（记 Ω ：x２ ＋ y２ ＋ z２ ≤ １）
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F· n ＝ x２ ＋ y ＋ z ，　 抄 P
抄 x ＋

抄Q
抄y ＋

抄R
抄 z ＝ １ ，

I ＝ 簇
Σ

F · ndS ＝ 蹿
Ω

抄 P
抄 x ＋

抄Q
抄y ＋

抄R
抄 z d xdyd z ＝ 蹿

Ω

１d xdyd z ＝
４π
３

．

　 　例 8畅2畅2 　计算下列面积分 I ：

（１） I ＝ 簇
Σ

xy２ dydz ＋ yz２ dzdx ＋ zx２ dxdy ，Σ ：x２ ／a２ ＋ y２ ／b２ ＋ z２ ／c２ ＝ １外法向 ．

（２） I ＝ 簇
Σ

４ zxdyd z － ２ zyd zdx ＋ （１ － z２ ）d xdy ，Σ是 z ＝ ey （０ ≤ y ≤ a）绕 z

轴旋转所得曲面的下侧面外法向 ．

（３） I ＝ 簇
Σ

x yz （y２ z２ ＋ z２ x２ ＋ x２ y２ ）dS ，Σ ：x２ ＋ y２ ＋ z２ ＝ a２ 外侧面法向 ．

（４） I ＝ 簇
Σ

ρdS ，Σ ：x２ ／a２ ＋ y２ ／b２ ＋ z２ ／c２ ＝ １外侧面法向 ；ρ ＝ ρ（x ，y ，z）是从

原点到 Σ上点（x ，y ，z）之切平面的距离 ．

解 　 （１）记 Ω为该椭球体 ，用 Gauss公式得（变换 x ＝ aX ，y ＝ bY ，z ＝ cZ）
I ＝ 蹿

Ω

（y２ ＋ z２ ＋ x２ ）dxdyd z 　 （记 珟Ω ：X２
＋ Y ２

＋ Z２
≤ １）

＝ 蹿
珟Ω

（a２ X２
＋ b２Y ２

＋ c２ Z２
）abcdXdYdZ ．

由对称性可知

I ＝ abc a
２
＋ b２ ＋ c２

３ 蹿
珟Ω

（X２
＋ Y ２

＋ X２
）dXdYdZ

＝ abc a
２
＋ b２ ＋ c２

３ 蹿
r２ ≤ １

r２ · r２ sinθd rdθdφ ＝
４π abc（a２ ＋ b２ ＋ c２ ）

１５
．

　 　 （２）记平面 z ＝ ea 被 Σ切割部分为 Σ１ ，而由 Σ与 Σ１ 组成闭曲面记为 Σ ，其所

围立体记为 Ω ．因为

P（x ，y） ＝ ４ zx ，　 Q（x ，y） ＝ － ２ zy ，　 R（x ，y） ＝ １ － z２ ，

所以抄 P
抄 x ＋

抄Q
抄 y ＋

抄R
抄 z ＝ ４ z － ２ z － ２ z ＝ ０ ．从而可得（Gauss公式）

　簇
Σ

４ zxdyd z － ２ zyd zd x － （１ － z２ ）d xdy

＝ 蹿
Ω

抄 P
抄 x ＋

抄Q
抄y ＋

抄R
抄 z d xdyd z ＝ ０ ．

由此可知
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I ＝ 簇
Σ

－簇
Σ
１

４ zxdyd z － ２ zyd zd x ＋ （１ － z２ ）d xdy

＝ －簇
Σ
１

（１ － z２ ）dxdy ＝ － 簇
x２ ＋ y２ ≤ a２

（１ － e２ a）d xdy ＝ （e２ a － １）πa２ ．

　 　 （３）注意到法向量余弦为 cosα＝ x／a ，cosβ＝ y／b ，cosγ＝ z／c ，则

I ＝ 簇
Σ

（ay３ z３ cosα ＋ bz ３ x３ cosβ ＋ cx３ y３ cosγ）dS

＝ a蹿
Ω

抄（y３ z３ ）
抄 x ＋

抄（z３ x３ ）
抄 y ＋

抄（x３ y３ ）
抄 z d xdyd z ＝ ０ ，

其中 Ω是 Σ 所围的立体 ．

（４）设 n＝ （cosα ，cosβ ，cosγ）是 Σ外侧单位法向量 ，则 ρ＝ r · n（向量点乘） ．由

Gauss公式可得
I ＝ 簇

Σ

r · ndS ＝ ３蹿
Ω

dxdyd z ＝ ３ ·
４π
３
abc ＝ ４πabc ．

　 　例 8畅2畅3 　计算下列面积分 I ：

（１） I ＝ 簇
Σ

（x２ － y２ ）dydz ＋ （y２ － z２ ）dzdx ＋ （z２ － x２ ）dxdy ，Σ ：x２ ／a２ ＋ y２ ／b２ ＋

z２ ／c２ ＝ １（z ≥ ０）椭球面外法向 ．

（２） I ＝ 簇
Σ

（８ y ＋ １）xdyd z ＋ ２（１ － y２ ）d zd x － ４ yzd xdy ，Σ是由 yOz 平面上曲

线 z ＝ y － １（１ ≤ y ≤ ３）绕 y轴旋转一周形成的曲面 ，其法向量与 y轴正向的夹
角恒大于 π／２ ．

（３） I ＝ 簇
Σ

（x ＋ y － z）dyd z ＋ ［２ y ＋ sin（z ＋ x）］d zdx ＋ （３ z ＋ ex＋ y
）d xdy ，Σ ：

| x － y ＋ z | ＋ | y － z ＋ x | ＋ | z － x ＋ y | ＝ １的表面外法向 ．

（４） I ＝ 簇
Σ

（x ＋ cosy）dyd z ＋ （y ＋ cos z）d zdx ＋ （z ＋ cos x）d xdy ，Σ ：x ＋ y ＋

z ＝ π在第一象限部分的表面外法向 ．

（５） I ＝ 簇
Σ

xdyd z ＋ yd zd x ＋ zd xdy
（x２ ＋ y２ ＋ z２ ）３／２ ，

（i） Σ是正方体 ：| x | ＝ ２ ，| y | ＝ ２ ，| z | ＝ ２侧面外法向 ．

（ii） Σ是曲面 x２
／４ ＋ y２ ／９ ＝ １ － z（z ≥ ０）上侧面外法线方向 ．

解 　 （１）记平面 xOy上的圆盘 x２
／a２ ＋ y２ ／b２ ≤ １为 Σ１ ，且令 Σ与 Σ１ 所围立体

为 Ω ，则由 Gauss公式可知
J ＝ 簇

Σ ∪ Σ
１

（x２ － y２ ）dyd z ＋ （y２ － z２ ）d zdx ＋ （z２ － x２ ）dxdy
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＝ 蹿
Ω

２（x ＋ y ＋ z）dxdyd z ．
易知蹿

Ω

xdxdyd z ＝ ０ ＝ 蹿
Ω

yd xdyd z ，故可得

J ＝ ２蹿
Ω

zdxdyd z ＝ ２簇
Σ
１

d xdy∫
c １ － x２ － y２

０
zd z

＝ c２簇
Σ
１

（１ － x２ － y２ ）dxdy ＝ πabc２ －
π
２
abc２ ＝

πabc２
２

．

由此导出

　簇
Σ
１

（x２ － y２ ）dyd z ＋ （y２ － z２ ）d zd x ＋ （z２ － x２ ）d xdy

＝ 簇
Σ
１

x２ d xdy ＝ ∫
２π

０
a３ b∫

１

０
r３ cos２ θd rdθ ＝

a３ bπ
４

．

　图 ８畅１０

从而有 I ＝ πabc２ ／２ － a３ bπ／４ ．

（２）作 Σ１ 是由方程 x２ ＋ z２ ≤ ２ ，y ＝ ３ 所确

定的有向曲面 ，其法线方向如图 ８畅１０ 示 ，且记

由 Σ与 Σ１ 围成之立体为 Ω ，则由 Gauss公式知
簇
Σ∪ Σ

１

（８y ＋ １）xdydz ＋ ２（１ － y２ ）dzdx － ４yzdxdy

＝ 蹿
Ω

（８ y ＋ １ － ４ y － ４ y）d xdyd z ＝ 蹿
Ω

dxdyd z

＝ π∫
３

１
（y － １）dy ＝ ２π ．

这说明 I ＝ ２π －簇
Σ
１

２（１ － y２ ）d zdx ＝ ２π ＋ 簇
x２ ＋ z２ ≤ ２

１６d zdx ＝ ３４π ．

（３）记 Ω ：｜x － y ＋ z ｜＋ ｜y － z ＋ x ｜＋ ｜z － x ＋ y｜≤ １ ，则由 Gauss 公式知 I ＝

蹿
Ω

（１ ＋ ２ ＋ ３）d xdyd z ．
作变量替换 u＝ x － y ＋ z ，v ＝ y － z ＋ x ，w ＝ z － x ＋ y ，则 Σ变为 珟Σ ：｜u｜＋ ｜v｜＋

｜w ｜＝ １ ，｜J｜＝ ４ ．从而有

I ＝ ６ 蹿
| u| ＋ | v | ＋ | w | ≤ １

１
４
dudv dw ＝ ６ ·

１
４
· ８ ·

１
３
·
１
２

＝ ２ ．

　 　 （４）记 J ＝ 簇
Σ

cosydyd z ＋ cos zd zdx ＋ cos xdxdy ，则

I ＝ 簇
Σ

xdyd z ＋ yd zd x ＋ zd xdy ＋ J 　 （由 Gauss公式）
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＝ ３蹿
Ω

dxdyd z ＋ 簇
Σ
１

＋簇
Σ
２

＋簇
Σ
３

cosydyd z ＋ cos zd zd x ＋ cos xd xdy
（Ω是 Σ与三个坐标平面所围区域 ；Σ１ 是 Σ位于平面 xOy上的投影 ，Σ２ 与 Σ３ 类似）

＝ ３ ·
π
３

６
＋ ３簇

Σ
１

cos xdxdy ＝
π
３

２
＋ ３∫

π

０
dy∫

π － y

０
cos xd x ＝

π
３

２
＋ ６ ．

　 　 （５） （i）令 r ＝ x２ ＋ y２ ＋ z２ ，则由 P＝ x／r３ ，Q ＝ y／r３ ，R ＝ z／r３ ，易知

抄 P
抄 x ＋

抄Q
抄 y ＋

抄R
抄 z ＝ ０ ，　 （x ，y ，z） ≠ （０ ，０ ，０） ． ①

因此 ，作以原点为心 ，半径为 １的球面并记为 Σ１ ，Σ和 Σ１ 所围立体记为 Ω ，则依据

Gauss公式可知
簇
Σ∪ Σ

－
１

xdyd z ＋ yd zd x ＋ zdxdy
（x２ ＋ y２ ＋ z２ ）３／２ ＝ 蹿

Ω

０dxdyd z ＝ ０ ．

从而 ，记 Σ１ 所围球体为 Ω１ ，我们有（注意 ，上式中 Σ
－
１ 的法向是内法线方向）

I ＝ 簇
Σ
＋
１

xdyd z ＋ yd zd x ＋ zd xdy ＝ 蹿
Ω
１

３dxdyd z ＝ ４π ．

　 　 （ii）记 Σ
－
１ 是以原点为心 ，半径为 r（r适当小）的上半球面（内法向） ，Σ

－
２ 是平

面 xOy上区域（法向量朝下）

｛（x ，y） ：x２ ＋ y２ ≥ r２ ，x２ ／４ ＋ y２ ／９ ≤ １｝ ，

又记 Ω为 Σ 与 Σ
－
１ 、Σ

－
２ 所围立体 ，则由式 ①可知

簇
Σ∪ Σ

－
１ ∪ Σ

－
２

xdyd z ＋ yd zdx ＋ zdxdy
（x２ ＋ y２ ＋ z２ ）３／２ ＝ 蹿

Ω

０d xdyd z ＝ ０ ．

由此得到

I ＝ ０ － 簇
Σ
－
２

＋ 簇
Σ
－
１

xdyd z ＋ yd zd x ＋ zd xdy
（x２ ＋ y２ ＋ z２ ）３／２ ＝ － I１ － I２ ．

注意到在 Σ
－
２ 上 z ＝ ０ ，d z ＝ ０ ，故有 I１ ＝ ０ ．从而我们有

I ＝ － I２ ＝
１

r３簇
Σ
＋
１

xdyd z ＋ yd zd x ＋ zdxdy
（Σ

＋
１ 表示外法向的上半球面） ．再添平面 xOy上的圆盘 Σ

－
３ ：x２ ＋ y２ ≤ r２ ，并记 Σ

＋
１

与 Σ
－
３ 所围半球体为 珟Ω ，则

I ＝ １

r３ 簇
Σ
＋
１

∪ Σ
－
３

－簇
Σ
－
３

xdyd z ＋ yd zdx ＋ zd xdy

＝
１

r３蹿
珟Ω

３dxdyd z ＋ ０ ＝
３

r３
１
２

４
３
r３ π ＝ ２π ．

　 　例 8畅2畅4 　解答下列问题 ：
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（１）设一光滑闭曲面 Σ在球坐标系中有表示式 r ＝ r（θ ，φ） ，记 Σ所围立体 Ω

的体积为 V ，试证明

I ＝ １
３簇

Σ

rcosψdS ＝ V ，　 ψ是 Σ 的外法向量与向径所夹之角 ．

　 　 （２）设 Ω 炒 R３ 是由简单光滑闭曲面 Σ所围之立体 ，则

　 　 （i） I ＝ 蹿
Ω

１
r dξdηdζ ＝

１
２簇

Σ

cos（r ，n）dS ，　 （x ，y ，z） 碒 珚Ω ，其中 r ＝ （ξ － x ，

η － y ，ζ － z） ，r ＝ （ξ － x）２ ＋ （η － y）２ ＋ （ζ － z）２ ，n是 Σ 的单位外法线向量 ．

　 　 （ii）记以点 P＝ （x ，y ，z）为中心 ε为半径的球面为 Σε ，其闭球体为 Ωε ，则

I ＝ lim
ε → ０

＋ 蹿
Ω＼Ω

ε

１
r dξdηdζ ＝

１
２簇

Σ

cos（r ，n）dS ，　 （x ，y ，z） ∈ Ω ．

　 　 　 　 （iii）计算 I ＝ 簇
Σ

cos（r ，n）
r２ dS（Gauss积分） ．

（３）计算 I ＝ 簇
Σ

xz cosα
a２ ＋

zycosβ
b２ ＋

z２ cosγ
c２ dS ，Σ是椭球面 x２

／a２ ＋ y２ ／b２ ＋

z２ ／c２ ＝ １的上半部（外法向） ．

（４）设 R３ 中曲面 Σ由方程

x ＝ acosu · cos v ＋ bsinu · sin v ，
y ＝ acosu· sinv － bsinu · cosv ，
z ＝ csinu ，z ＝ ± c 　 （a ＞ ０ ，b ＞ ０）

给出 ，试求 Σ所围立体 Ω 的体积 V ．

解 　 （１）由 r ＝ x２ ＋ y２ ＋ z２ ，n＝ （cosα ，cosβ ，cosγ）知
cosψ＝ r

r · n ＝
x
r cosα ＋ y

r cosβ ＋
z
r cosγ ，

I ＝ １
３簇

Σ

（xcosα ＋ ycosβ ＋ zcosγ）dS

＝
１
３蹿

Ω

（１ ＋ １ ＋ １）d xdyd z ＝ 蹿
Ω

d xdyd z ＝ V ．

　 　 （２） （i）因为 P（x ，y ，z） 碒 珚Ω ，所以由 Gauss公式知
簇
Σ

cos（r ，n）dS ＝ 簇
Σ

r · n
r dS

＝ 蹿
Ω

抄
抄ξ

ξ － x
r ＋

抄
抄η

η － y
r ＋

抄
抄ζ

ζ － z
r dξdηdζ

＝ 蹿
Ω

２
r dξdηdζ ．
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由此即可得证 ．

（ii）对 P ∈ Ω ，则有

簇
Σ

－簇
Σ
ε

cos（r ，n）dS ＝ ２蹿
Ω＼Ω

ε

１
r dξdηdζ ．

注意到在 Σε 上 ，cos（r ，n）＝ １ ，故可得蹿
Σ
ε

cos（r ，n）dS ＝ ４πε
２
→ ０（ε → ０

＋
） ．由此即可

得证 ．

（iii）当点（x ，y ，z） 碒 Ω时 ，则由 cos（r ，n）＝ r· n
r 知

I ＝ 簇
Σ

ξ － x
r３ cosα ＋ η － y

r３ cosβ ＋ ζ － z
r３ cosγ dS

＝ 蹿
Ω

抄
抄ξ

ξ － x
r３ ＋

抄
抄η

η － y
r３ ＋

抄
抄ζ

ζ － z
r３ dξdηdζ

＝ 蹿
Ω

３

r３ －
３

r３ dξdηdζ ＝ ０ ．

　 　当点（x ，y ，z） ∈ Ω时 ，则记以点（x ，y ，z）为球心 、ε为半径之球面为 Σε ，球体记

为 Ωε ，我们有

簇
Σ＋ Σ

ε

cos（r ，n）
r２ dS ＝ 蹿

Ω＼Ω
ε

０dξdηdζ ＝ ０ ．　 I ＝ 簇
Σ
ε

r · n
r３ dS ＝

１

ε
２簇

Σ
ε

dS ＝ ４π ．

　 　 （３）补上该椭球面底面 Σ
－
１ （法向朝下） ，并记 Σ与 Σ

－
１ 所围立体为 Ω ，则可得

　 簇
Σ ∪ Σ

－
１

xz cosα
a２ ＋

zycosβ
b２ ＋

z２ cosγ
c２ dS

＝ 蹿
Ω

z
a２ ＋

z
b２ ＋

２ z
c２ d xdyd z ＝

１

a２ ＋
１

b２ ＋
２

c２ 蹿
Ω

zd xdyd z ．
注意到积分

簇
Σ
－
１

z xcosα
a２ ＋

ycosβ
b２ ＋

zcosγ
c２ dS ＝ ０ ，

故知 I ＝ １

a２ ＋
１

b２ ＋
２

c２ 蹿
Ω

zdxdyd z ．
（４）设 c ＞ ０ ，则 Σ在平面 xOy 上之投影为

x２ ＋ y２ ≤ a２ ，　 u ＝ ０ ，　 ０ ≤ v ≤ ２π ．

如果 z ＝ ± c ，那么 u＝ ± π／２ ，x２ ＋ y２ ≤ b２ ，０ ≤ v ≤ ２π ．因此 ，Ω的上 、下底均是半径

为 b之圆 ．从而可知

Ω ＝ Φ（D） ，　 Φ（u ，v） ＝ （x（u ，v） ，y（u ，v） ，z（u ，v）） ；

D ＝ ｛（u ，v） ∈ R２
：－ π／２ ≤ u ≤ π／２ ，０ ≤ v ≤ ２π｝ ．
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　 　若 a２ ＞ b２ ，则当 z ＞ ０时 ，在 Σ的侧面之上半部每一点上的单位法向量 n是与
Oz 轴成锐角的单位向量 k ；

若 a２ ＜ b２ ，则为钝角 ．我们有（r＝ （x ，y ，z）是点 P（x ，y ，z）的向径）

V ＝
１
３簇

Σ

r · ndS ．　 （Gauss公式）

若记 Σ１ ，Σ２ 是 Ω的上底面 、下底面 ，Σ３ 是 Σ的侧面 ，则可得

V ＝
１
３ 簇

Σ
１

＋簇
Σ
２

＋簇
Σ
３

r· ndS ．

　 　注意到 ：在 Σ１ 上 ，有 n＝ （０ ，０ ，１） ，r＝ （x ，y ，c） ，r· n＝ c ；在 Σ２ 上 ，有 n＝ （０ ，０ ，

－ １） ，r＝ （x ，y ，－ c） ，r· n＝ c ，故可知

簇
Σ
１

r · ndS ＝ 簇
Σ
２

r· ndS ＝ c 簇
x２ ＋ y２ ≤ b２

d xdy ＝ πb２ c ．

　 　为计算在 Σ３ 上的面积分 ，需要 n的方向余弦 ：首先有

C ＝
抄（x ，y）
抄（u ，v） ＝ （b２ － a２ ）sinu · cosu　 （０ ≤ u ≤

π
２
） ．

　 　其次 ，若 a２ ＞ b２ ，则 C＜ ０ ，由 cosγ＞ ０导出 cosγ＝ － C／ A２
＋ B２

＋ C２
；

若 a２ ＜ b２ ，则 C＞ ０ ，由 cosγ＜ ０导出 cosγ＝ － C／ A２
＋ B２

＋ C２
．

　 　应用等式 dS ＝ A２
＋ B２

＋ C２ dudv ，我们有
簇
Σ
３

r· ndS ＝ －簇
D
［x（u ，v）A ＋ y（u ，v）B ＋ z（u ，v）C］dudv ，

＝ 簇
D
｛c［x２ （u ，v） ＋ y２ （u ，v）］cosu ＋ （a２ － b２ ）z（u ，v）sinu · cosu｝dudv

＝ a２ c簇
D
cosududv ＝ a２ c∫

π／２

－ π／２
cosudu∫

２π

０
dv ＝ ４πa２ c

（其中 A ＝
抄（y ，z）
抄（u ，v） ＝ － c · x（u ，v）cosu ，B ＝

抄（z ，x）
抄（u ，v） ＝ － cy（u ，v）cosu） ．

综合上述结果 ，最后得

c ＞ ０ ，　 V ＝
４
３
π a２ c ＋ ２

３
πb２ c ＝

４
３
πc a２ ＋

b２
２

；

c ＜ ０ ，　 V ＝ －
４
３
πc a２ ＋

b２
２

．

即 V ＝ （４／３）π｜c｜（a２ ＋ b２ ／２） ．

例 8畅2畅5 　试证明下列命题 ：

（１）设由光滑闭曲面 Σ ∈ R３ 围成立体 Ω ，u（x ，y ，z）与 v（x ，y ，z）在 Ω上有连

续二阶偏导数 ，则
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　 　 （i）蹿
Ω

u 抄v
抄 xd xdyd z ＝ 簇

Σ

uv cosαdS － 蹿
Ω

v 抄u
抄 xd xdyd z ， ①

其中 n ＝ （cosα ，cosβ ，cosγ）是 Σ的单位外法线向量（下同） ．

　 　 （ii）蹿
Ω

uΔ v d xdyd z ＝ 簇
Σ

u 抄 v
抄ndS － 蹿

Ω

抄u
抄 x

抄v
抄 x ＋

抄u
抄y

抄v
抄 y ＋

抄u
抄 z

抄 v
抄 z dxdy ，

　 　 （iii）蹿
Ω

Δ u Δ v
u v d xdyd z ＝ 簇

Σ

抄udn 抄 v
抄n

u v
dS ． ②

（２）设 Ω是光滑闭曲面 Σ围成的三维立体 ，函数 u（x ，y ，z）在 Ω上有二次连续

偏导数 ，且 Δ u ＝ ０ ，则

　 　 （i） u（x ，y ，z） ＝
１
４π簇

Σ

u cos（r ，n）r２ ＋
１
r
抄u
抄n dS ，

其中 r 是 从 点 （x ，y ，z） ∈ Ω 到 Σ 上 点 （ξ ，η ，ζ） 所 引 的 向 径 ，r ＝

（ξ － x）２ ＋ （η － y）２ ＋ （ζ － z）２ ，n是 Σ的单位外法线向量 ．

　 　 （ii）若 Σ是以点（x ，y ，z）为中心 R ＞ ０为半径之球面 ，则

u（x ，y ，z） ＝
１

４πR２簇
Σ

u（ξ ，η ，ζ）dS ．

　 　 （３）设 Ω 炒 R３ 是光滑曲面 Σ围成的闭立体 ，n是 Σ 的单位外法线向量 ，u（x ，

y ，z）在 Ω上有连续二阶连续偏导数 ，则

簇
Σ

抄u
抄ndS ＝ 蹿

Ω

Δ ud xdyd z ．
　 　证明 　 （１） （i）在 Gauss公式

簇
Σ

（Pcosα ＋ Qcosβ ＋ Rcosγ）dS ＝ 蹿
Ω

抄 P
抄 x ＋

抄Q
抄 y ＋

抄R
抄 z d xdyd z

中 ，取 P＝ uv ，Q＝ R ＝ ０ ，即得式 ① ．（可视为三维分部积分公式）

（ii）类似于式 ① ，还可得另两式 ：

蹿
Ω

u 抄v
抄yd xdyd z ＝ 簇

Σ

u · vcosβdS － 蹿
Ω

v 抄u
抄 yd xdyd z ，

蹿
Ω

u 抄v
抄 zdxdyd z ＝ 簇

Σ

uv cosγdS － 蹿
Ω

v 抄u
抄 zd xdyd z ．

　 　在上面三个等式中 ，各以抄v
抄 x ，

抄v
抄y ，

抄v
抄 z代 v ，再相加即得可得证 ．

蹿
Ω

uΔ v dxdyd z ＝ 簇
Σ

u 抄v
抄ndS － 蹿

Ω

抄u
抄 x

抄v
抄 x ＋

抄u
抄y

抄 v
抄 y ＋

抄u
抄 z

抄v
抄 z d xdyd z ． ③

　 　注 1 　在上式中令 u＝ v ，则得

簇
Σ

u 抄u
抄ndS ＝ 蹿

Ω

uΔ u ＋ 抄u
抄 x

２

＋
抄u
抄 y

２

＋
抄u
抄 z

２ d xdyd z ．
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　 　注 2 　若 Δ u＝ Δ v ＝ ０ ，则由式 ③可得（在式 ③中 u与 v 对换得另一式 ，再相减）

簇
Σ

u 抄 v
抄ndS ＝ 簇

Σ

v 抄u
抄ndS ．

又若令 v ≡ １ ，则簇
Σ

抄u
抄ndS ＝ ０ ．再令 u ＝ v ，又有

簇
Σ

u 抄u
抄ndS ＝ 蹿

Ω

抄u
抄 x

２

＋
抄u
抄 y

２

＋
抄u
抄 z

２ d xdyd z ．
　 　 （iii）在（ii）式中调换 u与 v 的位置 ，可得

簇
Ω

v Δ udxdyd z ＝ 簇
Σ

v 抄u
抄ndS － 蹿

Ω

抄v
抄 x

抄u
抄 x ＋

抄v
抄 y

抄u
抄 y ＋

抄v
抄 z

抄u
抄 z dxdyd z ．

两式相减我们有

蹿
Ω

（v Δ u － uΔ v）d xdyd z ＝ 簇
Σ

v 抄u
抄n － u 抄 v

抄n dS ．

　 　 （２） （i）在式 ②中 ，取 v ＝ １／r ，又在 Ω内作以（x ，y ，z）为中心 ρ＞ ０为半径的闭

球面 Σρ ，而记 Σ与 Σρ 所围立体为 珟Ω ，易知

簇
Σ∪ Σ

ρ

１
r
抄u
抄n － u 抄（１／r）

抄n dS ＝ 蹿
珟Ω

０d xdyd z ＝ ０ ．

注意到在 Σρ 上 ，有抄（１／r）
抄n ＝ －

抄（１／r）
抄 r r ＝ ρ

＝
１

ρ
２ ，故由上式可推得

簇
Σ
ρ

１

ρ

抄u
抄n －

u
ρ
２ dS ＝ －簇

Σ

１
r
抄u
抄n － u 抄（１／r）

抄n dS ．

但是簇
Σ

１

ρ

抄u
抄ndS ＝ ０ ，以及中值等式

簇
Σ
ρ

u
ρ
２ dS ＝

u（x′ ，y′ ，z′）
ρ
２ ４πρ

２
＝ ４πu（x′ ，y′ ，z′） ，

从而我们有

u（x′ ，y′ ，z′） ＝
１
４π簇

Σ

r 抄u
抄n － u 抄（１／r）

抄n dS ．

又注意到等式

抄（１／r）
抄n ＝ Δ

１
r · n ＝ －

１

r２ Δ （r） · n

＝ －
１

r２
１
r （r· n） ＝ －

１

r２ ·
r· n
‖ r‖ ＝ －

１

r２ cos（r· n） ，

即得所证 ．

（ii）此时 ，由（i）知（参见第（３）题）

u（x ，y ，z） ＝
１
４π簇

Σ

u（ξ ，η ，ζ） cos（r ，r）R２ ＋ ０ dS ．
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　 　 （３） 记 n ＝ （cosα ，cosβ ，cosγ） ，则得抄u
抄n ＝

抄u
抄 x cosα ＋ 抄u

抄 y cosβ ＋
抄u
抄 z cosγ ．从而由

Gauss公式知
簇
Σ

抄u
抄ndS ＝ 蹿

Ω

抄
２ u

抄 x２ ＋
抄
２ u
抄 y２ ＋

抄
２ u
抄 z２ d xdyd z ．

　 　例 8畅2畅6 　解答下列问题 ：

（１）设 Ω 炒 R３ 是由简单光滑闭曲面 Σ围成的区域 ，u（x ，y ，z）在 珚Ω上有连续二

阶偏导数 ，且是调和函数 ：Δ u ＝ ０（（x ，y ，z） ∈ Ω） ．若有 u（x ，y ，z） ＝ ０（（x ，y ，z ） ∈
Σ） ，试证明 ：u（x ，y ，z）＝ ０（（x ，y ，z） ∈ Ω） ．

（２）设 Ω 炒 R３ 是单连通区域 ，Σ是 Ω０ 内任一简单光滑闭曲面 ，又 P（x ，y ，z） ，

Q（x ，y ，z） ，R（x ，y ，z）在 Ω上有连续一阶偏导数 ，n是 Σ外侧单位法向量 ．试证明

I ＝ 簇
Σ

［Pcos（n ，i） ＋ Qcos（n ，j） ＋ Rcos（n ，k）］dS ＝ ０

当且仅当抄P
抄 x ＋

抄Q
抄y ＋

抄R
抄 z ＝ ０（（x ，y ，z） ∈ Ω） ．

（３）设 Σ ：x２ ＋ y２ ＋ z２ ＝ R２
，n＝ （cosα ，cosβ ，cosγ）是其外法向向量 ．又 P（x ，y ，

z） ，Q（x ，y ，z） ，R（x ，y ，z）在 R３ 上有连续二阶偏导数 ，试计算积分

I ＝ 簇
Σ

抄R
抄 y －

抄Q
抄 z cosα ＋ 抄 P

抄 z －
抄R
抄 x cosβ ＋ 抄Q

抄 x －
抄P
抄y cosγ dS ．

（４）设 P（x ，y ，z） ，Q（x ，y ，z） ，R（x ，y ，z）在 R３ 上有连续一阶偏导数 ，在 R３ 中任

取一点 （ x０ ，y０ ，z０ ） ，Σ 是以此点为中心 r ＞ ０ 为半径的上半球面 z － z０ ＝

r２ － （x － x０ ）２ － （y － y０ ）２ ．若有

I ＝ 簇
Σ

Pdyd z ＋ Qd zd x ＋ Rd xdy ＝ ０ ，

试证明抄 P
抄 x ＋

抄Q
抄y ＝ ０ ，R ＝ ０（x ，y ，z ∈ R３

） ．

解 　 （１）由上述例 ８畅２畅５（３）及（１）解（ii）之注 １可知

蹿
Ω

抄u
抄 x

２

＋
抄u
抄 y

２

＋
抄u
抄 z

２ d xdyd z ＝ ０ ．

这说明抄u
抄 x ＝ ０ ＝

抄u
抄y ＝

抄u
抄 z （（x ，y ，z） ∈ Ω） ，即在 Ω 上 u（x ，y ，z） ＝ C（常数） ．从而由

u（x ，y ，z） ＝ ０（（x ，y ，z） ∈ Σ）即得 C＝ ０ ．证毕 ．

（２）充分性 ．由 Gauss公式立即可得 ．

必要性 ．记 Σ所围立体为 Ω ，Ω之体积记为 V ，则由 Gauss公式知
０ ＝ I ＝ 蹿

Ω

抄 P
抄 x ＋

抄Q
抄 y ＋

抄R
抄 z d xdyd z ．
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又由中值公式 ，存在（x′ ，y′ ，z′） ∈ Ω ，使得

０ ＝ I ＝ V ·
抄 P
抄 x ＋

抄Q
抄 y ＋

抄R
抄 z （x ，y ，z） ＝ （x′ ，y′ ，z′）

．

任取 P０ （x０ ，y０ ，z０ ） ∈ Ω ，作以 P０ 为心 ε ＞ ０ 为半径的球体 Ωε ，则由上知 ，存在

P′（x′ ，y′ ，z′） ∈ Ωε ，使得

抄 P
抄 x ＋

抄Q
抄 y ＋

抄R
抄 z （x′ ，y′ ，z′）

＝ ０ ，　 d（P０ ，P′） ＜ ε ．

令 ε → ０
＋
，则 P′ → P０ （ε → ０

＋
） ．由此可得

抄P（x０ ，y０ ，z０ ）
抄 x ＋

抄Q（x０ ，y０ ，z０ ）
抄 y ＋

抄R（x０ ，y０ ，z０ ）
抄 z ＝ ０ ．

根据点 P０ ∈ Ω的任意性 ，即可得证 ．

（３）注意到

抄
抄 x

抄R
抄 y －

抄Q
抄 z ＋

抄
抄y

抄P
抄 z －

抄R
抄 x ＋

抄
抄 z

抄Q
抄 x －

抄 P
抄 y ＝ ０ ，

故根据 Gauss公式 ，（记 Σ的所围球体为 Ω）可得

I ＝ 蹿
Ω

抄
抄 x

抄R
抄 y －

抄Q
抄 z ＋

抄
抄y

抄 P
抄 z －

抄R
抄 x ＋

抄
抄 z

抄Q
抄 x －

抄 P
抄 y d xdyd z ＝ ０ ．

　 　 （４）记 Σ在平面 xOy 上的投影区域 Σ１ 为

Σ１ ：（x － x０ ）２ ＋ （y － y０ ）２ ＝ r２ ，　 法向量朝下 ，

又令 Σ与 Σ１ 所围区域为 Ω ，则由 Gauss公式和中值公式知
０ ＝ I ＝ 簇

Σ ∪ Σ
１

Pdyd z ＋ Qd zd x ＋ Rd xdy ＝ 蹿
Ω

抄 P
抄 x ＋

抄Q
抄 y ＋

抄R
抄 z d xdyd z

＝
抄 P
抄 x ＋

抄Q
抄y ＋

抄R
抄 z （x′ ，y′ ，z′）

·
４
３
π r３ ，　 （x′ ，y′ ，z′） ∈ Ω ．

　 　另一方面又由重积分中值公式可知（（xr ，yr ） ∈ Σ１ ）

簇
Σ
１

Pdyd z ＋ Qd zdx ＋ Rd xdy ＝ 簇
Σ
１

Rd xdy ＝ π r２ · R（xr ，yr ，z０ ） ．

从而我们有

０ ＝
抄 P
抄 x ＋

抄Q
抄 y ＋

抄R
抄 z （x′ ，y′ ，z′）

４
３
π r ＝ R（xr ，yr ，z０ ） ．

令 r → ０＋
，即得 R（x０ ，y０ ，z０ ） ＝ ０ ．由点的（x０ ，y０ ，z０ ）任意性可知 R ≡ ０ ．由此又得

抄 P
抄 x ＋

抄Q
抄 y ≡ ０ ．

例 8畅2畅7 　解答下列问题 ：

（１）设 Σ是半空间 x ＞ ０内一任意的光滑有向封闭曲面 ，其所围区域记为 Ω ，

f （x）是（０ ，∞ ）上连续可微函数 ，满足 lim
x → ０

＋
f （x）＝ １ ．若有
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I ＝ 簇
Σ

x f （x）dyd z － xy f （x）d zdx － e２ x zd xdy ＝ ０ ，

试求 f （x） ．

（２）设 Σ是 R３ 中第一象限内任意的光滑闭曲面 ，其所围立体记为 Ω ，f （x ，y ，

z）在第一象限上具有连续一阶偏导数 ，试给出

I ＝ 簇
Σ

f （x ，y ，z）（xdyd z ＋ yd zd x ＋ zdxdy） ＝ ０

的充分必要条件 ．

（３）设 P（x ，y ，z） ，Q（x ，y ，z） ，R（x ，y ，z）是 R３ 上连续可微函数 ，记 Ω ：x２ ＋
y２ ＋ z２ ≤ １ ，F＝ （P ，Q ，R） ．且有

F ＝ （０ ，０ ，０）（（x ，y ，z） 碒 Ω） ，　 蜒· F ＝ ０ ．

　 　 　 　 （i）若 G是包含 Ω 的连通开集 ，f （x ，y ，z）在 G上连续可微 ，试证明

蹿
Ω

（蜒f ） · Fd xdyd z ＝ ０ ．

　 　 　 　 （ii）试证明蹿
Ω

P（x ，y ，z）dxdyd z ＝ ０ ．

解 　 （１）由题设以及 Gauss公式可知
０ ＝ I ＝ ± 蹿

Ω

［x f′（x） ＋ f （x） － x f （x） － e２ x ］dxdyd z
（在 Σ的法向量指向外（内）侧时取 ＋ （ － ）号） ．根据 Σ取法的任意性 ，可得 x f′（x）＋
f（x） － x f（x） － e２ x ＝ ０（x ＞ ０） ，即

f′（x） ＋
１
x － １ f （x） ＝

１
x e２ x 　 （x ＞ ０） ．

解此微分方程 ，我们有

f （x）＝ e∫（１ －１ ／x）d x ∫ e２ x
x · e∫（１／x －１）d x dx ＋ C ．

＝
ex
x ∫

e２ x
x xe－ x d x ＋ C ＝

ex
x （ex ＋ C） ．

因为 lim
x → ０

＋
f （x）＝ lim

x → ０
＋
［（e２ x ＋ Cex ）／x］ ＝ １ ，所以必有 lim

x → ０
＋
（e２ x ＋ Cex ） ＝ ０ ，即 C ＋ １ ＝

０ ，故 C＝ － １ ．最后得 f （x）＝ ex （ex － １）／x ．

（２）充分性 ．按 Gauss公式可知
I ＝ 蹿

Ω

３ f ＋ x 抄 f
抄 x ＋ y 抄 f

抄 y ＋ z 抄 f
抄 z dxdyd z ．

因此 ，当 f （x ，y ，z）是一个三次齐次函数时 ，I ＝ ０ ．

必要性 ．假定对任一 Σ ，I ＝ ０ ，则由 Gauss公式知
x 抄 f
抄 x ＋ y 抄 f

抄 y ＋ z 抄 f
抄 z ＋ ３ f ≡ ０ ． ①
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令 ξ＝ x ，η＝ y／x ，ζ＝ z／x或 x ＝ ξ ，y ＝ ξη ，z ＝ ξζ ，则得

抄 f
抄ξ

＝
抄 f
抄 x · １ ＋

抄 f
抄 yη ＋

抄 f
抄 zζ ，

ξ
抄 f
抄ξ

＝
抄 f
抄 xξ ＋

抄 f
抄 yξη ＋

抄 f
抄 zξζ ＝ x 抄 f

抄 x ＋ y 抄 f
抄 y ＋ z 抄 f

抄 z ．

从而式 ①可改写为

ξ
抄 f
抄ξ

＋ ３ f ＝ ０ 　 或 　 ξ
３ 抄 f
抄ξ

＋ ３ξ
２ f ＝ ０ ．

注意到 ξ
３ 抄 f
抄ξ

＋ ３ξ
２ f ＝ （ξ

３ f ）′ξ ＝ ０ ，故存在 g（η ，ζ） ，使得

f （ξ ，η ，ζ） ＝ g（η ，ζ）／ξ３ 　 或 　 f （x ，y ，z） ＝ g（y／x ，z／x）／x３ ．

这说明 f （x ，y ，z）是一个三次齐次函数 ．

（３） （i）由题设知
蜒· （ fF） ＝ （蜒f ） · F ＋ f （蜒· F） ＝ （蜒f ） · F ．

记 Σ ：x２ ＋ y２ ＋ z２ ＝ １ ，则依 Gauss公式可得
蹿
Ω

（蜒f ） · Fdxdyd z ＝ 蹿
Ω

蜒· （ fF）d xdyd z ＝ 簇
Σ

（ fF） · ndS ＝ ０ ．

（注意 F＝ ０（（x ，y ，z） ∈ R３
＼Ω）以 F的光滑性 ，故 F｜Σ ＝ ０ ．）

（ii）在（i）的公式中 ，取 f （x ，y ，z）＝ x ，则可知蜒f ＝ （１ ，０ ，０） ，蜒f · F＝ P（x ，y ，

z） ．从而即可得证 ．

例 8畅2畅8 　解答下列问题（下述函数皆可微） ：

（１）设 f （x ，y ，z）是 R３ 上的一次齐次函数 ，令 F（x ，y ，z）＝ f （x ，y ，z）r／４ ，试证

明 div F＝ f （x ，y ，z） ．

（２）设 F＝ f （r）r（r＝ x i ＋ y j ＋ z k） ，试问何时有 div F＝ ０ ？

（３）设 r ＝ x２ ＋ y２ ＋ z２ ，试问 I ＝ div［grad f （r）］何时为 ０ ？

（４）令 Σ１ 为圆锥 x２ ＋ y２ ≤ z２ （０ ≤ z ≤ h）的侧面 ，Σ２ 是其底面 ，试求向量场 r通
过 Σ１ ，Σ２ 的流量 ．

解 　 （１）由 F＝ （P ，Q ，R）＝ x f
４

，
y f
４

，
z f
４
可知

抄 P
抄 x ＝

f ＋ x f′x
４

，　
抄Q
抄 y ＝

f ＋ y f′y
４

，　
抄R
抄 z ＝

f ＋ z f′z
４

．

从而可得

div F ＝ （３ f ＋ x f′x ＋ y f′y ＋ z f′z ）／４ ＝ ３ f ／４ ＋ f ／４ ＝ f ．
　 　 （２）易知 div F＝ ３ f （ r） ＋ r f′（ r） ，故由 div F＝ ０ 可得（ r３ f （ r））′x ＝ ０ ．这说明

f （r）r３ ＝ C（常数） ，即 f （r）＝ C／r３ ．
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（３） （i）由 grad f （r）＝ f′（r）r／r可知

div［grad f （r）］＝ f″（r） x２
r２ ＋

y２
r２ ＋

z２
r２ ＋ f′（r） r２ － x２

r３ ＋
r２ － y２
r３ ＋

r２ － z２
r３

＝ f″（r） ＋ ２ f′（r）／r ．
　 　 （ii）依题设以及（i）可知 r f″（r）＋ ２ f′（r）＝ ０ ，故有

［r f ″（r） ＋ f′（r）］ ＋ f′（r） ＝ ０ ，　 （r f′（r））′ ＋ f′（r） ＝ ０ ．

由此可得 r f′（r）＋ f （r）＝ C１ （常数） ，或 r f （r）＝ C１ r ＋ C２ ，即 f （r）＝ C１ ＋ C２ ／r ．

（４） （i）因为 r与 Σ１ 的法向量 n垂直 ，所以流量为簇
Σ
１

r· ndS ＝ ０ ．

（ii）对 Σ２ ，则有 r· n＝ h ．从而知流量为 簇
Σ
２
：x２ ＋ y２ ＝ h２

r· ndS ＝ h簇
Σ
２

dS ＝ πh３ ．

８畅３ 　 Stokes 　公 　式

定理 8畅3畅1 　设 Σ是空间中一光滑曲面 ，边界抄 Σ由有限条逐段光滑曲线组成 ，抄 Σ的定向由

Σ的定向所确定 ．函数 P（x ，y ，z） ，Q（x ，y ，z） ，R（x ，y ，z） ∈ C（１）
（Σ）（意即存在开集 G ，Σ 炒 G ，且 P ，

Q ，R ∈ C（１）
（G）） ．则有

∫
抄Σ

Pdx ＋ Qdy ＋ Rd z ＝ 簇
Σ

抄R
抄 y －

抄Q
抄 z dyd z ＋ 抄 P

抄 z －
抄R
抄 x d zd x ＋ 抄Q

抄 x －
抄P
抄y d xdy ．

　 　注 　为了便于记忆 ，公式常写成如下形式

∫
抄Σ

Pdx ＋ Qdy ＋ Rd z ＝ 簇
Σ

cosα cosβ cosγ
抄
抄 x

抄
抄 y

抄
抄 z

P Q R

dS ，

其中 cosα ，cosβ ，cosγ为 S 取定法向量的方向余弦 ．

在物理上 ，对空间的一条闭曲线 L ，以及向量场 F＝ （P ，Q ，R） ，则称曲线积分

∫
L
Pdx ＋ Qdy ＋ Rd z ＝ ∫

L
F · ds（ds ＝ dx · i ＋ dy · j ＋ d z · k）

为 F沿 L 的环量 ．又称向量

rotF ＝ 蜒× F ＝

i j k
抄
抄 x

抄
抄 y

抄
抄 z

P Q R
为向量场 F（在一点）的旋度 ．

如果闭曲线 L是曲面 Σ的边界 ，则 Stokes公式的向量形式为
∫
L
F · ds ＝ 簇

Σ

rotF· ndS ．
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Σ的定向如下确定 ，在 L上任取一点 ，记该点 L的外法线方向为 τ ，L的切向量为 t ，则取 S的法
向量 n使（n ，τ ，t）成右手系 ．

例 8畅3畅1 　计算下列积分 I ：

（１） I ＝ ∫
L
＋

yd x ＋ zdy ＋ xd z ，其中

（i） L ＋ ：x２ ＋ y２ ＋ z２ ＝ a２ 与 x ＋ y ＋ z ＝ ０的交线 ，正向（逆时针方向） ．

（ii） L ＋ ：x２ ＋ y２ ＋ z２ ＝ R２ 与 x ＋ z ＝ R的交线 ，正向 ．

（２） I ＝ ∫
L
＋

xdy － ydx ，L ＋ ：x２ ＋ y２ ＋ z２ ＝ １与 x２ ＋ y２ ＝ x的交线 ，正向 ．

（３） I ＝ ∫
L
＋

（y － z）dx ＋ （z － x）dy ＋ （x － y）d z ，

（i） L ＋ ：x２ ＋ y２ ＝ R２ 与 x／a＋ z／h＝ １（a ，h＞ ０）的交线 ，正向 ．

（ii） L ＋ ：x２ ＋ y２ ＋ z２ ＝ a２ 与 y ＝ xtanα的交线（圆周） ，正向 ．

解 　 （１） （i）平面 x ＋ y ＋ z ＝ ０被 L ＋ 所围部分记作 Σ ，并取 Σ的法向量向上 ，

所以它的方向余弦为 n＝ １

３
，
１

３
，
１

３
．应用 Stokes公式得

I ＝ 簇
Σ

１

３

１

３

１

３

抄
抄 x

抄
抄 y

抄
抄 z

y z x

dS ＝ 簇
Σ

－ ３dS ＝ － ３πa２ ．

　 　 （ii）易知 L ＋ 是一个圆周且位于球面上 ，圆心位于平面 xOz 上直线段 x ＋ z ＝
R之中点处 ，半径为 R／ ２（图 ８畅１１） ．

视 L ＋ 为平面区域 Σ ：x ＋ z ≤ R的圆周 ，且注意到平面 x ＋ z ＝ R之单位法向量

　图 ８畅１１

为（１／ ２ ，０ ，１／ ２） ，故根据 Stokes公式 ，可得

I ＝ 簇
Σ

cosα cosβ cosγ
抄
抄 x

抄
抄y

抄
抄 z

y z x

dS

＝ 簇
Σ

（０ － １）
１

２
＋ （０ － １） · ０ ＋ （０ － １）

１

２
dS

＝ － ２簇
Σ

dS ＝ －
２
２

πR２
．

　 　 （２）易知交线所围之曲面 Σ在平面 xOy 上的投影为（x － １／２）２ ／（１／２）２ ＋ y２ ＝
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（１／２）
２
，从而由 Stokes公式可得

I ＝ 簇
Σ

抄 x
抄 x －

抄
抄y（－ y） d xdy ＝ ２簇

Σ

d xdy

＝ ２ 簇
（x －１ ／２）２ ＋ y２ ≤ １ ／４

d xdy ＝ ２π（１／２）
２
＝ π／２ ．

　 　 （３） （i）易知交线位于一平面上 ，其所围区域记为 Σ ，Σ上的法向量为（h ，０ ，

a） ，则可得

I ＝ － ２簇
Σ

dyd z ＋ d xd z ＋ dxdy ＝ － ２簇
Σ

（cosα ＋ cosβ ＋ cosγ）dS

＝ － ２
h

a２ ＋ h２
＋ ０ ＋

a
a２ ＋ h２ 簇

Σ

dS

＝ － ２
a ＋ h
a２ ＋ h２

（πR２
）

１cosγ ＝ － ２
a ＋ h
a２ ＋ h２

πR２
（ a２ ＋ h２ ／a） ．

　 　 （ii）易知交线位于一平面上 ，记其所围区域为 Σ ，则由 Stokes公式可得
I ＝ － ２簇

Σ

dyd z ＋ d zd x ＋ dxdy ．

因为 Σ所在平面为 sinα· x ＋ cosα· y ＝ ０ ，法向量为（sinα ，－ cosα ，０） ，所以

I ＝ － ２簇
Σ

（sinα － cosα）dS ＝ － ２（sinα － cosα）π a２ ．

　 　例 8畅3畅2 　解答下列问题 ：

（１）设 L ＋ 是平面 xcosα＋ ycosβ＋ zcosγ － λ＝ ０上的闭曲线 ，也是有界光滑曲

面 Σ之边界 ，其中（cosα ，cosβ ，cosγ）是该平面的法向余弦 ，试求积分

I ＝ ∫
L
＋

dx dy d z
cosα cosβ cosγ
x y z

．

　 　 （２）设 Σ是一光滑曲面 ，法向量 n＝ （cosα ，cosβ ，cosγ） ，边界曲线记为 L ＋ ．若

f （x ，y ，z） ，g（x ，y ，z）在 R３ 上有连续二阶偏导数 ，试证明积分等式

I ＝ ∫
L
＋

f 抄 g
抄 xd x ＋ f 抄 g

抄 y
dy ＋ f 抄 g

抄 zd z ＝ 簇
Σ

抄 f
抄 x

抄 f
抄y

抄 f
抄 z

抄 g
抄 x

抄g
抄y

抄 g
抄 z

cosα cosβ cosγ
dS ．

　 　 （３）设 P（x ，y ，z） ，Q（x ，y ，z） ，R（x ，y ，z）在 R３ 上有连续一阶偏导数 ，Σ 炒 R３

是一个光滑闭曲面 ，曲面面积记为 S ，L ＋ 是其光滑界边曲闭线 ．试证明
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I ＝ ∫
L
＋

Pd x ＋ Qdy ＋ Rd z

≤ max
（x ，y ，z） ∈ Σ

抄Q
抄 x －

抄 P
抄 y

２

＋
抄R
抄 y －

抄Q
抄 z

２

＋
抄 P
抄 z －

抄R
抄 x

２ １ ／２

· S ．

　 　解 　 （１）根据 Stokes公式

∫
L
＋

Pdx ＋ Qdy ＋ Rd z ＝ 簇
Σ

cosα cosβ cosγ
抄
抄 x

抄
抄 y

抄
抄 z

P Q R

dS ，

可知 P＝ zcosβ － ycosγ ，Q ＝ xcosγ － zcosα ，R ＝ ycosα － xcosβ ，以及
I ＝ ２簇

Σ

cosαdyd z ＋ cosβd zd x ＋ cosγd xdy

＝ ２簇
Σ

（cos２ α ＋ cos２ β ＋ cos２ γ）dS ＝ ２簇
Σ

dS ＝ ２S ，

其中 S表示曲面 Σ的面积 ．

（２）注意到偏导公式

抄
抄 y f 抄g

抄 z －
抄
抄 z f 抄 g

抄 y ＝
抄 f
抄y

抄g
抄 z －

抄 f
抄 z

抄 g
抄y ＝

抄 f
抄 y

抄 f
抄 z

抄 g
抄 y

抄 g
抄 z

，

故由 Stokes公式可知

I ＝ 簇
Σ

cosα cosβ cosγ
抄
抄 x

抄
抄 y

抄
抄 z

f 抄 g
抄 x f 抄 g

抄 y f 抄g
抄 z

dS ＝ 簇
Σ

cosα cosβ cosγ
抄 f
抄 x

抄 f
抄 y

抄 f
抄 z

抄 g
抄 x

抄 g
抄y

抄g
抄 z

dS ．

　 　 （３）根据 Stokes公式以及 Cauchy‐Schwarz不等式 ，可知

I ＝ 簇
Σ

抄R
抄y －

抄Q
抄 z cosα ＋ 抄P

抄 z －
抄R
抄 x cosβ ＋ 抄Q

抄 x －
抄 P
抄 y cosγ dS

≤ 簇
Σ

抄R
抄y －

抄Q
抄 z

２

＋
抄 P
抄 z －

抄R
抄 x

２

＋
抄Q
抄 x －

抄 P
抄 y

２ １ ／２

　 · ［cos２ α ＋ cos２ β ＋ cos２ γ］１／２ dS
≤ max

（x ，y ，z） ∈ Σ

抄R
抄 y －

抄Q
抄 z

２

＋
抄 P
抄 z －

抄R
抄 x

２

＋
抄Q
抄 x －

抄 P
抄 y

２ １ ／２

·簇
Σ

１dS ．

由此即得所证 ．
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例 8畅3畅3 　计算下列积分 ：

（１） I ＝ ∫
L
yd x ＋ zdy ＋ xd z ，L 是从点（２ a ，０ ，０）出发沿两曲面 x２ ＋ y２ ＋ z２ ＝

２a（x ＋ y） ，x ＋ y ＝ ２a的交线从平面 xOy 的下方到上方一周的曲线 ．

（２） I ＝ ∫
L
（y２ ＋ z２ ）dx ＋ （z２ ＋ x２ ）dy ＋ （x２ ＋ y２ ）dz ，L是球面 x２ ＋ y２ ＋ z２ ＝

２Rx（z ≥ ０）与 x２ ＋ y２ ＝ ２ rx（０ ＜ r＜ R）的交线 ，方向逆时针（球表面较小部分在左面） ．

（３） I ＝∫
L
（y２ － z２ ）d x ＋ （２ z２ － x２ ）dy ＋ （３ x２ － y２ ）d z ，L是平面 x ＋ y ＋ z ＝ ２

与柱面｜x｜＋ ｜y｜＝ １的交线 ，对 Oz 轴是逆时针方向 ．

（４） I ＝ ∫
L
x２ y３ dx ＋ dy ＋ zd z ，L ：x２ ＋ y２ ＝ a２ ，z ＝ ０ ，逆时针方向 ．

解 　 （１）易知该圆周所在平面之方向余弦为 cosα＝ cosβ＝ １／ ２ ，cosγ＝ ０ ，故由

Stokes定理得到（Σ为圆周所围区域）

I ＝ ∫
Σ

（０ － １）
１

２
＋ （０ － １）

１

２
＋ （０ － １） · ０ dS

＝ －
２

２
∫
Σ

dS ＝ － ２π（ ２ a）２ ＝ － ２ ２πa２ ．

　 　 （２）记在球面上交线 L所围曲面为 Σ ，注意到球面法向量

（cosα ，cosβ ，cosγ） ＝
x － R
R ，

y
R ，

z
R ，

故可得（由 Stokes公式）

I ＝ ２簇
Σ

（y － z）dyd z ＋ （z － x）d zd x ＋ （x － y）dxdy
＝ ２簇

Σ

［（y － z）cosα ＋ （z － x）cosβ ＋ （x － y）cosγ］dS

＝ ２簇
Σ

（y － z） x － R
R ＋ （z － x） y

R ＋ （x － y） z
R dS

＝ ２簇
Σ

（z － y）dS ＝ ２簇
Σ

zdS ＝ ２簇
Σ

RcosγdS ＝ ２Rπ r２ ．

　 　 （３）记 Σ为平面 x ＋ y ＋ z ＝ ２上 L所围部分（上侧） ，D是 Σ 在平面 xOy 上的
投影区域 ，则由 Stokes公式可知

I ＝ 簇
Σ

（－ ２ y － ４ z）dyd z ＋ （－ ２ z － ６ x）d zd x ＋ （－ ２ x － ２y）dxdy

＝ －
２

３
簇
Σ

（４ x ＋ ２ y ＋ ３ z）dS ＝ － ２簇
D
（x － y ＋ ６）d xdy ＝ － １２簇

D
d xdy ．
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　 　 （４）由 P＝ x２ y３ ，Q＝ １ ，R ＝ z可知
抄Q
抄 x －

抄 P
抄 y ＝ － ３ x２ y２ ，　

抄R
抄 y －

抄Q
抄 z ＝ ０ ，　

抄 P
抄 z －

抄R
抄 x ＝ ０ ．

由此可得（Stokes公式 ，Σ是 L 所围曲面）

I ＝ － ３簇
Σ

x２ y２ d xdy ＝ － ３ 簇
x２ ＋ y２ ≤ a２

x２ y２ d xdy ＝ －
π
８
a６ ．

　 　例 8畅3畅4 　解答下列问题（下列函数均在 R３ 上连续可微） ：

（１）设 F＝ f （r）r（r＝ ix ＋ jy ＋ kz ） ，试证明 rotF＝ ０ ．

（２）设 φ（x ，y ，z） ，F＝ （P（x ，y ，z） ，Q（x ，y ，z） ，R（x ，y ，z））有二阶连续偏导数 ，

试证明 rot（gradφ）＝ ０ ，div（rotF）＝ ０ ．

（３）设 F＝ f （r）r ，试证明∫
L
F · ds ＝ ０ ，其中 L是不包含原点的闭光滑曲线 ．

（４）试证明向量场 F＝ gradφ × gradψ通过球面 x２
＋ y２ ＋ z２ ＝ １的流量为 ０ ．

解 　 （１）由题设知 ，P＝ x f （r） ，Q ＝ y f （r） ，R ＝ z f （r） ，故

抄R
抄 y －

抄Q
抄 z ＝ f′（r） yzr － f′（r） yzr ≡ ０ ，　

抄P
抄 z －

抄R
抄 x ≡ ０ ，　

抄Q
抄 x －

抄 P
抄 y ≡ ０ ．

由此即得所证 ：rotF＝ ０ ．

（２）注意到 φ″y x ＝ φ″xy ，φ″x z ＝ φ″z x ，φ″y z ＝ φ″zy ，故知

rot（gradφ） ＝ 蜒× （蜒φ） ＝

i j k
抄
抄 x

抄
抄 y

抄
抄 z

φ′x φ′y φ′z

＝ （０ ，０ ，０） ＝ ０ ．

　 　此外 ，又由

div（rot F） ＝
抄
抄 x

抄R
抄 y －

抄Q
抄 z ＋

抄
抄y

抄 P
抄 z －

抄R
抄 x ＋

抄
抄 z

抄Q
抄 x －

抄 P
抄y ＝ ０ ，

即得第二个结论 ．

（３）取从原点出发又趋向无穷的折线 l ，且记 Ω ＝ R３
＼l ，则 Ω 炒 R３ 是单联通区

域 ．又令 Σ是在 Ω 内以 L 为边界的光滑曲面 ，则根据公式

∫
L
F · ds ＝ 簇

Σ

rot F· ndS
可知 ，我们只需指出 rotF≡ ０即可 ．从而 ，由（１）即得所证 ．

（４）注意到公式 gradφ × gradψ ＝ rot（φgradψ） ，故根据 Stokes公式可知 ，通过

上半球面（z ＞ ０ ，r ＝ １）的流量等于向量 φ · gradψ通过平面 xOy 上圆周 x２
＋ y２ ＝ １

按定向半球面的定向环流量 ．

再考察对下半球面（z ＜ ０）的流量 ，类似地可知它也等于向量 φ · gradψ通过平
面 xOy 上圆周 x２

＋ y２ ＝ １按定向下半球面的定向环量 ．显然 ，由于方向相反而值
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相同 ，故 F对整个球面流量为 ０ ．

８畅４ 　曲线积分与路径无关性

定义 8畅4畅1 　设 Ω为空间区域 ，函数 P（x ，y ，z） ，Q（x ，y ，z） ，R（x ，y ，z）在 Ω上连续 ．如果对

Ω内任意两点 A ，B ，和对 Ω内任一连接 A ，B的逐段光滑曲线 L ，曲线积分

∫
L
Pdx ＋ Qdy ＋ Rd z ①

的值只与 A ，B有关 ，而与曲线 L选取无关 ，则称曲线积分 ①在 Ω上与路径无关（二维雷同） ．

定理 8畅4畅1 　设 Ω为空间区域 ，函数 R ，Q ，R ∈ C（Ω） ．则曲线积分 ①在 Ω上与路径无关的充

要条件是 ：对 Ω内任一逐段光滑的简单闭曲线 Γ ，积分∮
Γ

Pd x ＋ Qdy ＋ Rd z ＝ ０ ．

　 　定理 8畅4畅2 　设 Ω为空间区域 ，函数 R ，Q ，R ∈ C（Ω） ．则曲线积分 ①在 Ω上与路径无关的充

要条件是 ：在 Ω上存在连续可微函数 u ＝ u（x ，y ，z） ，使得 du＝ Pdx ＋ Qdy ＋ Rd z ．此时 ，称 u（x ，y ，

z）是被积表达式的原函数 ，且

∫
AB

Pd x ＋ Qdy ＋ Rd z ＝ u | BA ．

　 　注 1 　原函数的求法 ，设曲线积分∫
Γ

Pdx ＋ Qdy在 D 上与路径无关 ，由定理知存在原函数

u（x ，y） ，使 du＝ Pd x ＋ Qdy ，那么怎么求函数 u（x ，y）呢 ？因为抄u
抄 x ＝ P ，

抄u
抄y ＝ Q ．

对上面第一式固定 y求不定积分 ，得 u（x ，y） ＝ ∫Pdx ＋ φ（y） （任意常数应为 y的函数） ．这

样求 u（x ，y）归结为求数 φ（y） ．又知

φ′（y） ＝
抄u
抄 y －

抄
抄y∫Pdx ＝ Q －

抄
抄y∫Pd x ，　 φ（y） ＝ ∫ Q －

抄

抄y∫Pd x dy ＋ C ．

余下只要说明 Q －
抄
抄y∫Pd x只是 y 的函数 ．事实上 ，

抄
抄 x Q －

抄
抄 y∫Pdx ＝

抄Q
抄 x －

抄
抄 y

抄
抄 x∫Pd x ＝

抄Q
抄 x －

抄 P
抄 y ≡ ０ ．

故 Q －
抄
抄y∫Pd x只含变量 y ，于是求出函数

u（x ，y） ＝∫Pd x ＋∫ Q －
抄
抄 y∫Pdx dy ＋ C ．

　 　注 2 　对 R３
，I ＝∫

L
Pd x ＋ Qdy ＋ Rd z ，则

u（x ，y ，z） ＝∫Pd x ＋∫ Q －
抄

抄 y∫Pd x dy ＋∫ R －
抄
抄 z∫Pdx －

抄
抄 z∫ Q －

抄
抄 y∫Pd x dy d z ．

　 　注 3 　下一定理要求 Ω是单连通区域 ：设 Ω是平面或空间区域 ，若对于 Ω内任一连续闭曲

线 Γ ，总能在 Ω内连续地收缩成 Ω 内一点 ，则称 Ω为单连通区域 ．若 Ω是平面区域 D ，单连通条

件直观上即为无“洞”区域 ；若 Ω是空间区域 ，有“洞”区域可以是单连通区域 ，如两同心球面之间
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的区域为单连通区域 ，而圆环面所围区域不是单连通区域 ．

定理 8畅4畅3 　设 Ω为空间单连通区域 ，函数 P ，Q ，R ∈ C（１）
（Ω） ，则曲线积分 ①在 Ω上与路径

无关的充要条件是 ：在 Ω上有

抄R
抄 y ≡

抄Q
抄 z ，

抄P
抄 z ≡

抄R
抄 x ，

抄Q
抄 x ≡

抄P
抄 y ；　 或 　

i j k
抄
抄 x

抄
抄 y

抄
抄 z

P Q R

≡ ０

在平面单连通区域时 ，充要条件为抄Q
抄 x ≡

抄P
抄y ．

例 8畅4畅1 　解答下列问题 ：

（１）计算 I ＝ ∫
AB

（x２ ＋ ２ xy － y２ ）d x ＋ （x２ － ２ xy － y２ ）dy ，其中 A ＝ （０ ，０） ，

B ＝ （２ ，１） ．

（２）试问积分 I ＝ ∫
L

xdy － ydx
x２

＋ y２
在 D ＝ R２

＼｛（０ ，０）｝上是否与路径无关 ？

（３）求 I ＝ １
２∫L

xdy － yd x
A x２

＋ ２Bxy ＋ Cy２ （A ，C ＞ ０ ；AC － B２
＞ ０） ，其中 L是绕原点

的闭曲线 ．

（４）计算 I ＝ ∫
AB

xdy － ydx
（x － y）２

，其中 A ＝ （０ ，－ １） ，B ＝ （１ ，０） ，路径AB不通过直

线 y ＝ x ．

（５）计算 I ＝ ∫
L

（x ＋ y）dx － （x － y）dy
x２

＋ y２
，L 是位于上半平面从点（ － １ ，０）到

（１ ，０）的光滑线段 ．

解 　 （１）由 P＝ x２ ＋ ２ x y － y２ ，Q ＝ x２ － ２ x y － y２ 可知 ，
抄 P
抄 y ＝ ２ x － ２ y ＝ 抄Q

抄 x ．因

此 ，该线积分与路径无关 ．令点 C＝ （２ ，０） ，并取路径为AC与CB直线段 ，则得

I ＝ ∫
AC

＋ ∫
CB

（x２ ＋ ２ xy － y２ ）d x ＋ （x２ － ２ xy － y２ ）dy

＝ ∫
２

０
x２ d x ＋∫

１

０
（４ － ４y － y２ ）dy ＝

１３
３

．

　 　 （２）取 L为 x２
＋ y２ ＝ １ ，沿逆时针方向 ，此时有

∫
L

xdy － yd x
x２

＋ y２ ＝ ∫
x２ ＋ y２ ＝ １

xdy － yd x ＝ 簇
x２ ＋ y２ ≤ １

２d xdy ＝ ２π ，

即积分 I与路径有关 ．

（３）由 P＝ （x／２）／（A x２ ＋ ２Bx y ＋ Cy２ ） ，Q ＝ （ － y／２）／（A x２ ＋ ２Bx y ＋ Cy２ ）可
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知 ，
抄 P
抄y ＝

抄Q
抄 x ．这说明 I与路径无关 ，从而取 L为椭圆 L ０ ：A x２ ＋ ２Bxy ＋ Cy２ ＝ １ 来

计算 I是最简便的 ．此时我们有

∫
L
Pd x ＋ Qdy ＝

１
２∫L

０

xdy － yd x ＝
π

AC － B２
．

　 　 （４）由 P＝ － y／（x － y）２ ，Q＝ x／（x － y）２ 可知抄Q
抄 x ＝ －

x ＋ y
（x － y）３

＝
抄 P
抄 y ．这说明 I

在区域 y ＜ x内与路径无关 ，故令 C＝ （１ ，－ １）且选路径为直线段AC与CB ．从而有

I ＝ ∫
１

０

dx
（x ＋ １）

２ ＋∫
０

－１

dy
（１ － y）２ ＝ １ ．

　 　 （５）由于抄Q
抄 x ＝

抄 P
抄y ＝

x２ － y２ － ２ xy
（x２ ＋ y２ ）２

，从而知在区域 y ＞ ０上 I与路径无关 ．因此

我们作路径 L０ ：x２ ＋ y２ ＝ １（y ＞ ０ ，逆时针） ，则可得（采用极坐标）

I ＝ －∫
L
０

（x ＋ y）dx － （x － y）dy
x２

＋ y２

＝ ∫
０

π
［（cosθ ＋ sinθ）（－ sinθ） － （cosθ － sinθ）cosθ］dθ ＝ π ．

　 　例 8畅4畅2 　解答下列问题 ：

（１）求 I ＝ ∫
L
［ex sin y － ３（x ＋ y）］d x ＋ （ex cos y － ax）dy（a ＞ ０） ，L是从 A ＝

（２a ，０）沿曲线 y ＝ ２ax － x２ 到点 B ＝ （０ ，０）的弧 ．

（２）求 I ＝ ∫
L
x ln（x２ ＋ y２ － １）d x ＋ yln（x２ ＋ y２ － １）dy ，L是点 A ＝ （２ ，０）到

B ＝ （０ ，２）的光滑曲线弧 ．

（３）求 I ＝∫
L

抄ln r
抄n ds ，L是位于第一象限内从点 A ＝ （１ ，０）到点 B ＝ （０ ，２）不相

交的光滑曲线 ，n指向原点 ，又 r ＝ x２ ＋ y２ ．

（４）设 φ ，ψ∈ C（１）
（R１

） ，若对平面上任一条闭光滑曲线 L ，均有

I ＝ ∫
L
２［xφ（y） ＋ ψ（y）］d x ＋ ［x２ φ（y） ＋ ２ xy２

－ ２ xφ（y）］dy ＝ ０ ．

　 　 　 　 （i）试求 φ ，ψ ，其中 φ（０）＝ － ２ ，ψ（０）＝ １ ．

　 　 （ii）对 L ：从点 A ＝ （０ ，０）到 B ＝ （π ，π／２）的简单光滑曲线 ，计算积分 I ．

解 　 （１）记 I１ ＝ ∫
L
ex sin yd x ＋ excos ydy ，I２ ＝ ∫

L
３（x ＋ y）d x ＋ axdy ，则有 I ＝

I１ － I２ ．易知积分 I１ 与路径无关 ，故直接取 L 位于 x 轴 ，可得 I１ ＝ ０ ．对于 I２ ，取 L
的参数方程为 x ＝ a＋ acos t ，y ＝ asin t ，t从 ０到 π ，我们有
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I２ ＝ ∫
π

０
（－ ３a２ sin t － ３a２ sin tcos t － ３a２ sin２ t ＋ a３ cos t ＋ a３ cos２ t）d t

＝ － ６a２ － ３π a２ ／２ ＋ πa３ ／２ ．

I ＝ ３a２ （π／２ ＋ ２） － πa３ ／２ ．

　 　 （２）由 P ＝ xln （x２ ＋ y２ － １） ，Q ＝ yln（x２ ＋ y２ － １）可知 ，积分的定义区域为

D ＝ ｛（x ，y） ：１ ＜ x２ ＋ y２ ＜ ∞ ｝ ．从而需在多联通区域上处理 ，作圆周 L１ ：x２ ＋ y２ ＝
４ ，且注意到

抄P
抄 y ＝

２ xy
（x２ ＋ y２ － １）

＝
抄Q
抄 x ，

我们有

I ＝ ∫
L
１

xln（x２ ＋ y２ － １）d x ＋ yln（x２ ＋ y２ － １）dy

＝ ∫
L
１

xln３d x ＋ yln３dy 　 （用极坐标）

＝ ln３∫
２π

０
［２cosθ（－ ２sinθ） ＋ ４sinθcosθ］dθ ＝ ０ ．

这说明 I与积分路径无关 ．从而令 C＝ （２ ，２）并取路径为直线段AC ，CB ，我们有

I ＝∫
２

０
yln（３ ＋ y２ ）dy ＋∫

０

２
xln（３ ＋ x２ ）dx ＝ ０ ．

　 　 （３）记 τ是 L 的单位切向量 ，则由 cos（n ，x） ＝ － cos（τ ，y） ，cos（n ，y） ＝ cos（τ ，
x）可知

I ＝ ∫
L

抄ln r
抄 x cos（n ，x） ＋

抄ln r
抄y cos（n ，y） ds

＝ ∫
L

－
抄ln r
抄 x cos（τ ，y） ＋

抄ln r
抄 y cos（τ ，x） ds

＝ ∫
L

抄ln r
抄 y d x －

抄ln r
抄 x dy ．

　 　令 C ＝ （１ ，２） ，并作直线段 L１ ：AB ，L２ ：BC ．因为我们有

P ＝
抄ln r
抄 y ＝

y
x２

＋ y２
，　 Q ＝ －

抄ln r
抄 x ＝

－ x
x２

＋ y２ ；　
抄Q
抄 x ＝

抄 P
抄 y ＝

x２ － y２
（x２ ＋ y２ ）２

，

所以得到（接上式 ，并注意积分与路径无关性）

I ＝ ∫
C

A
＋∫

B

C

y
x２

＋ y２
dx －

x
x２

＋ y２ dy ＝ －∫
２

０

dy
１ ＋ y２

－∫
１

０

２d x
４ ＋ x２ ．

　 　 （４） （i）依题设易知 I与路径无关 ．故由

P ＝ ２［xφ（y） ＋ ψ（y）］ ，　 Q ＝ x２ ψ（y） ＋ ２ xy２
－ ２ xφ（y） ，
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必须有抄Q
抄 x ＝

抄 P
抄y ，即（x与 y 是独立变量）

２［xφ′（y） ＋ ψ′（y）］ ＝ ２ xψ（y） ＋ ２ y２ － ２φ（y） ，

φ′（y） ＝ ψ（y） ，　 ψ′（y） ＝ y２ － φ（y） ．

由此知 φ″（y）＝ ψ′（y）＝ y２ － φ（y） ，且可得通解

φ（y） ＝ C１ cosy ＋ C２ sin y ＋ y２ － ２ ．

而依条件 φ（０）＝ － ２ ，ψ（０）＝ １ ，又得 C１ ＝ ０ ，C２ ＝ １ ，以及

φ（y） ＝ sin y ＋ y２ － ２ ，　 ψ（y） ＝ φ′（y） ＝ cosy ＋ ２y ． ①

　 　 （ii） I与路径无关 ，令 C＝ （π ，０） ，并取线段AC ，CB ，可知（用式 ①代入）

I ＝ ∫
AC

＋ ∫
CB

２［xφ（y） ＋ ψ（y）］d x ＋ ［x２ ψ（y） ＋ ２ xy２
－ ２ xφ（y）］dy

＝ ∫
π

０
（２ － ４ x）d x ＋∫

π／２

０
［π

２
（cosy ＋ ２ y） ＋ ２π y２ － ２π（sin y ＋ y２ － ２）］dy

＝ － ２π
２
＋ ２π ＋ ３π

２
＋ π

４
／４ － ２π ＝ π

２
＋ π

４
／４ ．

　 　例 8畅4畅3 　计算下列积分 I ：

（１） I ＝ ∫
AB

xd x ＋ ydy ，A ＝ （０ ，１） ，B ＝ （３ ，４） ．

（２） I ＝ ∫
AB

ydx － xdy
x２ ，A ＝ （２ ，１） ，B ＝ （１ ，２） ，AB不穿过 y 轴 ．

（３） I ＝ ∫
AB

xd x ＋ ydy
x２

＋ y２
，A ＝ （１ ，０） ，B ＝ （６ ，８） ，AB不通过原点 ．

（４） I ＝ ∫
AB

（１０ xy － ８ y）d x ＋ （５ x２ － ８ x ＋ ３）dy ，A ＝ （０ ，０） ，B ＝ （a ，b） ．

（５） I ＝ ∫
AB

（１ ＋ x２ ＋ y２ ）（xd x ＋ ydy）
x２ ＋ y２

，A ＝ （１ ，０） ，B ＝ （０ ，２） ，AB不通过

原点 ．

（６） I ＝ ∫
AB

（x２ ＋ y ＋ z）d x ＋ （y２ ＋ x ＋ z）dy ＋ （z２ ＋ x ＋ y）d z ，A ＝ （０ ，０ ，０） ，

B ＝ （１ ，１ ，１） ．

解 　 （１）因为 xdx ＋ ydy ＝ d（x２ ＋ y２ ）／２ ，所以得到

I ＝ １
２
（x２ ＋ y２ ） | BA ＝

１
２
（９ ＋ １６ － １） ＝ １２ ．

　 　 （２）因为（ydx － xdy）／x２ ＝ d（ － y／x） ，所以我们有

I ＝ －
y
x

B

A
＝ － ２ －

１
２

＝ －
３
２

．
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　 　 （３）因为（xd x ＋ ydy）／ x２ ＋ y２ ＝ d（ x２ ＋ y２ ） ，所以有

I ＝ x２ ＋ y２
（６ ，８）

（１ ，０）
＝ ３６ ＋ ６４ － １ ＝ ９ ．

　 　 （４）因为我们有

抄（５ x２ － ８ x ＋ ３）
抄 x ＝ １０ x － ８ ＝

抄（１０ xy － ８y）
抄 y

，

所以在全平面上线积分与路径无关 ．现求原函数 u（x ，y） ，由于

∫Pdx ＝ ∫（１０ xy － ８ y）d x ＝ ５ x２ y － ８ xy ，

∫ Q －
抄
抄 y∫Pd x dy ＝ ∫３dy ＝ ３ y ＋ C ．

（具体演算时 ，只需把 Q内含有 x的项删去 ，对剩余项进行积分 ．）故得原函数为

u（x ，y） ＝ ５ x２ y － ８ xy ＋ ３ y ＋ C ．

从而可知

　∫
AB

（１０ xy － ８y）d x ＋ （５ x２ － ８ x ＋ ３）dy

＝ （５ x２ y － ８ xy ＋ ３ y） | （a ，b）（０ ，０） ＝ ５a２ b － ８ab ＋ ３b ．
　 　 （５）因为我们有

（１ ＋ x２ ＋ y２ ）（xdx ＋ ydy）
x２ ＋ y２

＝
１

x２ ＋ y２ ＋
１

x２ ＋ y２
１
２
d（x２ ＋ y２ ）

＝ d（x２ ＋ y２ ）／２（x２ ＋ y２ ） ＋ d（x２ ＋ y２ ）／２ x２ ＋ y２

＝ d（ln x２ ＋ y２ ） ＋ d（ x２ ＋ y２ ）
＝ d（ln x２ ＋ y２ ＋ x２ ＋ y２ ） ，

所以得原函数 u（x ，y）＝ ln x２ ＋ y２ ＋ x２ ＋ y２ ．从而知

I ＝ u（x ，y） | BA ＝ （ x２ ＋ y２ ＋ ln x２ ＋ y２ ）
（０ ，２）

（１ ，０）
＝ １ ＋ ln２ ．

　 　 （６）由 P＝ x２ ＋ y ＋ z ，Q＝ y２ ＋ x ＋ z ，R ＝ z２ ＋ x ＋ y可知
抄R
抄 y ＝ １ ＝

抄Q
抄 z ，　

抄 P
抄 z ＝ １ ＝

抄R
抄 x ，　

抄 P
抄 y ＝ １ ＝

抄Q
抄 x ．

这说明积分 I与路径无关 ．下面求原函数 u（x ，y ，z） ．

由 u′x ＝ x２ ＋ y ＋ z 可知 ，u（x ，y ，z） ＝ x３ ／３ ＋ y x ＋ z x ＋ g（y ，z） ．又由 u′y ＝ x ＋
g′y （y ，z） ＝ y２ ＋ x ＋ z可知 ，g′y （y ，z）＝ y２ ＋ z ，即得 g（y ，z）＝ y３ ／３ ＋ yz ＋ φ（z） ．从而

u（x ，y ，z） ＝ x３ ／３ ＋ yx ＋ z x ＋ y３ ／３ ＋ yz ＋ φ（z） ．

再由 u′z ＝ x ＋ y ＋ φ′（z）＝ z２ ＋ x ＋ y说明 ，φ′（z）＝ z２ ，即 φ（z）＝ z３ ／３ ．最后导出

I ＝ u（x ，y ，z）
B

A
＝

x３
３

＋ yx ＋ z x ＋
y３
３

＋ yz ＋
z３
３

（１ ，１ ，１）

（０ ，０ ，０）
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＝
１
３

＋ １ ＋ １ ＋
１
３

＋ １ ＋
１
３

＝ ４ ．

　 　例 8畅4畅4 　求下列表达式中的原函数 u ．
（１） ［（x２ ＋ ２ x y ＋ ５ y２ ）d x ＋ （x２ － ２ xy ＋ y２ ）dy］／（x ＋ y）３ ．

（２） （ydx － xdy）／（３ x２ － ２ x y ＋ ３y２ ） 　 （y ＞ ０） ．

（３） １ －
１

y ＋
y
z dx ＋ x

z ＋
x
y２ dy － xyz ２ d z ．

解 　 （１）取 x０ ＝ ０ ，y０ ≠ ０ ，则有

P（x ，y） ＝
１

x ＋ y ＋
４y２

（x ＋ y）３
，　 Q（x ，y） ＝

（x － y）２
（x ＋ y）３

，　
抄P
抄 y ＝

抄Q
抄 x ，

u（x ，y）＝ ∫
x

０

１
t ＋ y ＋

４y２
（t ＋ y）３ d t ＋∫

y

y０

d t
t ＋ C

＝ ln | x ＋ y | ＋ ln | y | － ２ y２
（x ＋ y）２

＋ ２ ＋ ln | y | － ln | y０ | ＋ C

＝ ln | x ＋ y | － ２y２ ／（x ＋ y）２ ＋ C１ ．

　 　 （２）由 P＝ y／（３ x２ － ２ x y ＋ ３y２ ） ，Q ＝ － x／（３ x２ － ２ xy ＋ ３ y２ ）可知抄 P
抄y ＝

抄Q
抄 x ＝

３（x２ － y２ ）／（３ x２ － ２ x y ＋ ３ y２ ）２ ，故取 x０ ＝ ０ ，y０ ＝ １ ，我们有

u（x ，y）＝ ∫
（ x ，y）

（０ ，１）
Pd x ＋ Qdy ＝ ∫

（０ ，y）

（０ ，１）
＋∫

（x ，y）

（０ ，y）
Pd x ＋ Qdy

＝
y
３∫

x

０

d x
（x － y／３）２ ＋ ８ y２ ／９ ＋ C ＝

１

２ ２
arctan ３ x － y

２ ２ y
＋ C１ ．

　 　 （３）由 P＝ １ － １／y ＋ y／z ，Q＝ x／z ＋ x／y２ ，R ＝ － xy／z２ ，可知

抄Q
抄 z ＝ －

x
z ２ ＝

抄R
抄 y ，　

抄Q
抄 x ＝

１
z ＋

１

y２ ＝
抄 P
抄y ，　

抄R
抄 x ＝ －

y
z ２ ＝

抄 P
抄 z ．

故取 x０ ＝ y０ ＝ z０ ＝ １ ，我们有 u（x ，y ，z）＝ x － x／y ＋ xy／z ＋ C ．

例 8畅4畅5 　解答下列问题 ：

（１） 试问 Pdx ＋ Qdy ＝ x２ ＋ y２ － xd x ＋ x２ ＋ y２ ＋ xdy在何处为全微
分式 ？

（２）试问式（xdx ＋ ydy）／（x２ ＋ y２ ）３／２ （x２ ＋ y２ ＞ ０）是全微分式吗 ？

（３）求 F（x ，y）所满足的条件 ，使得 F（x ，y）（xd x ＋ ydy）成为全微分式 ．

解 　 （１）因为我们有

抄 P
抄y ＝

１

２ x２ ＋ y２ － x
·

y
x２

＋ y２
＝ ±

x２ ＋ y２ ＋ x
２ x２ ＋ y２

，
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抄Q
抄 x ＝

１

２ x２ ＋ y２ ＋ x
x

x２
＋ y２

＋ １ ＝
x２ ＋ y２ ＋ x

２ x２ ＋ y２
，

所以当 y ＞ ０时 ，有抄 P
抄 y ＝

抄Q
抄 x ．这说明在区域 y ＞ ０上 Pd x ＋ Qdy为全微分 ．

（２）令 r ＝ x２ ＋ y２ ，我们有

xdx ＋ ydy
r３ ＝

１
２

d（x２ ＋ y２ ）
r３ ＝

１
２

d r２
r３ ＝

d r
r２ ＝ d －

１
r ．

　 　 （３） F满足条件 x 抄F
抄y ＝ y 抄F

抄 x ．

例 8畅4畅6 　解答下列问题 ：

（１）设 Ω 炒 R３ 为不含原点的区域 ，考虑 Ω 炒 R３ 上向量函数 f （ r） r（r ＝ x i ＋
y j ＋ z k ，r ＝ ｜r｜＝ x２ ＋ y２ ＋ z２ ） ，其中 f （r）在 r ＞ ０上连续 ，求证曲线积分

∫
AB

f （r）（xd x ＋ ydy ＋ zd z）
在 Ω上与路径无关 ．

（２）设 f （x ，y）在 R２ 上有连续二阶偏导数 ，r ＝ x２ ＋ y２ ，且有

　 　 （i） 抄
２ f
抄 x２ ＋

抄
２ f
抄 y２

＋
抄 f
抄 x ＝ ０ 　 （（x ，y） ≠ （０ ，０）） ，

　 　 （ii） r 抄 f
抄 x ～

x
２π r ，r

抄 f
抄y ～

y
２π r 　 （r → ０） ．

又记 LR ：x２ ＋ y２ ＝ R２
，试证明积分 I ＝ ∫

L R

ex －
抄 f
抄 y

dx ＋
抄 f
抄 xdy 与 R 无关 ．

（３）求 P ，Q ∈ C（１）
（R２

）之关系 ，使得积分

I（α ，β） ＝ ∫
L
P（x ＋ α ，y ＋ β）dx ＋ Q（x ＋ α ，y ＋ β）dy

与常数 α ，β无关 ．其中 L 炒 R２ 是任一光滑闭曲线 ．

解 　 （１ ） 任取一元连续函数 f （ r） r 的一个原函数 u （ r） ，则函数 u ＝

u（ x２ ＋ y２ ＋ z２ ）的微分为

du＝ 抄u
抄 r

抄 r
抄 xd x ＋ 抄u

抄 r
抄 r
抄ydy ＋ 抄u

抄 r
抄 r
抄 zd z

＝ f （r）r xr dx ＋ f （r）r yr dy ＋ f （r）r zr d z ＝ f （r）（xd x ＋ ydy ＋ zd z） ．

　 　注 　若线积分∫
L
f （x ，y ，z）（xd x ＋ ydy ＋ zd z）与路径无关 ，则 f （x ，y ，z）是 r＝ x２ ＋ y２ ＋ z２

的函数 ．这是因为对 du＝ x fdx ＋ y fdy ＋ z fd z可知 ，u′x ／x ＝ u′y ／y ＝ u′z ／z ，所以由第 ２章例 ２畅１畅１８
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（３）之（ii）即得所证 ．

（２）设 ０ ＜ r ＜ R ，D ：r２ ≤ x２ ＋ y２ ≤ R２
，Lr ：x２ ＋ y２ ＝ r２ ，由 Green公式可知

∫
L R

ex －
抄 f
抄 y

dx ＋
抄 f
抄 xdy －∫

L r

ex －
抄 f
抄 y

d x ＋
抄 f
抄 xdy

＝簇
D
ex 抄

２ f
抄 x２ ＋

抄
２ f
抄y２

＋
抄 f
抄 x d xdy ＝ ０ ．

改写在 Lr 上的积分为（用极坐标）

　∫
L r

ex －
抄 f
抄 y

d x ＋ 抄 f
抄 xdy 　 （x ＝ rcosθ ，y ＝ r sinθ）

＝ ∫
２π

０
ercosθ 抄 f （rcosθ ，rsinθ）

抄 y
sinθ ＋ 抄 f （rcosθ ，r sinθ）

抄 x cosθ rdθ ．
易知上式右端积分中被积函数在 r → ０

＋ 时一致收敛到sinθ
２π

sinθ＋ cosθ
２π

cosθ＝ １
２π

，从

而我们有

lim
r → ０

＋∫
L r

ex －
抄 f
抄y

d x ＋
抄 f
抄 xdy ＝ ∫

２π

０

１
２π

dθ ＝ １ ．

这说明 I ＝ １ ．证毕 ．

（３）由题设知

０ ＝ I（α ，β） － I（０ ，０）

＝ ∫
L
［P（x ＋ α ，y ＋ β） － P（x ，y）］d x ＋ ［Q（x ＋ α ，y ＋ β） － Q（x ，y）］dy ．

若令 f （x ，y）＝ Q′x （x ，y） － P′y （x ，y） ，则由 Green公式可得
簇
D
［ f （x ＋ α ，y ＋ β） － f （x ，y）］d xdy ＝ ０ 　 （D是 L 围成的区域） ．

　 　对任一点（x０ ，y０ ） ∈ D以及任意的 α ，β ，令

Dn ：（x － x０ ）２ ＋ （y － y０ ）２ ≤ １／n２ 　 （n充分大） ，

我们有（中值公式）

０ ＝ 簇
Dn

［ f （x ＋ α ，y ＋ β） － f （x ，y）］d xdy

＝ π ·
１

n２ ［ f （xn ＋ α ，yn ＋ β） － f （xn ，yn）］ ，　 （xn ，yn） ∈ Dn ．

令 n → ＋ ∞ ，即知 f （x０ ＋ α ，y０ ＋ β）＝ f （x０ ，y０ ） ．这说明 f （x ，y）＝ C（常数） ，即
抄Q（x ，y）

抄 x －
抄P（x ，y）

抄y ＝ C 　 或 　
抄（Q － Cx）

抄 x －
抄P
抄y ＝ ０ ．

由此知积分∫
L
Pd x ＋ （Q － Cx ）dy与路径无关 ，即存在 u（x ，y） ，使得
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P（x ，y） ＝ u′x （x ，y） ，　 Q（x ，y） ＝ u′y （x ，y） ＋ Cx ． ①

　 　反之 ，假定式 ①成立 ，则由 Green公式知
I ＝ （α ，β） ＝ 簇

D
［C ＋ Q″x２ （x ＋ α ，y ＋ β） － u″y２ （x ＋ α ，y ＋ β）］d xdy

＝ 簇
D
Cdxdy ＝ C · | D | 　 （其中 | D | 表示 D的面积） ，

即 I（α ，β）与 α ，β无关 ．

例 8畅4畅7 　解答下列问题 ：

（１）若 D是平面单连通区域 ，u（x ，y）是 D上调和函数 ，试证明一定存在 u（x ，

y）的共轭调和函数 v（x ，y） ．

（２）设 D ：x２ ＋ y２ ＞ １ ，试求在 D上可微的函数 f（x ，y） ，g（x ，y） ，使得 f′x （x ，y）＝
g′y （x ，y） ，但同时不存在 D上可微函数 h（x ，y） ，使得

f （x ，y） ＝
抄h（x ，y）

抄 y
，　 g（x ，y） ＝

抄h（x ，y）
抄 x ． ①

　 　 （３）设 u（x ，y） ，v（x ，y）是 R２ 上的连续可微函数 ，且有

抄u（x ，y）
抄 y ＝

抄 v（x ，y）
抄 x 　 （（x ，y） ∈ R２

） ，

试证明存在 R２ 上可微函数 f （x ，y） ，使得

u（x ，y） ＝
抄 f （x ，y）

抄 x ，　 v（x ，y） ＝
抄 f （x ，y）

抄 y
．

　 　 解 　 （１ ） 考查在 D 上的线积分 I ＝ ∫
L

－
抄u
抄y d x ＋

抄u
抄 x dy ，由于 抄

抄 x
抄u
抄 x ＝

抄
抄 y －

抄u
抄 y （u（x ，y）是 D 上调和函数） ，故知积分 I 与路径无关 ．从而又知存在

v（x ，y） ，使得

dv ＝ －
抄u
抄 yd x ＋

抄u
抄 xdy 　 即 　

抄v
抄 x ＝ －

抄u
抄 y ，

抄v
抄 y ＝

抄u
抄 x ．

这说明 v ∈ C（２）
（D） ，且是 u的所谓共轭调和函数 ．

（２）取 g（x ，y）＝ － y
x２

＋ y２
，f （x ，y）＝ x

x２
＋ y２

，则易知

抄 g（x ，y）
抄 y ＝

y２ － x２
（x２ ＋ y２ ）２ ＝

抄 f （x ，y）
抄 x ．

　 　此外 ，我们在 D内作曲线 L ：x ＝ ２cos t ，y ＝ ２sin t（０ ≤ t ≤ ２π） ，可得

I ＝∫
L
g（x ，y）d x ＋ f （x ，y）dy
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＝ ∫
２π

０

－ ２sin t
４

（－ ２sin t） ＋
２cos t
４

（２cos t） d t ＝ ∫
２π

０
d t ＝ ２π ．

图 ８畅１２ 　

现在若存在满足式 ① 之 h（x ，y） ，则由于 L 是
闭光滑曲线 ，故应有 I ＝ ０ ，矛盾 ．

（３）作函数 f （x ，y） ＝ ∫
L
u（ξ ，η）dξ ＋ v（ξ ，

η）dη ，其中 L是从点 A ＝ （０ ，０）到 B ＝ （x ，y）
的直线段 ，又取定 a＝ （a１ ，a２ ） ∈ R２

，t ≠ ０并以

点（０ ，０） ，（a１ ，a２ ） ，（a１ ＋ t ，a２ ）为顶点作三角
形 ，我们有（图 ８畅１２）

f （a１ ＋ t ，a２ ） － f （a１ ，a２ ）
t ＝

１
t∫

（a
１ ＋ t ，a２ ）

（a
１
，a
２
）
ud x ＋ v dy ＝

１
t∫

t

０
u（a１ ＋ τ ，a２ ）dτ

＝ u（a１ ＋ θt ，a２ ） ，　 ０ ＜ θ ＜ １ ．

t → ０ ，即得
抄 f
抄 x ＝ u ．类似地可得

抄 f
抄 v ＝ v ．

·４９３· 第 ８章 　各种积分之间的联系



补充练习及解答

补 充 练 习

１畅 试证明 R２ 中的无穷闭集 F是一个可数集的闭包 ．

２畅 设 K 是 R２ 中一个紧集（有界闭集） ，｛Gm｝是覆盖 K 的开球列 ，试证明存在

ε０ ＞ ０ ，使得 K 中任一点 X 的半径为 ε０ 的球必含于某个 Gm
０
中 ．

３畅 设 K 炒 R２ 是至少包含两个点的有界点集 ，试证明存在包含 K 的最小闭
圆盘 ．

４畅 设 f ：（ － １ ，１） R２ 是连续可微映射 ，且有 f （０）＝ （０ ，０） ，f′（０） ≠ （０ ，０） ，试

证明存在 ε０ ：０ ＜ ε０ ＜ １ ，使得 ‖ f （x） ‖在（０ ，ε０ ）上递增 ．

５畅 设 f ：R１ R１ 不是单射 ，且存在 g ：R１
× R１ R１

，使得 f （x ＋ y）＝ g（ f （x） ，

y）（x ，y ∈ R１
） ，试证明 f （x）是周期函数 ．

６畅 设 F（u ，v）在 R２ 上满足（M ＞ ０）

| F（u ，v１ ） － F（u ，v２ ） | ≤ M | v１ － v２ | 　 （u ，v１ ，v２ ∈ R１
） ，

f （x） ，g（x）定义在［a ，b］上 ，且 g ∈ C（［a ，b］） ，试证明对分划 Δ ：a＝ x０ ＜ x１ ＜ ⋯ ＜

xn ＝ b ，以及
Δ xi ＝ xi － xi－１ ，　 ξi ，ηi ∈ ［xi－１ ，xi ］ 　 （i ＝ １ ，２ ，⋯ ，n） ，

‖ Δ ‖ ＝ max｛Δ xi ：１ ≤ i ≤ n｝ ，有

lim
‖ Δ ‖ → ０ ∑

n

i ＝ １

F［ f （ξi ） ，g（ηi ）］Δ xi ＝ ∫
b

a
F［ f （x） ，g（x）］d x ．

　 　 ７畅 设 G 炒 R２ 是非空开集 ，试作 f ：R２ R１
，使得 f （x ，y）在 G上不连续 ，在

R２
＼G上连续 ．

８畅 设 K 炒 R２ 是紧集 ，f ：K R１ 是连续函数 ，证明对任给 ε＞ ０ ，存在 M ＞ ０ ，

使得

| f （x１ ，y１ ） － f （x２ ，y２ ） | ≤ M （x１ － x２ ）２ ＋ （y１ － y２ ）２ ＋ ε

（| f （X１ ） － f （X２ ） | ≤ M ‖ X１ － X２ ‖ ＋ ε　 （X１ ＝ （x１ ，y１ ） ，X２ ＝ （x２ ，y２ ））） ．

　 　 ９畅 设 f ：R２ R１ 连续 ．

（i）若对 R２ 中紧集 K ，f － １
（K）是紧集 ，试证明对 R２ 中的闭集 F ，f （F）必是

闭集 ．

（ii）设对 R２ 中闭集 F ，f （F）是闭集 ．若 f 是 １ － １ 映射 ，试证明对 R１ 中紧集



K ，f － １
（K）必是紧集 ．

１０畅 设 K 炒 R２
．若任一在 K上连续的函数 f 必有界 ，试证明 K 是紧集 ．

１１畅 设｛ f n（x ，y）｝是 R２ 上连续函数列 ，K 炒 R２ 是紧集 ．若 f n （x ，y）在 K 上一

致收敛于 f （x ，y） ，试证明点集 E＝ f （K） ∪ ∪
∞

n＝ １
f n （K）是紧集 ．

１２畅 设 f （x ，y）在区域 D０ 炒 R２ 上有连续的偏导数 ，D是满足 珡D 炒 D０ 的有界区

域 ，若记

Δ f ＝ f （x ＋ h１ ，y ＋ h２ ） － f （x ，y） ＝ d f ＋ αh ，　 h ＝ h２１ ＋ h２２ ，

试证明当 h → ０时 ，α在 D 上一致收敛于零 ．

１３畅 设 f （x ，y）在 R２ 上有连续的偏导数 f′x （x ，y） ，D是有界区域 ，试证明极限

lim
h → ０

Ih ＝ lim
h → ０

f （x ＋ h ，y） － f （x ，y）
h ＝ f′x （x ，y）

在 D上是一致收敛的 ．

１４畅 设 f （x ，y）在 R２
＼｛（０ ，０）｝上可微 ，且存在极限

lim
x → ０
y → ０

抄 f （x ，y）
抄 x ，　 lim

x → ０
y → ０

抄 f （x ，y）
抄y

．

　 　 （i）试问 f （x ，y）可连续延拓到点（０ ，０）处吗 ？

（ii）若再假定 f （x ，y）在（０ ，０）处连续 ，试问此时 f （x ，y）在（０ ，０）处可微吗 ？

１５畅 设 f （x ，y）在 R２ 上具有连续的偏导数 ，且有

抄 f （x ，y）
抄 x ≤ M ，　

抄 f （x ，y）
抄 y ≤ M 　 （（x ，y） ∈ R２

） ，

试证明｜ f （x１ ，y１ ） － f （x２ ，y２ ）｜≤ ２M （x１ － x２ ）２ ＋ （y１ － y２ ）２ ，其中点（x１ ，y１ ） ，

（x２ ，y２ ） ∈ R２
．

１６畅 设 f （x ，y）在 R２
＼｛（０ ，０）｝上具有连续偏导数 ，且有

抄 f （x ，y）
抄 x ≤ M ，　

抄 f （x ，y）
抄 y ≤ M 　 （（x ，y） ≠ （０ ，０）） ，

试证明 f （x ，y）可连续延拓到（０ ，０）处 ．（注意 ，对一元函数 f （x） ，结论不真 ．）

注 　设 G 炒 R２ 是开凸集 ，f（x ，y）在 G上可微 ，且偏导数一致有界 ，则 f （x ，y）可连续延拓到
珚G上 ．

１７畅 设 f （x ，y）是 R２ 上的调和函数 ，且不恒为 ０ ．若 f （x ，y）是 λ＞ ０次齐次函

数 ，试证明 λ是整数 ．

１８畅 试证明 ab
a
＞ ba

b
（a＞ b＞ １） ．

１９畅 设 f （x ，y） ，g（x ，y）是 R２ 上的 k次齐次函数 ．若方程

f （x ，y）dx ＋ g（x ，y）dy ＝ ０ （ 倡 ）

是一个恰当微分方程（即满足
抄 f
抄 y ＝

抄 g
抄 x） ，试证明解 y ＝ h（x）满足 x f （x ，y） ＋ yg（x ，

·６９３· 补充练习及解答



y）＝ C（常数） ．

２０畅 设 f （x ，y） ，g（x ，y）在 R２ 上具有连续偏导数 ．试求 f 与 g满足什么条件 ，

可使方程 f （x ，y）d x ＋ g（x ，y）dy ＝ ０含有形如 h（x y）的积分因子 ？

２１畅 试证明 f （x ，y）＝ ｜xy｜在原点（０ ，０）处不可微 ．

２２畅 设 f ∈ C（［０ ，１］） ，令

F（x ，y） ＝ ∫
１

０
f （t） | xy － t | d t ，　 ０ ≤ x ，y ≤ １ ，

试求抄
２ F
抄 x２ ，

抄
２ F
抄 y２ ．

２３畅 令 D ＝ ｛（x ，y） ：｜x｜＋ ｜y｜＝ １｝ ，f （x ，y ，t）与 f′t （x ，y ，t）在 D × R１ 上连续 ，

作函数

F（x ，y ，t） ＝ f２ （x ，y ，t） ＋ ［ f′t（x ，y ，t）］２ ，　 （x ，y ，t） ∈ D × R１
．

若存在 t０ ∈ R１
，使得 inf｛F（x ，y ，t０ ） ：（x ，y） ∈ D｝ ＞ ０ ，试证明存在 δ＞ ０ ，对任意的

（x ，y） ∈ D ，在 Iδ ＝ （t０ － δ ，t０ ＋ δ）中至多有一个点 t′ ，使得 f （x ，y ，t′）＝ ０ ．

２４畅 设 f （t）在 R１ 上可微 ，令 z ＝ F（ x ，y） ＝ xy · f ［（ x ＋ y）／xy］ ，试证明

F（x ，y）是形如

x２ 抄F
抄 x － y２ 抄F

抄 y ＝ g（x ，y） · F

的微分方程之解 ．

２５畅 设 f （x ，y）在 R２ 上有连续的二阶偏导数 ，且有

a２ 抄
２ f
抄 x２ ＋ b２ 抄

２ f
抄y２

＝ ０ ， （１）

f （ax ，bx ） ＝ ax ， （２）

f′x （ax ，bx） ＝ bx２
， （３）

试求 f″x２ （ax ，bx） ，f″xy （ax ，bx） ，f″y２ （ax ，bx） ．

２６畅 设 f （t） ，g（t）在 R１ 上可导 ，且 f′（t） ≠ ０ ，g′（t） ≠ ０（t ∈ R１
） ．又 H（t）在 R１

上二次可导 ，令 z ＝ H［ f （x）＋ g（y）］（ － ∞ ＜ x ，y ＜ ∞ ） ，试证明

I ＝ 抄
２

抄 x抄 y ln z′x （x ，y）
z′y （x ，y） ＝ ０ ，　 － ∞ ＜ x ，y ＜ ∞ ．

　 　 ２７畅 设 f （x ，y）在区域 D上存在偏导数 ，且 f′x （x ，y） ，f′y （x ，y）在点（a ，b） ∈ D
上可微 ，试证明

抄
２ f （a ，b）
抄 x抄 y ＝

抄
２ f （a ，b）
抄 y抄 x

．

　 　 ２８畅 设 f （x）在（０ ，∞ ）上有连续的二次导数 ，令 F（X） ＝ F（x１ ，x２ ，⋯ ，xn ） ＝

f （ x２１ ＋ x２２ ＋ ⋯ ＋ x２n ） ．若有 ∑
n

k ＝ １

抄
２ F
抄 x２k ＝ ０ ，试求 f ．

·７９３·补充练习及解答



２９畅 设 f （x ，y ，z）在 R３ 上有连续的二阶偏导数 ，且有 f － １
（０） ＝ ｛（x ，y ，z ） ：

x２ ＋ y２ ＋ z２ ＝ １｝ ，试证明不存在满足 x２０ ＋ y２０ ＋ z２０ ≤ １的点 X０ ＝ （x０ ，y０ ，z０ ） ，使得

抄
２ f （x０ ，y０ ，z０ ）

抄 x２ ＋
抄
２ f （x０ ，y０ ，z０ ）

抄 y２
＋
抄
２ f （x０ ，y０ ，z０ ）

抄 z２ ≥ ０ ．

　 　 ３０畅 试求椭球面 x２ ＋ ２ y２ ＋ ３ z２ ＝ ２１上点 M０ ＝ （x０ ，y０ ，z０ ）的切平面 π ，使得 π

包含已知直线 L ：
x － ６
２

＝
y － ３
１

＝
２ z － １
－ ２

．

３１畅 设有直线 L ：
x／２ － z／２ ＝ １ ，

y － ２ z ＋ ４ ＝ ０ ，
而直线 L′是 L 在平面 Σ ：x ＋ y － z ＝ ５上的投

影（设定 L′的方向为 L 与 z 轴正向形成钝角的方向） ，试求 u＝ cos２ （xy） ＋ y／z２ 在
点 M０ ＝ （０ ，－ １９ ，－ ２４）处沿 L′方向的方向导数 ．

３２畅 试求正值连续可微函数 g（x）（x ∈ R１
） ，使得 h（x ，y） ＝ g（x）g（y）在以原

点为心的任一圆上均为常数 ．

３３畅 设 y ＝ f （x）在 R１ 上连续可微 ，作映射

T ：
u ＝ f （x） ，

v ＝ － y ＋ x f （x）
　 （x ，y ∈ R１

） ．

若 f′（x０ ） ≠ ０ ，试证明 T在点（x０ ，y０ ）附近是局部可逆的 ，且有表示 x ＝ g（u） ，y ＝
－ v ＋ g（u） ．

３４畅 设 f （x ，y）在 R２ 上有连续偏导数 ，试证明存在一一对应的映射 g ：［０ ，１］

R２
，使得 f ［g（x）］是一个常数 ．

３５畅 设 G ＝ ｛（u ，v） ∈ R２
：u＞ v｝ ，定义 T ：G R２

T（u ，v） ＝ （u ＋ v ，u２ ＋ v２ ） ．

　 　 （i）试证明 T是局部一一映射 ．

（ii）试确定 T的值域 D ，它是一一映射 ．

３６畅 设映射 f ：R２ R２ 具有连续偏导数（分量） ．若

（i） f 只有有限个奇点 ．

（ii）对任意的 M ＞ ０ ，点集｛ z ∈ R２
：‖ f （z） ‖ ≤ M｝均为有界集 ．

试证明 f （R２
）＝ R２

．

３７畅 设映射 f ：R２ R２ 具有连续偏导数（分量） ，且其雅可比矩阵的秩处处等

于 ２ ．若对任一紧集 K 炒 R２
，f － １

（K）必是紧集 ，试证明 f （R２
） ＝ f （R２

） ．

３８畅 试证明 F（x ，y） ＝ ax２ ＋ ２bxy ＋ cy２
αx２ ＋ ２βxy ＋ γy２

的最大值是方程（ac － b２ ） － λ（aγ －

２bβ＋ cα）＋ λ
２
（αγ － β

２
）＝ ０的最大根 ．（假定 αγ － β

２
＞ ０ ．）

３９畅 已知三角形的周长为 ２ p ，试求如下所述的一种三角形 ，该三角形绕着自

己的某一边旋转时 ，它形成的旋转体积最大 ．

·８９３· 补充练习及解答



４０畅 设有曲面 S１ ：２ x２ ＋ （y － １）２ ＋ （z － １０）２ ＝ １ ，S２ ：z ＝ １／（x２ ＋ y２ ＋ １） ，试证

明存在点 X１ ∈ S１ ，X２ ∈ S２ ，使直线段X１ X２垂直 S１ 于点 X１ ，又垂直于 S２ 于点 X２ ．

４１畅 设 x ＋ y ＋ z ＝ ０ ，试证明

６（x３ ＋ y３ ＋ z３ ）２ ≤ （x２ ＋ y２ ＋ z２ ）３ ．

　 　 ４２畅 设 f n ∈ C（［０ ，１］）（n∈ N） ，且满足∫
１

０
f２n （x）d x ≤ ５ 　 （n ∈ N） ．令

Fn （x） ＝ ∫
１

０
x ＋ y f n （y）dy 　 （n ∈ N） ．

试证明存在子列｛Fnk （x）｝在［０ ，１］上一致收敛 ．

４３畅 试求 f （t）＝ ∫
＋ ∞

０
e－ （x － t／x）２ d t 　 （t ＞ ０） ．

４４畅 设 F（x）＝ ∫
＋ ∞

０
e－ xt２

／（１ ＋ t２ ）d t ，试证明
F（x） ＝

π
２
ex １ －

２

π
∫

π

０
e－ t２ d t 　 （x ≥ ０） ．

　 　 ４５畅 试求 I ＝ lim
α→ ∞∫

２

１

ln（x ＋ ｜α｜）ln（x２ ＋ α
２
）
d x ．

４６畅 令 I（s）＝ ∫
＋ ∞

０
（e － x／s － １／x

）／xd x ，则 lim
s → ＋ ∞

I（s）／lns ＝ １ ．

４７畅 Γ（t）＝ lim
n → ∞

ntn ！
t（t＋ １） ⋯ （t＋ n） 　 （t＞ ０） ．

４８畅 Γ（t）和 B（t ，s）是关于 t的凸函数 ．

４９畅 记 Δn － １为 Rn
（n≥ ２）中由 x１ ，x２ ，⋯ ，xn － １均大于或等于 ０ ，以 x１ ＋ x２ ＋ ⋯ ＋

xn － １ ≤ １确定的单形 ，则

　∫ ⋯∫
Δn－１

xt１ －１

１ ⋯ xtn－１ －１

n－１ （１ － x１ － x２ － ⋯ － xn－１ ）tn －１ dx１ ⋯ d xn－１
＝ Γ（t１ ） · Γ（t２ ） ⋯ Γ（tn ）／Γ（t１ ＋ t２ ＋ ⋯ ＋ tn ） ． （ 倡 ）

　 　 ５０畅 f （x） ＝ ∫
x＋ １

x
lnΓ（t）d t ＝ x（ln x － １） ＋

１
２
ln（２π） ，x ＞ ０ ．

５１畅 试求 I ＝∫
１

０

x － １ln x d x ．

５２畅 试证明 I（t） ＝ ∫
＋ ∞

１

xsin（tx ）
a２ ＋ x２ d x在 t ∈ （０ ，∞ ）上不一致收敛 ．

５３畅 设 F（ x ） ＝ ∫
x

０
１ ＋

x － t
１ ！

＋
（x － t）２

２ ！
＋ ⋯ ＋

（x － t）n
（n － １） ！ ent d t ，求 n 次导数

F（n）
（x） ．

５４畅 计算下列积分 ：

·９９３·补充练习及解答



（i） I ＝ ∫
１

０
sin ln １

x
x b

－ xaln x d x（a ＞ ０ ，b ＞ ０） ．

（ii） I ＝ ∫
１

０
cos ln １

x
xb － xalnx dx（a ＞ ０ ，b ＞ ０） ．

５５畅 试证明 I ＝ 簇
０ ＜ x ＜ y ＜ π

ln | sin（x － y） | dxdy ＝ －
１
２
π
２ ln２ ．

５６畅 设 D是由直线 x ＋ y ＝ １与坐标轴围成之区域 ，试求

I ＝ 簇
D

（x ＋ y）ln（１ ＋ y／x）
１ － xy

dxdy ．

　 　 ５７畅 设 D ＝ ｛（x ，y） ∈ R２
：（x ＋ １）

２
＋ y２ ≥ ９ ，（x － １）２ ＋ y２ ≥ １｝ ，计算

I ＝ 簇
D
（x３ － ３ xy２

）d xdy ．

　 　 ５８畅 计算椭球 x２ ／a２ ＋ y２ ／b２ ＋ z２ ／c２ ≤ １的体积 V ．

５９畅 试求和 S ＝ ∑
∞

k ＝ １

１／k２ ．

６０畅 记 V n 是 Rn 内以原点为中心 ，r ＞ ０ 为半径的球体体积 ，试证明 V n ＝

π
n／２ rn ／Γ n

２
＋ １ ．

６１畅 设 f ∈ C（［０ ，１］） ，D０
＝ ［０ ，１］

n
，试证明

I ＝ lim
n → ∞

In ＝ lim
n → ∞∫ ⋯∫

D０
f x１ ＋ x２ ＋ ⋯ ＋ xn

n d x１ ⋯ dxn ＝ f １
２

．

　 　 ６２畅 设 f （x ，y）在 I ＝ ［a ，b］ × ［c ，d］上连续 ，令

F（x ，y） ＝ ∫
y

c∫
x

a
f （t ，s）d tds 　 （x ，y ∈ I） ，

试证明 F″xy （x ，y）＝ F″yx （x ，y） ，（x ，y） ∈ I ．
６３畅 设半径为 r ＞ ０的球 Br 之球心位于半径为 R ＞ ０的球 BR 的球面上 ，试证

明当 r ＝ ４R／３时 ，球 Br 在球 BR 内的表面积最大 ．

６４畅 试求曲线

L ：
（x － y）２ ＝ a（x ＋ y） ，

x２ － y２ ＝ ９ z２ ／８
　 （a ＞ ０）

（１）

（２）

从点（０ ，０ ，０）到点（x０ ，y０ ，z０ ）（x０ ＞ ０）的曲线段之弧长 S ．

６５畅 设一光滑曲面 S ：z ＝ f （x ，y）（（x ，y） ∈ D）之边界曲线为 C ，区域 D 炒 R２
，

F（x ，y ，z）及其偏导数在 S与 C上连续 ，试证明

∮C＋
F（x ，y ，z）dy ＝ 簇

S

抄F
抄 xd xdy －

抄F
抄 z dyd z ，

其中 S的正侧面与 C的正向按右手定则 ．

·００４· 补充练习及解答



６６畅 设 f （x）在 R１ 上有连续导数 ，L 表示从点 A （３ ，２／３）到点 B（１ ，２）的直线

段 ，试求

I ＝ ∫L

１ ＋ y２ f （xy）
y

d x ＋
x
y２ ［y f （xy） － １］dy ．

　 　 ６７畅 设 P（x ，y）＝ ２ xy（x４ ＋ y２ ）λ
，Q（x ，y） ＝ － x２ （x４ ＋ y２ ）λ

，试问 λ取何值时 ，

向量 P（x ，y）i＋ Q（x ，y） j是 f （x ，y）在 x ＞ ０半平面上的梯度 ．

６８畅 设 D ＝ ｛（x ，y） ∈ R２
：x２ ＋ y２ ＞ １｝ ，试求 D上可微函数 f （x ，y） ，g（x ，y） ，

使得

抄 f （x ，y）
抄 x ＝

抄 g（x ，y）
抄 y

　 （（x ，y） ∈ D） ．

此外请指出 ：不存在定义在 D上的函数 h（x ，y） ，满足

f （x ，y） ＝
抄h（x ，y）

抄y
，　 g（x ，y） ＝

抄h（x ，y）
抄 x 　 （（x ，y） ∈ D） ．

　 　 ６９畅 设 f （t）在（ － ∞ ，∞ ）上有连续的导数 ，记 S为球面 x２
＋ y２ ＋ z２ ＝ ２Rz 的内

侧 ，试求面积分

I ＝ 簇
S

x
y f

x
y ＋ x３ dyd z ＋ f x

y ＋ y３ d zd x ＋
－ z
y f x

y ＋ x３ d xdy ．

　 　 ７０畅 （i）设 u（x ，y） ，v（x ，y）在 R２ 上有连续偏导数 ，且抄u
抄 x ＝

抄v
抄y（（x ，y） ∈ R２

） ．试

证明存在定义在 R２ 上的 f （x ，y） ，满足

u（x ，y） ＝
抄 f （x ，y）

抄 x ，　 v（x ，y） ＝
抄 f （x ，y）

抄 y
　 （（x ，y） ∈ R２

） ．

　 　 （ii）试证明不存在 G ＝ R２
＼｛（０ ，０）｝上的 f （x ，y） ，满足

抄 f （x ，y）
抄 x ＝

－ y
x２

＋ y２
，　

抄 f （x ，y）
抄 y ＝

x
x２

＋ y２ 　 （（x ，y） ∈ R２
） ．

　 　 ７１畅 记 B ＝ ｛（x ，y ，z） ∈ R３
：x２ ＋ y２ ＋ z２ ≤ １｝ ，又设光滑向量

F ＝ （F１ ，F２ ，F３ ） ，　 F ＝ （０ ，０ ，０） 　 （F１ ，F２ ，F３ 碒 B） ．

且有蜒· F（散度）＝ ０ ．试证明

（i）对定义在 B的一个邻域上的光滑函数 f （x ，y ，z） ，有

蹿
B
（蜒f ） · Fd xdyd z ＝ ０ ．

　 　 （ii）蹿
B
F１ d xdyd z ＝ ０ ．

７２畅 设 F＝ （x２ ＋ y － ４）i＋ ３ xy j ＋ （２ x z ＋ z２ ）k ，计算
（i） 蜒× F ．

·１０４·补充练习及解答



（ii） ∫
x２ ＋ y２ ＋ z２ ＝ １６

z ≥ ０

（蜒× F）dS ．

练习题解答

１畅 证明 　考察 R２ 中以有理点（即两个坐标皆为有理数）为中心 ，且以 １／k为
半径的开圆 ，记其全体为 Bk ．易知每个 Bk 均为可数集 ．对每个满足 B ∩ F ≠ 碬 的

B ∈ Bk ，取 B ∩ F中的一点 ，并记如此选出的点之全体为 Fk ．因为 Fk 是 F的可数子
集 ，所以 E ＝ ∪

k ≥ １
Fk 也是 F中的可数子集 ．由于 F是闭集 ，故 珚E 炒 F ．设 a∈ F ，且取

定正整数 k ，显然 a含于某个球 B ∈ Bk 内 ，而且 B包含 Fk 的一个点 ，自然也就含 E
中一个点 ．因此 ，E中有点距点 a小于等于 ２／k处 ．注意到取 k ∈ N的任意性 ，我们

有 a∈ 珚E ．从而得 F炒 珚E ，即 F＝ 珚E ．

２畅 证明 　反证法 ．若不存在如题中所述的 ε０ ，则 K 中存在点列｛Xn｝ ，使得球

列｛B（Xn ，１／n）｝中的每个球均不包含在任一个 Gm 中 ．因为 K 是紧集 ，所以存在该

点列的极限点 ：X０ ∈ K ．由于｛Gm｝是 K的覆盖 ，故存在 m０ ，ε０ ＞ ０ ，使得 B（X０ ，ε０ ） 炒

Gm
０
．令 １／N ＜ ε０ ／２ ，并选 n ＞ N ，使得 ‖ Xn － X０ ‖ ＜ ε０ ／２ ．从而知 B（Xn ，１／n） 炒

B（X０ ，ε０ ） 炒 Gm
０
．这与｛Xn｝的选择矛盾 ．证毕 ．

３畅 证明 　易知包含 K 的闭圆盘是很多的 ．设 P ，Q是 K 内两个点 ，显然这些

圆的半径都要大于等于 PQ／２（PQ表示线段 PQ 之长度） ．记这些圆的半径之下确

界为 r０ ，且取闭圆盘列｛Dn｝ ，它们的圆心列记为｛On｝ ，半径列记为｛ rn｝ ：rn → r０ （n →
∞ ） ，且不妨假定圆心列｛On｝是收敛点列 ，其极限为点 O ．现在令 D０ 是以圆心为 O
且半径为 r０ 的闭圆盘 ．

对 K 中任一点 z ，自然有 z ∈ Dn （n ∈ N） ．由此知线段长On z ≤ rn （n≤ N） ，且得

Oz ＝ lim
n → ∞

On z ≤ lim
n → ∞

rn ＝ r０ ．

即 z ∈ D０ ，K 炒 D０ ．显然 ，不存在小于 r０ 为半径的闭圆盘能包含 K ．

４畅 证明 　设 f （t）＝ （ f１ （t） ，f ２ （t）） ，则易知

dd t ‖ f （t） ‖ ２
＝ ２ f１ （t） f′１ （t） ＋ ２ f２ （t） f′２ （t） 　 （－ １ ＜ t ＜ １） ． （ 倡 ）

假定 t＞ ０ ，由于 f１ （０）＝ ０ ＝ f２ （０） ，故存在 ：０ ＜ ξ１ ，ξ２ ＜ t ，使得
（ 倡 ）式右端 ＝ ２［ f１ （t） f′１ （t） － f １ （０） f′１ （t） ＋ f ２ （t） f′２ （t） － f２ （０） f′２ （t）］

＝ ２［ f′１ （ξ１ ） f′１ （t） ＋ f′２ （ξ２ ） f′２ （t）］ ．

令 t递减趋于 ０ ，则由 f′的连续性可得
f′１ （ξ１ ） f′１ （t） ＋ f′２ （ξ２ ） f′２ （t） → ‖ f′（０） ‖ ２

＞ ０ ．

因此存在 δ＞ ０ ，使得 dd t ‖ f （t） ‖ ２
＞ ０（０ ＜ t＜ δ） ．由此即可得证 ．

·２０４· 补充练习及解答



５畅 证明 　因为 f 非单射 ，所以存在 R１ 中的 α ，β ：α≠ β ，使得 f （α）＝ f （β） ．下面

指出 β － α是 f 的周期 ．根据题设可知

f （α ＋ y） ＝ g［ f （α） ，y］ ＝ g［ f （β） ，y］ ＝ f （β ＋ y） ，　 y ∈ R１
．

从而对任意的 z ∈ R１
，取 y ＝ z － α ，可得

f （z） ＝ f ［z ＋ （β － α）］ 　 （z ∈ R１
） ．

　 　 ６畅 证明 　易知 g（x）在［a ，b］上一致连续 ，故对任给的 ε＞ ０ ，存在 δ＞ ０ ，使得

| g（x１ ） － g（x２ ） | ＜ ε　 （x１ ，x２ ∈ ［a ，b］且 | x１ － x２ | ＜ δ） ．

从而对 ‖ Δ ‖ ＜ δ时 ，我们有

∑
n

i ＝ １

｛F［ f （ξi ） ，g（ηi ）］Δ xi － F［ f （ξi ） ，g（ξi ）］Δ xi｝

≤ ∑
n

i ＝ １

| F［ f （ξi ） ，g（ηi ）］ － F［ f （ξi ） ，g（ξi ）］ | Δ xi

≤ M ∑
n

i ＝ １

| g（ηi ） － g（ξi ） | Δ xi ＜ M（b － a）ε ．

因此导出

lim
‖ Δ ‖ → ０ ∑

n

i ＝ １

F［ f （ξi ） ，g（ηi ）］Δ xi

＝ lim
‖ Δ ‖ → ０ ∑

n

i ＝ １

F［ f （ξi ） ，g（ξi ）］Δ xi ＝ ∫
b

a
F［ f （x） ，g（x）］d x ．

　 　 ７畅 解 　记 E是 G 中可数稠密子集（如有理点集） ，则令

f （x ，y） ＝
０ ， （x ，y） 碒 E ，

d（X ，Ec
） ， X ＝ （x ，y） ∈ E

即可 ．

８畅 证明 　因为 f （x ，y）在 K 上一致连续 ，所以存在 δ＞ ０ ，使得对任意的 M１ ≥

０ ，‖ X１ － X２ ‖ ＜ δ ，均有

‖ f （X１ ） － f （X２ ） ‖ ＜ ε ＋ M１ ‖ X１ － X２ ‖ 　 （X１ ＝ （x１ ，y１ ） ，X２ ＝ （x２ ，y２ ）） ．

由 f 的有界性又可知 ，存在 M２ ＞ ０ ，使得

| f （x１ ，y１ ） － f （x２ ，y２ ） | ≤ M２ 　 （（x１ ，y１ ） ，（x２ ，y２ ） ∈ K） ．

现在对 ‖ X１ － X ‖ ＞ δ ，选定 M１ ＝ M２ ／δ ，我们有

| f （x１ ，y１ ） － f （x２ ，y２ ） | ≤ δM１ ＋ M１ ‖ X１ － X２ ‖ ．

　 　 ９畅 证明 　 （i）设 a碒 f （F） ，对 r ＞ ０ ，令 Ir ＝ ［a － r ，a＋ r］ ，则依题设知 f － １
（ Ir ）

是紧集 ．因为 F是闭集 ，所以 F∩ f － １
（Ir ）是紧集 ．注意到

∩
r ＞ ０

［F ∩ f －１ （Ir ）］ ＝ F ∩ f －１ （a） ＝ 碬 ，

故存在 r０ ＞ ０ ，使得 F ∩ f － １
（ Ir０ ） ＝ 碬 ．从而 f （F）与 a的邻域 I r０不相交 ．这说明

f （F）是闭集 ．

·３０４·补充练习及解答



（ii）作点集 Fr ＝ ｛（x ，y） ∈ R２
： x２ ＋ y２ ≥ r｝ ，则 f （Fr ）是闭集 ．由此可知

f （Fr ） ∩ K 是紧集 ．因为 f 是一一映射 ，而 ∩
r ＞ ０

［ f （Fr ） ∩ K］＝ 碬 ，所以存在 r０ ＞ ０ ，使

得 f （Fr
０ ） ∩ K ＝ 碬 ．从而 f － １

（K）含于紧集 R１
＼ Fr

０ 内 ．根据 f 的连续性 ，得出

f － １
（K）是闭集 ，随之 f － １

（K）是紧集 ．

１０畅 证明 　 （i）若 K 不是有界集 ，则连续函数 f （x ，y）＝ x２ ＋ y２ （（x ，y） ∈ K）
不是有界的 ．这与题设矛盾 ，因此 K 是有界集 ．

（ii）若 K 不是闭集 ，则存在点 （ x０ ，y０ ） ∈ 珡K ＼ K ．此时函数 f （ x ，y ） ＝

１／ （x － x０ ）２ ＋ （y － y０ ）２在 K 上不有界 ．这与题设矛盾 ．因此 K 是闭集 ．

综合（i）与（ii） ，K 是紧集 ．

１１畅 证明 　 （i）由题设知 ，存在 n０ ，使得

| f n（x ，y） － f （x ，y） | ≤ １ 　 （n ≥ n０ ，（x ，y） ∈ K） ． （ 倡 ）

又由 f ∈ C（K）可知 f （K）是有界集 ．因为每个 f n （K）均为有界集 ，所以 ∪

n
０

n＝ １
f n （K）是

有界集 ．注意到式（ 倡 ） ，就能说明 E是有界集 ．

（ii）设｛ z i｝是 E中以 z ０ 为极限点的点列 ，易知如果此点列中有无穷多项含于

f （K）或含于某个 f n０ （K ） ，那么 z０ 也含于同一点集（注意 ，f （K ） ，f n０ （K）均为紧
集） ．如果不是这样 ，则可假定（或抽子列）

z i ∈ f ni （K） 　 （n１ ＜ n２ ＜ ⋯ ，i ∈ N） ，

不妨又设 z i ＝ f ni （xi ，yi ） ．因为 K 是紧集 ，所以可以认定（或抽子列）lim
i → ∞

（xi ，yi ） ＝
（x０ ，y０ ） ．从而我们有

| z０ － f （x０ ，y０ ） | ≤ | z － f ni （xi ，yi ） | ＋ | f ni （xi ，yi ） － f （xi ，yi ） |
＋ | f （xi ，yi ） － f （x０ ，y０ ） | → ０ 　 （i → ∞ ） ．

这说明 z０ ＝ f （x０ ，y０ ） ，即 E是闭集 ．

１２畅 证明 　由中值定理可知 ，存在 ０ ＜ θ１ ，θ２ ＜ １ ，使得

Δ f ＝ ［ f （x ＋ h１ ，y ＋ h２ ） － f （x ，y ＋ h２ ）］ ＋ ［ f （x ，y ＋ h２ ） － f （x ，y）］
＝ h１ f′x （x ＋ θ１ h１ ，y ＋ h２ ） ＋ h２ f′（x ，y ＋ θ２ h２ ） ．

又根据偏导数的连续性 ，得到

Δ f ＝ h１ ［ f′x （x ，y） ＋ α１ ］ ＋ h２ ［ f′y （x ，y） ＋ α２ ］ ，

其中 ，在 h＝ （h２１ ＋ h２２ ）１／２ → ０时有 α１ → ０ ，α２ → ０ ．因此 ，我们有

Δ f ＝ d f ＋ αh ＝ d f ＋ α１ h１ ＋ α２ h２ ．

而由 f′x （x ，y） ，f′y （x ，y）在 D上是一致连续的 ，以及 f′x （x ＋ θ１ h１ ，y ＋ h２ ） ＝ f′x （x ＋
h１ ，y ＋ h２ ）＋ α１ ，可知当 h → ０时 ，α１ 在 D上是一致趋于零的 ，α２ 也同此理 ．

１３畅 证明 　 由中值定理知 ，存在 θ ：０ ＜ θ ＜ １ ，使得 Ih ＝ f′x （ x ＋ θh ，y） ．因为

f′x （x ，y）在 D上一致连续 ，所以极限lim
h → ０

f′x （x ＋ θh ，y）＝ f （x ，y）在 D上是一致的 ．

·４０４· 补充练习及解答



１４畅 解 　 （ii）否 ！例为 f （x ，y）＝ xy２ ／（x２ ＋ y２ ）（（x ，y） ≠ （０ ，０） ，f （０ ，０）＝ ０） ，

则 f （x ，y）在 R２ 上处处连续 ．因为

lim
t → ０

f ［（０ ，０） ＋ t（x ，y）］ － f （０ ，０）

t ＝ lim
t → ０

t x y２

x２ ＋ y２
＝ ０ ，

所以 f 在 （０ ，０）处的所有方向导数均存在且其值为 ０ ．从而应有 f （ x ，y） ＝

o（ x２ － y２ ）（（x ，y） → （０ ，０）） ．但这与下述结论矛盾 ：

lim
x ＝ y

（x ，y） → （０ ，０）

f （x ，y）
x２ ＋ y２

＝ lim
x → ０

x３
２ x２ ２ x２

≠ ０ ．

　 　 １５畅 证明 　对于点（x１ ，y１ ） ，（x２ ，y２ ） ，可由多个直线段连接 ，其中每个折线平

行于坐标轴 ．应用中值公式于每个线段 ，可得

| f （x１ ，y１ ） － f （x２ ，y２ ） | ≤ M（ | x１ － x２ | ＋ | y１ － y２ | ） ．

从而又导出

| f （x１ ，y１ ） － f （x２ ，y２ ） | ≤ M · ２ （x１ － x２ ）２ ＋ （y１ － y２ ）２ ．

　 　 １６畅 证明 　设｛（xn ，yn）｝ 炒 R２ 是收敛于（０ ，０）的点列 ，则对 ε＞ ０ ，存在 N ，使得

| xn － xm | ＜ ε／４M ，　 | yn － ym | ＜ ε／４M 　 （n ，m ＞ N） ．

作连接点（xn ，yn ）到（xm ，ym ）的折线段（每个平行于坐标轴） ．若该路径不过原点 ，

则如前题知

| f （xn ，yn） － f （xm ，ym ） | ＜ M（| xn － xm | ＋ | yn － ym | ） ＜ ε ；

若其中某个折线段经过原点 ，则可稍作移动（同方向移）ε／４M ，也可得出

| f （xn ，yn ） － f （xm ，ym ） | ＜ M（| xn － xm | ＋ | yn － ym | ） ＋ ２M ε
４M ≤ ε ．

由此可知 ，无论发生何种情形 ，｛ f （xn ，yn ）｝是收敛列（对其它收敛于（０ ，０）的点列

｛（sn ，tn ）｝ ，也可类推） ，且｛ f （sn ，tn ）｝收敛于同一值 ．这就使我们可以定义 f 在原点
的值且使 f 在原点连续 ．

注 　注意在 R１ 中的反例 ：f（x）＝ １（x ＜ ０） ，f （x）＝ ０（x ＞ ０） ．

１７畅 证明 　用极坐标写出 ：f （r ，θ）＝ rλg（θ） ，Laplace算符为
Δ ＝

抄
２

抄 r２ ＋
１
r

抄
抄 r ＋

１
r

抄
２

抄θ
２ ．

由此可得

０ ＝ Δ（rλg（θ）） ＝ λ（λ － １）rλ－２ g（θ） ＋ λrλ－２ g（θ） ＋ rλ－２ g″（θ）
＝ rλ－２ ［λ２ g（θ） ＋ g″（θ）］ ．

从而可知 g 是方程 g″ ＋ λ
２ g ＝ ０ 之解 ，且易知其一般解为 g（θ） ＝ acos （λθ） ＋

bsin（λθ） ．因为 g（θ）是以 ２π为周期的函数 ，所以 λ是整数 ．

１８畅 证明 　将原不等式改写为

lnln a ＋ alnb ＞ lnlnb ＋ bln a ，
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且记 y ＝ lnb＞ ０ ，x ＝ lna／lnb＞ １ ，从而只需指出

ln x ＞ y（xey － exy ） 　 （x ＞ １ ，y ＞ ０） ．

　 　 作二元函数 f （ x ，y） ＝ xey － exy ，易知 f′y （x ，y） ＝ xey － xexy ＜ ０ ．由此知

f （x ，y）对变量 y是递减函数 ，故 f （x ，y）＜ f （x ，０）＝ x － １ ．

（i）若 f （x ，y） ≤ ０ ，则 ln x ＞ y f （x ，y）＝ y（xey － exy ） ．

（ii）若 f （x ，y）＞ ０ ，即 f （x ，y）＝ ey ［x － e（ x － １）y
］＞ ０ ．从而得 x ＞ e（x － １）y ，或写成

ln x ＞ （x － １）y ．我们有

ln x ＞ （x － １）y ＞ y f （x ，y） ．

综合（i） ，（ii）即得所证 ．

１９畅 证明 　 （i）由齐次条件可知
x 抄 f
抄 x ＋ y 抄 f

抄y ＝ kf ，　 x 抄 g
抄 x ＋ y 抄 g

抄 y ＝ kf ．

从而得到

d（x f ＋ yg） ＝ fdx ＋ gdy ＋ x 抄 f
抄 xd x ＋

抄 f
抄y

dy ＋ y 抄 g
抄 xdx ＋

抄 g
抄 y

dy
＝ fd x ＋ gdy ＋ x 抄 f

抄 x ＋ y 抄 f
抄 y dx ＋ x 抄 g

抄 x ＋ y 抄g
抄 y dy

＝ （k ＋ １）（ fd x ＋ gdy） ，　 （x ，y） ∈ R２
．

　 　 （ii）若定义在［a ，b］上的 y ＝ h（x）满足式 （ 倡 ） ，则 φ（x） ＝ x f （ x ，h（x）） ＋
yg（x ，h（x））满足 dφ＝ ０ ．这说明 φ ≡ C（常数） ．即 y ＝ h（x）满足 x f ＋ yg ＝ C ．

２０畅 解 　如果真有如题所述之积分因子 ，那么式

h（xy ） f （x ，y）dx ＋ h（xy）g（x ，y）dy ＝ ０ （１）

为微分形 ．即必有

抄
抄y［h（xy） f （x ，y）］ ＝

抄
抄 x［h（xy）g（x ，y）］ ， （２）

x h′f ＋ h 抄 f
抄 y ＝ y h′g ＋ h 抄g

抄 x ， （３）

h′
h ＝

１
x f － yg

抄 g
抄 x －

抄 f
抄y ， （４）

其中假定 h（x y） ≠ ０ ，x f － yg ≠ ０ ．显然式（４）右端是 xy的函数 ，故存在函数 R（t） ，

１
x f － yg

抄 g
抄 x －

抄 f
抄 y ＝ R（xy） ．

　 　反之 ，若存在如上所述之 R（t） ，则积分因子为 h（xy） ＝ e∫xy０ R（ t）d t
．它是满足式

（２）的 ．

２１畅 证明 　由 f′x （０ ，０）＝ ０ ，f′y （０ ，０） ＝ ０可知 d f ＝ ０ ，故若 f （x ，y）在点（０ ，０）
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处可微 ，则 Δ f ＝ f （h１ ，h２ ） － f （０ ，０）＝ αh（h＝ h２１ ＋ h２２ ） ，其中当 h → ０时有 α→ ０ ．

但是 ，在 Δ f ＝ ｜h１ h２ ｜＝ αh在第一象限中沿夹角 θ０ 的直线上的 h趋于零时 ，

α并不趋于零 ．这是因为此时我们有 h１ ＝ hcosθ０ ，h２ ＝ hsinθ０ ，h sinθ０ cosθ０ ＝ αh ，

从而导出 α＝ sinθ０ cosθ０ ．因此可得 ，α是与 h１ ，h２ 无关的正数 ．这说明 f （x ，y）在
原点不可微 ．

２２畅 解 　改写原等式为

F（x ，y）＝ ∫
xy

０
＋∫

１

xy
f （t） | xy － t | d t

＝ xy∫
xy

０
f （t）d t －∫

xy

０
tf （t）d t ＋ xy∫

xy

１
f （t）d t －∫

xy

１
tf （t）d t ，

由此易知抄
２ F
抄 x２ ＝ ２ y２ f （xy） ，

抄
２ F
抄 y２ ＝ ２ x２ f （xy） ．

２３畅 证明 　反证法 ．假定结论不真 ，则对一列正数｛δn｝ ：δn → ０（n→ ∞ ） ，均有

（xn ，yn） ∈ D ，　 t（１）n ，t（２）n ∈ In ＝ （t０ － δn ，t０ ＋ δn ）（n ∈ N） ，

t（１）n ≠ t（２）n （n ∈ N） ，　 lim
n → ∞

t（ i）n ＝ t０ （i ＝ １ ，２） ，

f （xn ，yn ，t（１）n ） ＝ f （xn ，yn ，t（２）n ） ＝ ０（n ∈ N） ，

lim
n → ∞

（xn ，yn） ＝ （x０ ，y０ ） ∈ D ．

而由连续性可知

lim
n → ∞

f （xn ，yn ，t（ i）n ） ＝ f （x０ ，y０ ，t０ ） ＝ ０ 　 （i ＝ １ ，２） ．

注意到 F（x０ ，y０ ，t０ ）＞ ０ ，故必有 f′（x０ ，y０ ，t０ ） ≠ ０ ．

此外 ，在等式 f （xn ，yn ，t（１）n ） ＝ f （xn ，yn ，t（２）n ）中应用 Rolle 定理 ，就有位于 t（１）n

与 t（２）n 之间的点 tn ，使得 f′t （xn ，yn ，tn ） ＝ ０（n ∈ N） ，以及 lim
n → ∞

tn ＝ t０ ．再根据 f′t （x ，y ，

t）的连续性 ，又有

lim
n → ∞

f′t （xn ，yn ，tn） ＝ f′t （x０ ，y０ ，t０ ） ＝ ０ ．

导致矛盾 ．证毕 ．

２４畅 证明 　求出偏导数 ．可得

抄 z
抄 x ＝ y f x ＋ y

x y ＋ xy f′ x ＋ y
x y －

１

x２ ，

抄 z
抄y ＝ x f x ＋ y

x y ＋ xy f′ x ＋ y
x y －

１

y２ ．

由此可知

x２ 抄 z
抄 x － y２ 抄 z

抄y ＝ xy f x ＋ y
x y （x － y） ＝ （x － y）z ．

从而只需认定 F（x ，y）＝ x － y即可得证 ．
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２５畅 解 　在（２）式对 x求导两次 ，可得

af′x （ax ，bx ） ＋ bf′y （ax ，bx ） ＝ a ，
a２ f″x２ （ax ，bx ） ＋ ２ab f″xy （ax ，bx） ＋ b２ f″y２ （ax ，bx） ＝ ０ ． （４）

又在式（３）对 x求导可知
af″x２ （ax ，bx ） ＋ bf″xy （ax ，bx ） ＝ ２bx ． （５）

由（１）及（４）导得

f″xy （ax ，bx ） ＝ ０ ． （６）

将其代入式（５） ，我们有 f″x２ （ax ，bx） ＝ ２bx／a ．再将此代入（１） ，最后有 f″y２ （ax ，bx）＝
－ ２ax／b ．

２６畅 证明 　易知 z′x ＝ H′［ f （x）＋ g（y）］ f′（x） ，z′y ＝ H′［ f （x） ＋ g（y）］g′（y） ，

故可得 ln［z′x （x ，y）／z′y （x ，y）］＝ ln［ f′（x）／g′（y）］ ．由此就有

I ＝ 抄
２

抄 x抄y［ln f′（x） － ln f′（y）］ ＝
抄
抄 x －

g″（y）
g′（y） ＝ ０ ．

　 　 ２７畅 证明 　 令 Δ x （x１ ，y１ ，x２ ，y２ ） ＝ 抄 f
抄 x （x２ ，y２ ） －

抄 f
抄 x （x１ ，y１ ） ，其中（x１ ，y１ ） ，

（x２ ，y２ ） ∈ D ．注意到 f′x （x ，y）可微 ，故可知

Δ x （a ，b ，a ＋ ε ，b ＋ η） ＝ εf″xx （a ，b） ＋ ηf″（a ，b） ＋ δ（ε ，η） ， （１）

其中 δ（ε ，η）／ ε
２
＋ η

２
→ ０（ε ，η→ ０） ．此外 ，式（１）左端为

Δ x （a ＋ ε ，b ，a ＋ ε ，b ＋ η） ＋ Δ x （a ，b ，a ＋ ε ，b）
＝ Δ x （a ＋ ε ，b ，a ＋ ε ，b ＋ η） ＋ εf″xx （a ，b） ＋ δ１ （ε） ， （２）

其中 δ１ （ε）／ε→ ０（ε→ ０） ．结合式（１）与（２） ，得

Δ x （a ＋ ε ，b ，a ＋ ε ，b ＋ η） ＝ ηf″yx （a ，b） ＋ δ２ （ε ，η） ．

类似地考察
抄 f
抄y ，即换 x为 y ，也得

Δ y （a ，b ＋ η ，a ＋ ε ，b ＋ η） ＝ εf″xy （a ，b） ＋ δ３ （ε ，η） ，

这里的 δ２ （ε ，η） ，δ３ （ε ，η）的性态与 δ（ε ，η）同 ．

因为 F（y）＝ f （a＋ ε ，y） － f （a ，y）在（b ，b＋ η）上可导 ，所以由中值定理可知

F（b ＋ η） － F（b） ＝ ηF′（b ＋ θη） ＝ ηΔ y （a ，b ＋ θη ，a ＋ ε ，b ＋ θη） 　 （０ ＜ θ ＜ １） ．

由此导出

Δ ＝ f （a ＋ ε ，b ＋ η） － f （a ，b ＋ η） － f （a ＋ ε ，b） ＋ f （a ，b）
＝ εη f′xy （a ，b） ＋ ηδ３ （ε ，θη） 　 （θ与 ε ，η有关） ．

　 　类似地还可导出

Δ ＝ εη f″yx （a ，b） ＋ εδ２ （θ′ε ，η） ，　 ０ ＜ θ′ ＜ １ ．

总之 ，我们有（取 ε＝ η且令 ε → ０） f″xy （a ，b）＝ f″yx （a ，b） ．

２８畅 解 　令 u＝ x２１ ＋ ⋯ ＋ x２n ，则 抄F
抄 xk ＝ f′（u）xku （k ＝ １ ，２ ，⋯ ，n） ，
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抄
２ F
抄 x２k ＝ f′（u） １

u －
x２k
u２ ＋ f″（u） x

２
k

u２ 　 （k ＝ １ ，２ ，⋯ ，n） ．

由此可知 ∑
n

k ＝ １

抄
２ F
抄 x２k ＝

n － １
u f′（u） ＋ f″（u） ．根据题设可推得

（n － １）un －２ f′（u） ＝ un －１ f″（u） ＝
ddu［un －１ f′（u）］ ＝ ０ ．

从而我们有 f′（u）＝ Cu － n＋ １
（C是常数） ：

n ＝ １ ， f （u） ＝ C１ u ＋ C２ ，

n ＝ ２ ， f （u） ＝ C１ lnu ＋ C２ ，

n ＝ ３ ， f （u） ＝ C１ u－ n＋ ２
＋ C２ ．

　 　 ２９畅 证明 　例 f （x ，y ，z）＝ １ － x２ － y２ － z２ ．

３０畅 解 　改写 L为 x － ２ y ＝ ０ ，

x ＋ ２ z － ７ ＝ ０ ，
则过 L的平面方程有表达式

（x － ２ y） ＋ λ（x ＋ ２ z － ７） ＝ ０

或

（１ ＋ λ）x － ２ y ＋ ２λz － ７λ ＝ ０ ．

易知在 M０ 处之切平面的法向量为｛２ x０ ，４ y０ ，６ z０ ｝ ，而切平面方程为

２ x０ （x － x０ ） ＋ ４ y０ （y － y０ ） ＋ ６ z０ （z － z０ ） ＝ ０ ，

或

x０ x ＋ ２y０ y ＋ ３ z０ z － （x２０ ＋ ２ y２０ ＋ ３ z２０ ） ＝ ０ ．

由此可知 x０ x ＋ ２ y０ y ＋ ３ z０ z － ２１ ＝ ０ ．我们有

x０
１ ＋ λ

＝
２ y０
－ ２

＝
３ z０
２λ

＝
－ ２１

－ ７λ
＝ t ，

且得出 λt＝ ３ ，z０ ＝ ２ ，y０ ＝ － t ，x０ ＝ t（１ ＋ λ）＝ t ＋ ３ ．将此代入原方程 ，又知

（t ＋ ３）
２
＋ ２（－ t）２ ＋ ３ · ２

２
＝ ２１ 　 或 　 t２ ＋ ２ t ＝ ０ ．

由此导致 t１ ＝ ０或 － ２ ，因此切平面方程为

π ：x ＋ ２ z － ７ ＝ ０ 　 与 　 x ＋ ４ y ＋ ６ z － ２１ ＝ ０ ．

　 　 ３１畅 解 　 （i）记含 L的平面束方程为
（x － z － ２） ＋ λ（y － ２ z ＋ ４） ＝ ０ ，

或

x ＋ λy － （１ ＋ ２λ）z － ２ ＋ ４λ ＝ ０ ．

为求其中与平面 Σ垂直者 ，须有 １ × １ ＋ １ × λ＋ （ － １） × （ － １ － ２λ） ＝ ０ ，即 λ＝ － ２／３ ．

由此导出过 L之平面为
３ x － ２y ＋ z － １４ ＝ ０ ．

现在取 L′的方向向量为
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L′ ：｛１ ，１ ，－ １｝ × ｛３ ，－ ２ ，１｝ ＝ ｛ － １ ，－ ４ ，－ ５｝ ，

可知其方向余弦为

cosα ＝ － １／ ４２ ，　 cosβ ＝ － ４／ ４２ ，　 cosγ ＝ － ５ ４２ ．

　 　 （ii）由抄u
抄x ＝ － ysin（２xy） ，

抄u
抄y ＝ － xsin（２xy）＋ １／z２ ，

抄u
抄 z ＝ －２y／z３ 可知抄u

抄x M
０

＝ ０ ，

抄u
抄 y M

０

＝ １／（２４）
２
，
抄u
抄 z M

０

＝ － ３８／（２４）
３
．从而得到抄u

抄 l M
０

＝ ９４／（２４）
３

４２ ．

３２畅 解 　显然 ，蜒h（x ，y） ＝ （g′（x） g（y） ，g′（y） g（ x）） ，且由题设知（至少对

（x ，y） ≠ ０） ，蜒h（x ，y）必是（x ，y）的常数倍 ，故有

g′（x）g（y）
x ＝

g′（y）g（x）
y

，　
g′（x）
xg（x） ＝

g′（y）
yg（y）

　 （xy ≠ ０） ．

由此推得 g′（x）／x g（x）＝ C（常数） ，且导出 g（x）＝ Aecx２ ／２ ．因为 g（x）＞ ０（x ∈ R１
） ，

所以 A ＞ ０ ．易知任一如此之 g（x）均满足要求 ．

３３畅 证明 　考察由 F（x ，y）＝ （ f （x） ，－ y ＋ x f （x））定义的映射 F ：R２ R２
，则

F在点（x０ ，y０ ）处的雅可比行列式为 － f′（x０ ） ≠ ０ ．故由逆映射定理 ，易知 F在
（x０ ，y０ ）的一个邻域内是可逆的 ．类似地 ，f 在 x０ 附近有一个局部的逆 g ．从而在

点（x０ ，y０ ）的一个充分小的邻域中对 F－ １的每个分量明显有解 g（u） ＝ g［ f （x）］ ＝
x ，以及

y ＝ － v ＋ x f （x） ＝ － v ＋ g（u） f ［g（u）］ ＝ － v ＋ ug（u） ．

　 　 ３４畅 证明 　不妨假定 f 不是一个常数 ，由此知存在点（x０ ，y０ ） ，使得

抄 f （x０ ，y０ ）
抄 x ，

抄 f （x０ ，y０ ）
抄 y ≠ （０ ，０） ．

设
抄 f （x０ ，y０ ）

抄 x ≠ ０ （否则可旋转坐标轴） ，且记 z０ ＝ f （x０ ，y０ ） ，并考察 F（x ，y） ＝

（ f （x ，y） ，y） ．易知 F的雅可比行列式在（x０ ，y０ ）处不为 ０ ．根据逆映射定理 ，知 F
局部的逆 G（在（a ，y０ ）的一个邻域内） ．我们有

F［G（a ，y０ ）］ ＝ （a ，y） 　 （y含于某个包含 y０ 的闭区间 I） ．

记 j（t）是从［０ ，１］映到 I上的任意的一一映射 ，则函数 g（t） ＝ G（a ，j（t））（t ∈ ［０ ，１］）

满足要求 ．

３５畅 （i）证明 　易知 T的雅可比矩阵的行列式不等于 ０ ，故 T是局部可逆的一
一映射 ．

（ii）解 　考察限于 u２ ＋ v２ ＝ y的函数 f （u ，v） ＝ u ＋ v ，易知 － ２ y ≤ u ＋ v ≤
２ y ．因此 ，T的值域为

D ＝ ｛（x ，y） ：y ＞ ０ ，－ ２ y ≤ x ≤ ２ y｝ ．

　 　设（x ，y） ∈ D ，u＋ v ＝ x是 u‐v 平面中斜率为 － １的直线方程 ，且与以原点为中
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心以 y为半径的圆周 u２ ＋ v２ ＝ y相交 ．它们确实在 G内一点相交 ，从而 T是大范
围单射 ．

３６畅 证明 　记 S为 f 的奇点集 ，则 R２
＝ f （S） ∪ （R２

＼ f （S）） ．故只需指出 ：映射

f 把 G ＝ R２
＼ f － １

［ f （S）］映射到整个 R２
＼ f （S）上 ．由（i）知 R２

＼ f （S）是连通的 ．因为

f （S）是闭集 ，G是开集 ，所以又只需指出 ：f （G）在 R２
＼ f （S）内既是开集也是闭集 ．

首先 ，根据 G ∩ S ＝ 碬以及逆映射定理 ，可知 f 在 G 内每一点的一个邻域中是
可逆的 ．从而在局部 f 是开映射 ．因为开集的并仍是开集 ，所以 f （G）是开集 ．

其次 ，设 X０ 是 f （G）在 R２
＼ f （S）内的聚点 ，而｛Xn｝是 f （G）中收敛到 X０ 的点

列 ．因为｛Xn｝是有界列 ，所以由题设知点列｛ f － １
（Xn ）｝是有界的 ．现在设 Y n ＝

f （Xn ）（n∈ N） ，它是有界点列 ，也有聚点 ，记为 Y ０ ．根据 f 的连续性 ，可得 Y ０ ＝

f （X０ ） ．注意到 Y ０ 碒 f （S） ，X０ 碒 f － １
［ f （S）］ ，故有 Y ０ ∈ f （G） ．这说明 f （G）是 R２

＼

f （S）中的闭集 ．

３７畅 证明 　易知 f （R２
）是连通集 ，注意到 f （R２

） ≠ 碬 ，故只需指出 ：f （R２
）既是

开集又是闭集即可 ．

（i）设（s ，t）＝ f （x ，y） ∈ f （R２
） ．由题设以及逆映射定理可知 ，存在点（x ，y）的

邻域 U以及（s ，t）的邻域 V ，使得 f ｜U ：U V 是微分同胚 ．从而 V 是点（s ，t）的开邻
域 ．这说明 f （R２

）是开集 ．

（ii）设 Y n ＝ （sn ，tn ）（n ∈ N）是 f （Rn
）中收敛到点 Y ０ ＝ （s０ ，t０ ）的点列 ，且令

Xn ＝ （xn ，yn ） ，f （xn ，yn） ＝ （sn ，tn ） ，由 K ＝ ｛Y １ ，Y ２ ，⋯ ，Y n ⋯ ｝是紧集可知 ，f － １
（K ）

也是紧集 ．但｛Xn｝ 炒 f － １
（K） ，于是它含有一个收敛子列｛Xnj ｝ ：lim

j → ∞
Xnj ＝ lim

j → ∞
（xnj ，

ynj ）＝ （x０ ，y０ ） ．因为 f 连续 ，所以lim
j → ∞

f （xnj ，ynj ）＝ f （x０ ，y０ ） ．注意到lim
j → ∞

（sn j ，tn j ）＝
（s０ ，t０ ） ．这说明 f （Rn

）是闭集 ．

３８畅 证明 　由 F′x ＝ ０ ＝ F′y可知
（ax２

＋ ２bxy ＋ cy２
）／（αx２

＋ ２βx y ＋ γy２
） ＝ （ax ＋ by）／（αx ＋ βy） ， （１）

（ax２
＋ ２bxy ＋ cy２

）／（αx２
＋ ２βx y ＋ γy２

） ＝ （bx ＋ cy）／（βx ＋ γy） ． （２）

从而得到

ax ＋ by
αx ＋ βy

＝
bx ＋ cy
βx ＋ γy ＝ λ ＝

ax２
＋ ２bxy ＋ cy２

αx２
＋ ２βxy ＋ γy２ ．

由此导出方程组

ax ＋ by ＝ λ（αx ＋ βy） ，

bx ＋ cy ＝ λ（βx ＋ γy） ．

从中解出（x０ ，y０ ） ，我们有

（a － λα）x０ ＝ （λγ － b）y０ ，

（b － λβ）x０ ＝ （λγ － c）y０ ，
　
ax２

０ ＋ ２bx０ y０ ＋ cy２
０

αx２
０ ＋ ２βx０ y０ ＋ γy２

０

＝ λ ，
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最后得到（b２ － ac）＋ （aγ＋ cα － ２bβ）λ＋ （β
２
－ αγ）

２
λ
２
＝ ０ ．

３９畅 解 　不妨令三角形的各边长为 x ，y ，z ，其中 x ＋ y ＋ z ＝ ２ p ．如果是绕边长

为 x的边旋转 ，那么其旋转体体积为 V ＝ πh２ x／３ ，其中 h为相对边长为 x 的该三
角形的高 ．从三角形的面积公式 S ＝ ah／２ ＝ p（p － x）（p － y）（p － z）中解出 h并
代入 V 可得

V ＝ ４π p（p － x）（p － y）（p － z）／３ x ．

为求 V 的最大值 ，我们考察函数

u ＝ f （x ，y ，z） ＝ （p － x）（p － y）（p － z）／x
在条件 x ＋ y ＋ z ＝ ２ p（x ＞ ０ ，y ＞ ０ ，z ＞ ０）下的最大值 ．为此 ，作辅助函数

F（x ，y ，z） ＝
（p － x）（p － y）（p － z）

x ＋ λ（x ＋ y ＋ z － ２ p）

并解方程组

抄F
抄 x ＝ －

１

p － x －
１
x ＋ λ ＝ ０ ，

抄F
抄 y ＝ －

１

p － y ＋ λ ＝ ０ ，

抄F
抄 z ＝ －

１

p － z ＋ λ ＝ ０ ，

　 x ＋ y ＋ z ＝ ２ p ．

易知其解为 x ＝ p／２ ，y ＝ z ＝ ３ p／４ ，从而体积之最大值为 V ＝ π p３ ／１２ ．这说明当三

角形的三边长各为 p／２ ，３ p／４ ，３ p／４ ，且是绕边长为 p／２的边旋转时 ，其体积最大 ．

４０畅 证明 　首先指出 ：存在 u０ ∈ S１ ，v０ ∈ S２ ，使得 d（u０ ，v０ ） ＝ d（S１ ，S２ ） ，其中

d（S１ ，S２ ） ＝ inf｛d（u ，v） ：u ∈ S１ ，v ∈ S２ ｝ ．

我们定义 S１ 上的函数
f１ （u） ＝ d（u ，S２ ） ＝ inf｛d（u ，v） ：v ∈ S２ ｝ 　 （u ∈ S１ ） ，

它是连续的 ，且在紧集 S１ 上达到下确界值 ，即存在 u０ ∈ S１ ，使得 d（u０ ，S２ ） ＝ d（S１ ，

S２ ） ；又定义在 S２ 上的函数 f ２ （v）＝ d（u０ ，v）（v ∈ S２ ） ，当然也是连续的 ．若令紧集

S′２ ＝ ｛v ＝ （r ，s ，t） ∈ S２ ：d（u０ ，v） ≤ d（S１ ，S２ ） ＋ １｝ ，

则 inf
v ∈ S

２

｛ f２ （v）｝ ＝ inf
v ∈ S′

２

｛ f ２ （v）｝ ．因此存在 v０ ∈ S′２ 炒 S２ ，使得 d（u０ ，v０ ） ＝ d（u０ ，S２ ） ＝

d（S１ ，S２ ） ．注意到 ，若（x ，y ，z）∈ S１ ，则 z ≥ ９ ；若（x ，y ，z） ∈ S２ ，则 z ≤ １ ．因此 u０ ≠ v０ ．

现在 ，S１ 与 S２ 各为
g１ （x ，y ，z） ＝ ２ x２ ＋ （y － １）

２
＋ （z － １０）

２
，

g２ （x ，y ，z） ＝ z（x２ ＋ y２ ＋ １）

的水平截集 ．我们定义

F（x ，y ，z ，r ，s ，t） ＝ （x － r）２ ＋ （y － s）２ ＋ （z － t）２ ，

φ１ （x ，y ，z ，r ，s ，t） ＝ g１ （x ，y ，z） ，
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φ２ （x ，y ，z ，r ，s ，t） ＝ g２ （r ，s ，t） ，

则 S１ × S２ ＝ ｛（ξ ，η） ∈ R３
× R３

：φ１ （ξ ，η）＝ １ ，φ２ （ξ ，η） ＝ １｝ ．前面指出 ，存在（u０ ，v０ ） ∈
S１ × S２ ，它是 F在 S１ × S２ 上之最小值点 ．对（ξ ，η） ∈ S１ × S２ ，两向量

蜒φ１ （ξ ，η） ＝ （蜒g１ （ξ ，η） ，０） ，　 蜒φ２ （ξ ，η） ＝ （０ ，蜒g２ （η））
是线性无关的 ．根据 Lagrange乘子定理 ，存在 λ ，μ ，使得

蜒F（u０ ，v０ ） ＝ λ 蜒φ１ （u０ ，v０ ） ＋ μ 蜒φ２ （u０ ，v０ ） ．

我们有蜒F（u０ ，v０ ）＝ （２（u０ － v０ ） ，－ ２（u０ － v０ ）） ，以及

λ 蜒φ１ （u０ ，v０ ） ＋ μ 蜒φ２ （u０ ，v０ ）
＝ λ（蜒g１ （u０ ） ，０） ＋ μ（０ ，蜒g２ （v）） ＝ （λ 蜒g１ （u０ ） ，μ 蜒g２ （v０ ）） ．

从而导出 λ 蜒g１ （u０ ）／２ ＝ u０ － v０ ＝ － μ 蜒g２ （v０ ）／２ ．注意 ，u０ － v０ ，蜒g１ （u０ ）与
蜒g２ （v０ ）皆不等于 ０ ，故向量 u０ － v０ 平行于蜒g１ （u０ ） ，蜒g２ （v０ ） ．由此即可得证 ．

４１畅 证明 　令 r２ ＝ x２ ＋ y２ ＋ z２ ，u＝ f （x ，y ，z） ＝ x３ ＋ y３ ＋ z３ ，而考察函数 f 在
x ＋ y ＋ z ＝ ０ ，x２ ＋ y２ ＋ z２ ＝ r２ 的条件下的极值 ．因为 u是连续可微的 ，所以其最

大 、最小值必在临界（驻）点处达到 ．令

F（x ，y ，z） ＝ x３ ＋ y３ ＋ z３ ＋ λ（x２ ＋ y２ ＋ z２ － r２ ） ＋ μ（x ＋ y ＋ z） ，

并解方程组

抄F
抄 x ＝ ３ x２ ＋ ２λx ＋ μ ＝ ０ ，

抄F
抄 y ＝ ３ y２ ＋ ２λy ＋ μ ＝ ０ ，

抄F
抄 z ＝ ３ z２ ＋ ２λz ＋ μ ＝ ０ ，

　

x ＋ y ＋ z ＝ ０ ，

x２ ＋ y２ ＋ z２ ＝ ０ ，

　

易知 u的最大值为 r３ ／ ６ ，最小值为 － r３ ／ ６ ．这就可导出

６u２ ＝ ６（x３ ＋ y３ ＋ z３ ）２ ≤ r２ ＝ （x２ ＋ y２ ＋ z２ ）３ ．

４２畅 证明 　 首先有 ｜Fn （x）｜ ≤ ∫
１

０
（x ＋ y）dy ∫

１

０
f２n （y）dy ≤

１５
２

．其次 ，易

知 x ＋ y在［０ ，１］ × ［０ ，１］上一致连续 ，故对任给 ε＞ ０ ，存在 δ＞ ０ ，使得（x１ ，x２ ，y１ ，

y２ ∈ ［０ ，１］
２
）

| x１ ＋ y１ － x２ ＋ y２ | ＜ ε　 （ | x１ － x２ | ＋ | y１ － y２ | ＜ δ） ．

特别地 ，当｜x１ － x２ ｜＜ δ时有

| Fn（x１ ） － Fn（x２ ） | ＝ ∫
１

０
（ x１ ＋ y － x２ ＋ y） f n（y） ≤ ε∫

１

０
| f n（y） | dy ≤ ５ε ．

这说明｛Fn（x）｝在［０ ，１］上等度连续 ，从而可抽子列一致收敛 ．

４３畅 解 　易知 e－４ t f （t） ＝ ∫
＋ ∞

０
e－ （x＋ t／x）２ d x ，求导得
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［ f′（t） － ４ f （t）］e－４ t
＝ － ２∫

＋ ∞

０
１ ＋

t
x２ e－ （ x＋ t／x）２ d x ．

令 s ＝ x － t／x ，又有

f′（t） － ４ f （t）＝ － ２∫
＋ ∞

０
１ ＋

t
x２ e－ （x＋ t／x）２ d x

＝ － ２∫
＋ ∞

－ ∞
e－ s２ ds ＝ － ２ π ．

由此可解出 f （t）＝ ce４ t ＋ π ／２ ．注意到 ０ ＜ f （t）＜ （ π／２）e２ t ，故 c ＝ ０ ．从而我们有

f （t） ＝ （ π／２）e４ t ．
４４畅 证明 　由 e － xt２

＜ １可知 F（x）在［０ ，∞ ）上有定义 ，且积分关于 x在任意的
区间［a ，b］上一致收敛（０ ≤ a＜ b ＜ ∞ ） ，F ∈ C（［a ，b］） ，令 f （x ，t） ＝ e － xt２

／（１ ＋ t２ ） ，

对任意 t ≥ ０ ，有
抄 f
抄 x ＝ － t２ e － xt２

／（１ ＋ t２ ） ，而且

抄 f
抄 t ≤ e－ αt２

（x ≥ α ＞ ０） ，　∫
＋ ∞

０
e－ αt２ d t ＜ ＋ ∞ ，

因此得到 F′（x）＝ －∫
＋ ∞

０

t２ e－ xt２

１ ＋ t２ d t（x ＞ ０） ．

写出等式

F′（x） － F（x）＝ －∫
＋ ∞

０

t２ e－ xt２

１ ＋ t２ ＋
e－ xt２

１ ＋ t２ d t
＝ －∫

＋ ∞

０
e－ xt２ d t ＝ －

π

２ x
　 （x ＞ ０） ．

从而导出 lim
x → ０

＋
F（x）＝ F（０）＝ π／２ ．解此方程即可证得 ．

４５畅 解 　由于lim
α→ ∞

［ln（x ＋ ｜α｜）／ln（x２ ＋ α
２
）］ ，故若能指出积分是一致收敛的 ，

就可在积分号下取极限 ．为此 ，对任给 ε＞ ０ 以及任给 x ∈ ［１ ，２］ ，当 ｜α｜＞ （e１／ε －

１）
１／２时可以导出

ln（x ＋ | α | ）ln（x２ ＋ α
２
）

－
１
２

＝
ln［１ ＋ ２ x | α | ／（x２ ＋ α

２
）］

２ln（x２ ＋ α
２
）

≤
２ | α |

（１ ＋ α
２
）ln（x２ ＋ α

２
）
≤

１ln（１ ＋ α
２
）
＜ ε ．

从而在积分号下求极限 ，我们有

I ＝ ∫
２

１
lim （x ＋ | α | ）

（x２ ＋ α
２
）
d x ＝ ∫

２

１

d x
２

＝
１
２

．

　 　 ４６畅 证明 　作变换 t＝ s／x ，则 I（s）＝ I（t） ．由此易知

I（s） ＝ ２∫
＋ ∞

s

e－ x／s－１ ／x

x dx ．
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注意到 e － １ ／x
＝ １ ＋ O（s － １／２

）（s → ＋ ∞ ，对 x ≥ s是一致的） ，故可得

I（s）＝ ２ １ ＋ O １

s ∫
＋ ∞

s

e－ x／s

x d x
＝ ２ １ ＋ O １

s ∫
＋ ∞

１／ s

e－ t

t d t
分部积分

２ １ ＋ O １

s e－ t ln t ＋ ∞

１ ／ s ＋∫
＋ ∞

１／ s
e－ t ln td t

＝ ２ １ ＋ O １

s ［lns／２ ＋ O（１）］ 　 （s → ＋ ∞ ） ，

从而我们有 I（s）＝ ln s ＋ O（１） 　 （s → ＋ ∞ ） ，得证 ．

４７畅 证明 　记 φn （t）＝ （nt n ！）／t（t＋ １） ⋯ （t ＋ n） ，则根据部分分式展开可知

φn （t）＝ nt ∑
n

k ＝ ０

（－ １）
k n
k

１
t ＋ k ＝ nt∫

１

０
xt －１ （１ － x）nd x

＝∫
n

０
st －１ １ －

s
n

nds ＝ ∫
nε

０
＋∫

n

nε
s t －１ １ －

s
n

nds
扯 J１ ＋ J２ 　 （ε ＞ ０且 ε（t ＋ ２） ＜ １） ．

　 　对 ０ ≤ s≤ nε ，可导出 nln（１ － s／n）＝ － s＋ O（n２ε － １ ）（n→ ∞ ） ．故 J１ ＝ ∫
nε

０
st －１ e－ sds ＋

O（nε（ t＋ ２） －１ ） （n → ∞ ） ．

对 nε ≤ s ≤ n ，存在 a＞ ０ ，使得
nln（１ － s／n） ≤ nln（１ － nε－１ ） ≤ － anε

．

因此 ，J２ ＝ O（ntexp（ － anε）） → ０（n→ ∞ ） ．从而有

φn （t） → Γ（t） 　 （n → ∞ ） ．

　 　 ４８畅 证明 　注意到∫
＋ ∞

０
（ln x）σx t －１ e－ x d x（σ ＞ ０）关于 t在紧集上一致收敛 ，故可

对 t在积分号下求导 ．从而知 Γ（t）之凸性可由∫
＋ ∞

０
（ln x）２ xt －１ e－ x dx ＞ ０得证 ．

４９畅 证明 　 （i）对 n＝ ２ ，我们取定 s＞ ０ ，令 Ψ（t）＝ （Γ（t ＋ s）／Γ （s））B（t ，s）（t ＞
０） ，显然 Ψ（t）＞ ０且 Ψ（１）＝ １ ，更有

Ψ（t ＋ １） ＝ （t ＋ s） Γ（t ＋ s）
Γ（s） B（t ＋ １ ，s） ＝ tΨ （t） ．

（分部积分 ，B（t ＋ １ ，s） ＝ （ t／s）B（ t ，s ＋ １） ＝ （ t／s）B（ t ，s） － （ t／s）B（ t ＋ １ ，s） ．）因为

Γ（t＋ s）以及 B（t ，s）关于 t是凸函数 ，所以 Ψ（t）是对数凸 ，且可推知 Ψ（t）＝ Γ（t） ．

（ii）对 n＞ ２ ，应用归纳法 ，假定式（ 倡 ）对 n为真 ，在（n － １）维单形 Δn － １中 ，对
任一实数组 ：（x１ ，⋯ ，xn － １ ）作替换 ：xn ＝ （１ － x１ － x２ － ⋯ － xn － １ ）s（０ ＜ s ＜ １） ，则积

分∫⋯∫
Δn

x t
１ －１
１ ⋯ xtn －１n （１ － x１ － ⋯ － xn ）tn＋ １ －１ d x１ ⋯ d xn 变成
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∫⋯∫
Δn－１

xt１ －１
１ ⋯ xtn－１ －１

n－１ （１ － x１ － ⋯ － xn－１ ）tn＋ tn＋ １ －１ d x１ ⋯ dxn－１ ×∫
１

０
stn －１ （１ － s）tn＋ １ －１ ds

＝
Γ（t１ ） ⋯ Γ（tn－１ ）Γ（tn ＋ tn＋ １ ）

Γ（t１ ＋ ⋯ ＋ tn ＋ tn＋ １ ）
Γ（tn ）Γ（tn＋ １ ）
Γ（tn ＋ tn＋ １ ） ．

这说明式（ 倡 ）对 n＋ １也真 ，证毕 ．

５０畅 证明 　在公式两端对 x求导 ，可得

f′（x） ＝ ln（Γ（x ＋ １）／Γ（x）） ＝ ln x ．

由此知 f （x）＝ x（ln x － １）＋ C（注意 C ＝ f （１） ＋ １） ．为求 C值 ，引用 Γ（t）的公式可
得

lnΓ（t） ＝ － ln t ＋ lim
n → ∞

tlnn ＋ ln １
t ＋ １

＋ ⋯ ＋ ln n
t ＋ n ，

可写成

lnΓ（t ＋ １） ＝ ∑
∞

k ＝ １

tln k ＋ １
k － ln t ＋ k

k （ 倡 ）

由关系式 tln k ＋ １
k － ln t＋ k

k ＝ O １

k２ （k → ∞ ） ，可知式（ 倡 ）中级数对 t ∈ ［０ ，１］

是一致收敛的 ．因此可逐项积分 ，得到

f （１）＝∫
１

０
lnΓ（t ＋ １）d t

＝ lim
n → ∞

１
２
lnn － （n ＋ １）ln（n ＋ １） ＋ n ＋ lnn ！

＝ － １ ＋ lim
n → ∞

An 　 An ＝ n ＋ lnn ！－ n ＋ １
２

lnn ．

因此 ，C＝ lim
n → ∞

An ，我们有

C ＝ lim
n → ∞

（２An － A２ n ） ＝ lim
n → ∞

ln （n ！）２
（２n） ！ ＋ ２n ＋ １

２
ln２ －

１
２
lnn

＝ lim
n → ∞

２ １ ＋
１
２n

n n n ！

１
２

１
２

＋ １ ⋯
１
２

＋ n

＝ ２Γ
１
２

＝ ２π ，　 C ＝ ln ２π ．

　 　 ５１畅 解 　作函数 f （x） ＝ （x － １）／ln x（０ ＜ x ＜ １） ，f （０） ＝ ０ ，f （１） ＝ １ ，则 f ∈

C（［０ ，１］） ，而 I ＝ ∫
１

０
f （x）d x ．令 I（α） ＝ ∫

１

０
（xα － １）／ln xd x ，则 I′（α） ＝ ∫

１

０
xαd x ＝

１／（１ ＋ α） ．由此又知

I（α） ＝ ∫
dα

１ ＋ α
＋ C ＝ ln（１ ＋ α） ＋ C ．
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注意到 I（０）＝ ０ ，故 C＝ ０ ．从而有

I（α） ＝ ln（１ ＋ α） ，　 I ＝ I（１） ＝ ln２ ．

　 　 ５２畅 证明 　从等式sin（tx）
x ＝

x · sin（tx）
a２ ＋ x２ ·

a２ ＋ x２
x２ 看 ，由于函数（a２ ＋ x２ ）／x２ 是

单调的 ，且有｜１ ＋ a２ ／x２ ｜ ≤ １ ＋ a２ ，故若原积分一致收敛 ，则积分∫
＋ ∞

０
sin（tx ）／xd x

一致收敛 ，将导致矛盾 ，证毕 ．

５３畅 解 　令 Gk （x）＝∫
x

０

（x － t）k
k ！

ent d t ，则
G０ （x） ＝ ∫

x

０
ent d t ＝ enx － １

n ，　 G′k （x） ＝ Gk－１ （x） 　 （k ＝ １ ，２ ，⋯ ，n － １） ．

由此可知

dnG k （x）
dxn ＝

dn － kG０ （x）
d xn － k ＝ nn － k －１ enx 　 （n ＞ k） ．

从而我们有

G（n）
（x） ＝

dn

d xn ［G０ （x） ＋ G１ （x） ＋ ⋯ ＋ Gn－１ （x）］

＝ （nn －１ ＋ nn －２ ＋ ⋯ ＋ １）enx ＝
（nn － １）enx ／（n － １） ， n ≠ １ ，

ex ， n ＝ １ ．

　 　 ５４畅 解 　注意到∫
b

a
x ydy ＝ （xb － xa）／ln x ，可知

I１ ＝ ∫
１

０
d x∫

b

a
x y sin ln １

x dy ，　 I２ ＝ ∫
１

０
dx∫

b

a
x ycos ln １

x dy ．

令

f １ （x ，y） ＝
xy sin ln １

x ， ０ ＜ x ≤ １ ，a ≤ y ≤ b ，

０ ， x ＝ ０ ，a ≤ y ≤ b ，

f ２ （x ，y） ＝
xycos ln １

x ， ０ ＜ x ≤ １ ，a ≤ y ≤ b ，

０ ， x ＝ ０ ，a ≤ y ≤ b ．
易知 f１ ，f２ 是连续函数 ，故得到

I１ ＝ ∫
b

a
dy∫

１

０
xy sin １

x d x ，　 I ＝ ∫
b

a
dy∫

１

０
xycos ln １

x d x ．

作变量替换 x ＝ e － t
，可导出

∫
１

０
xy sin ln １

x d x ＝ ∫
＋ ∞

０
e－ （１＋ y） t sin td t ，

∫
１

０
xycos ln １

x d x ＝ ∫
＋ ∞

０
e－ （１＋ y） tcos td t ．
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从而我们有

I１ ＝ ∫
b

a

dy
１ ＋ （y ＋ １）

２ ，　 I２ ＝ ∫
b

a

（y ＋ １）dy
１ ＋ （y ＋ １）

２ ．

由此即得

I１ ＝ arctan b － a
１ ＋ （a ＋ １）（b ＋ １）

，　 I２ ＝
１
２
ln b２ ＋ ２b ＋ ２

a２ ＋ ２a ＋ ２
．

　 　 ５５畅 解 　作变换 x ＝ － u／２ ＋ v／２ ，y ＝ u／２ ＋ v／２ ，则区域｛０ ＜ x ＜ y ＜ π｝与 D ＝

｛０ ＜ u＜ v ＜ ２π － u｝对应 ，且 J ＝ １／２ ，从而得

I ＝ １
２簇D

ln | sinu | dudv ＝ ∫
π

０
（π － u）ln | sinu | du ．

注意到（π／２ － u）ln ｜sinu｜是关于 u ＝ π／２的奇函数 ，故相应的在（０ ，π）上之积分等

于零 ．因此

I ＝ π∫
π／２

０
ln | sinu | du ＝

π
２ ∫

π／２

０
ln | sinu | du ＋∫

π／２

０
ln | cosu | du

＝
π
２∫

π／２

０
ln | sin（２u） | du －

π
２

４
＝

I
２

－
π
２

４
ln２ ．

由此导出 I ＝ － π
２ ln２／２ ．

５６畅 解 　作变换 x ＋ y ＝ u ，y／x ＝ v ，即 x ＝ u／（１ ＋ v） ，y ＝ uv／（１ ＋ v） ，易知

抄（x ，y）
抄（u ，v） ＝

１／（１ ＋ v） － u／（１ ＋ v）２

v／（１ ＋ v）２ u／（１ ＋ v）２ ＝
u

（１ ＋ v）２ ．

从而我们有

I ＝ ∫
＋ ∞

０
dv∫

１

０

u２ ln（１ ＋ v）
（１ ＋ v）２ １ － u

du
＝ ∫

＋ ∞

０

ln（１ ＋ v）
（１ ＋ v）２ dv∫

１

０

u２ du
１ － u

＝ １ ·∫
１

０

u２ du
１ － u

１ － u ＝ t
∫

１

０

（１ － t）２
t

d t ＝ １６
１５

．

　 　 ５７畅 解 　注意到被积函数是全纯函数 z３ ＝ （x ＋ iy）３ 的实部 ，且是调和函数 ，故

它在任一圆盘上积分值等于它在圆心的值乘以圆盘面积 ．因此令

D１ ＝ ｛（x ，y） ：（x ＋ １）
２
＋ y２ ≤ ９｝ ，　 D２ ＝ ｛（x ，y） ：（x － １）

２
＋ y２ ≥ １｝ ，

可得

I ＝ 簇
D
１

－簇
D
２

（x３ － ３ xy２
）d xdy ＝ － ９π － π ＝ － １０π ．

　 　 ５８畅 解 　记 R３ 中的单位球为 B ，又令 f （x ，y ，z）＝ （ax ，by ，cz） ，则体积 V 是 B
在映射 f 下的象点集 f （B）的体积 ．由 f 的雅可比矩阵的行列式等于 abc ，故得
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V ＝ 蹿
f （B）

d xdyd z ＝ 蹿
B
abcdxdyd z ＝

４
３
π abc ．

　 　 ５９畅 解 　首先 ，易知该级数是收敛的 ．

其次 ，考察积分 I ＝ ∫
１

０∫
１

０
１／（１ － xy）d xdy ．

（i）注意到 １
１ － xy ＝ ∑

∞

k ＝ ０

（xy）k （０ ＜ x ，y ＜ １） ，故知

I ＝ ∫
１

０∫
１

０ ∑
∞

k ＝ ０

（xy）kdxdy ＝ ∑
∞

k ＝ ０
∫

１

０∫
１

０
（xy）kd xdy

＝ ∑
∞

k ＝ ０
∫

１

０
xkd x ∫

１

０
ykdy ＝ ∑

∞

k ＝ ０

１

（k ＋ １）
２ ＝ ∑

∞

k ＝ １

１

k２ ．

　 　 （ii）对积分 I作变量替换 ：x ＝ u － v ，y ＝ u＋ v ，可知
１

１ － xy ＝
１

１ － （u２ ＋ v２ ） ，　
抄（x ，y）
抄（u ，v） ＝ ２ ．

I ＝ ４∫
１／２

０ ∫
u

０

dv
１ － u２ ＋ v２ du ＋ ４∫

１

１／２ ∫
１ － u

０

dv
１ － u２ ＋ v２ du

＝ ４∫
１／２

０

１

１ － u２
arctan u

１ － u２ du ＋ ４∫
１

１／２

１

１ － u２
arctan １ － u

１ － u２ du ．

　 　若令 φ（u） ＝ arctan（u／ １ － u２ ） ，ψ（u）＝ arctan（（１ － u）／ １ － u２ ） ，则有 φ′（u）＝
１／ １ － u２ ，ψ′（u）＝ － （１ － u）／２ １ － u２ ．从而得到

I ＝ ４∫
１／２

０
φ′（u）φ（u）du ＋ ４∫

１

１／２
（－ ２ψ′（u）ψ（u））du

＝ ２φ
２
（u）

１／２

０
－ ４ψ

２
（u）

１

１／２
＝ ２φ

２ １
２

－ ２φ
２
（０） － ４ψ

２
（１） ＋ ４ψ

２ １
２

＝ ２
π
６

２

－ ０ ＋ ０ ＋ ４
π
６

２

＝
π
２

６
．

由此即可得证 ．

６０畅 证明 　令 dx１ ⋯ dxn ＝ dv ，R２
＝ x２１ ＋ ⋯ ＋ x２n ，易知

Γ
１
２

n

＝ ∫
＋ ∞

０
e－ R２ dv ．

记 V ＝ C · Rn
（C 是正比常数 ） ，由此可得 dV ＝ nC · Rn －１ dR ，（Γ（１／２））

n
＝

∫
＋ ∞

０
e－ R２ nC · Rn －１ dR ．令 u ＝ R２

，我们有∫
＋ ∞

０
e－ R２ nC · Rn －１ dR ＝ nC · Γ

n
２

／２ ．注意

到 Γ（１／２） ＝ π
１／２

，故知 C ＝ （π
n／２
）／Γ（n／２ ＋ １） ．这说明 V n ＝ π

n／２ Rn
／Γ

n
２

＋ １ ．

６１畅 证明 　令 un ＝ （x１ ＋ ⋯ ＋ xn）／n ，dv ＝ dx１ ⋯ dxn ，则
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∫⋯∫
D０n

undv ＝
１
２

，　 Jn ＝ ∫ ⋯∫
D０n

un －
１
２

２ dv ＝
１
１２n ．

取正数列 Cn ＝ １／n１／３ ，且令 D′n ＝ ｛（x１ ，⋯ ，xn ） ∈ D０
：｜un － １／２｜≥ Cn｝ ，易知

１
１２n ＝ Jn ≥ C２

n ·∫ ⋯∫
D′n

dv ，　∫ ⋯∫
D′n

dv ≤
１

１２nC２
n
．

注意到上式右端在 n → ∞时趋于 ０ ，故对任给 ε＞ ０ ，存在 N ，使得当 n ≥ N 时有（注

意｜un － １／２｜＜ １／n１／３ ）
| f （un） － f （１／２） | ＜ ε　 （（x１ ，⋯ ，xn ） ∈ D０

n ＼D′n） ．

从而我们有（M ＝ max
［０ ，１］

｛｜ f （x）｜｝）

∫ ⋯∫
D０n

f （un）dv － f １
２

≤ ∫ ⋯∫
D′n

＋∫ ⋯∫
D０n＼D′n

f （un ） － f １
２

dv ≤
M

６n１／３ ＋ ε ．

现在只需取 N充分大 ，使 n ≥ N时有 M ／６n１ ／３ ＜ ε即可得 I ＝ f （１／２） ．

６２畅 证明 　 （i）易知 F′y （x ，y）＝ ∫
x

a
f （t ，y）d t ，F″yx （x ，y）＝ f （x ，y）（（x ，y） ∈ I） ．

（ii）注意到 F′y （x ，y）在 I上连续 ，故有

抄
抄 x∫

y

c ∫
x

a
f （t ，s）d t ds ＝ 抄

抄 x∫
y

c
F′y （x ，s）ds

＝∫
y

c
抄
抄 xF′y （x ，s）ds ＝ ∫

y

c

抄
抄 x∫

x

a
f （t ，s）d t ds ．

由此可推得 F″xy （x ，y）＝ f （x ，y） ．

６３畅 证明 　不妨假定 Br 与 BR 的方程表示各为

x２ ＋ y２ ＋ （z － R）２ ＝ r２ ，　 x２ ＋ y２ ＋ z２ ＝ R２
，

则此两球面的交线为圆周 L ：
z ＝ R － r２ ／２R ，

x２ ＋ y２ ＝ r２ － r４ ／４R３
．
由 z ＝ R － r２ － x２ － y２可知

抄 z
抄 x ＝

x
r２ － x２ － y２

，　
抄 z
抄y ＝

y
r２ － x２ － y２

．

记 L所围的圆在 XOY 平面上的投影为 D ，我们有

S ＝ 簇
D

１ －
抄 z
抄 x

２

－
抄 z
抄 y

２ d xdy ＝ r簇
D

d xdy
r２ － x２ － y２

＝ r∫
２π

０
dθ∫

r２ － r４ ／４ R２

０

ρdρ
r２ － ρ

２
＝ ２π r２ － π r３ ／R ．

因为dSd r ＝ ０导出 r ＝ ４R／３ ，由d２ Sd r２ r ＝ ４／３
＝ － ４π ＜ ０ ，所以 r ＝ ４R／３ ，S最大 ．
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６４畅 解 　在式（１）两端乘以（x － y） ，则由式（２）知

（x － y）３ ＝ a（x２ － y２ ） ＝ ９ az ２ ／８ ，　 或 x － y ＝
３

９az ２／３ ／２ ．

将此代入式（１）得 x ＋ y ＝ ３
４

３

３
a z

４／３
，从而可解出

x ＝
１
２

３
４

３

３
a z

４／３
＋

３

９a
２

z２／３ ，

y ＝
１
２

３
４

３

３
a z

４／３
－

３

９a
２

z２ ／３ ．

由此又推知

d x ＝
１
２

３

３
a z

１／３
＋

３ a
３
z －１／３ d z ，

dy ＝
１
２

３

３
a z

１／３
－

３ a
３
z －１／３ d z ，

dS ＝ d x２ ＋ dy２ ＋ d z２ ＝
１

２

３

３
a z

１／３
＋

３ a
３
z －１ ／３ d z ＝ ２d x ．

最后我们有 S ＝∫L
ds ＝ ∫

x
０

０
２dx ＝ ２ x０ ．

６５畅 证明 　记 D之边界曲线为 L ，则由线积分公式知

∮C＋
F（x ，y ，z）dy ＝∮L

F（x ，y ，f （x ，y））dy ．

又记 S在点（x ，y ，z）处的外法线方向余弦为（cosα ，cosβ ，cosγ） ，则得

dyd z ＝ cosαdσ ＝ －
抄 f
抄 x １ ＋

抄 f
抄 x

２

＋
抄 f
抄y

２ dσ

＝ －
抄 f
抄 xcosγdσ ＝ －

抄 f
抄 xdxdy ．

从而我们有

簇
S

抄F
抄 xd xdy －

抄 F
抄 z dyd z ＝ 簇

S

抄F
抄 xd xdy －

抄F
抄 z

抄 f
抄 xd xdy

＝簇
D

抄F（x ，y ，f （x ，y））
抄 x dxdy ＝ ∫L

F（x ，y ，f （x ，y））dy ．

　 　 ６６畅 解 　改写原式为

I ＝ ∫L

ydx － xdy
y２ ＋∫L

f （xy）（yd x ＋ xdy） ＝ I１ ＋ I２ ．

显然有 I１ ＝ ∫L
d x

y ＝ － ４ ．对 I２ ，令 P（x ，y）＝ y f （xy） ，Q（x ，y）＝ x f （xy） ，则得

抄 P
抄y ＝ f （xy） ＋ xy f′（xy） ＋ xy f′（xy） ＝

抄Q
抄 x ．

·１２４·补充练习及解答



由此知该积分与路径无关 ，从而改原路径 L为曲线段 L′ ：xy ＝ ２ ．我们有

I２ ＝ ∫L′
f （xy）（yd x ＋ xdy） ＝ f （２）∫

１

３

２
x d x －

２
x d x ＝ ０ ．

　 　 ６７畅 解 　从梯度定义可知
抄 f
抄 x ＝ P ，

抄 f
抄 y ＝ Q ．由 Pd x ＋ Qdy是 f 之微分可得抄Q

抄 x ＝

抄 P
抄y ．解此方程有 λ＝ － １ ．此外根据线积分与路径无关这一点 ，我们在平面 x ＞ ０内

取路径为点（１ ，０）到（x ，y） ，那么

f （x ，y）＝ ∫
（x ，y）

（０ ，１）
P（x ，y）d x ＋ Q（x ，y）dy

＝ －∫
y

０

d（y／x２ ）
１ ＋ （y／x２ ）２

＝ － arctan y
x２ ．

　 　 ６８畅 解 　令 g（x ，y）＝ － y
x２

＋ y２
，f （x ，y）＝ x

x２
＋ y２ ，则得

抄 g（x ，y）
抄 y ＝

y２ － x２
（x２ ＋ y２ ）２ ＝

抄 f （x ，y）
抄 x ．

　 　此外 ，作 D内曲线 C ：x ＝ ２cos t ，y ＝ ２sin t（０ ≤ t ≤ ２π） ，则

∫C
g（x ，y）dx ＋ f （x ，y）dy ＝ ∫

２π

０

－ ２sin t
４

（－ ２sin t） ＋
２cos t
４

（２cos t） d t
＝ ∫

２π

０
d t ＝ ２π ．

　 　现在 ，假定存在 D上函数 h（x ，y） ，使得

（g ，f ） ＝ 蜒h ＝
抄h
抄 x ，

抄h
抄 y ，

那么由于 C是闭曲线 ，故可得

∫C
g（x ，y）d x ＋ f （x ，y）dy ＝ ０ ．

这导致矛盾 ，证毕 ．

６９畅 解 　记 F（x ，y ，z）＝ x
y f

x
y ＋ x３ ，G（x ，y ，z） ＝ f x

y ＋ y３ ，H（x ，y ，z）＝

－
z
y f

x
y ＋ z３ ，则抄F

抄 x ＋
抄G
抄y ＋

抄 H
抄 z ＝ ３（x２ ＋ y２ ＋ z２ ） ．由 Gauss公式知

I ＝ － 蹿
V
－

抄F
抄 x ＋

抄G
抄y ＋

抄 H
抄 z dxdyd z

＝ － ３ 蹿
x２ ＋ y２ ＋ z２ ≤ ２ Rz

（x２ ＋ y２ ＋ z２ ）dxdyd z ＝ －
３２
５
πR２

．

　 　 ７０畅 证明 　 （i）设（x ，y） ∈ R２
，记 C是从点（０ ，０）到（x ，y）的直线段 ．取定 X０ ＝

·２２４· 补充练习及解答



（x０ ，y０ ） ，t ≠ ０ ，根据在顶点为（０ ，０） ，（x０ ，y０ ）与（x０ ＋ t ，y０ ）的三角形上用 Green定
理以及积分中值公式（参数 x ＝ x０ ＋ τ ，y ＝ y０ ，０ ≤ τ≤ t） ，可得

f （x０ ＋ t ，y０ ） － f （x０ ，y０ ）
t ＝

１
t∫

（ x
０ ＋ t ，y０ ）

（ x
０
，y０ ）

udx ＋ vdy
＝

１
t∫

t

０
u（x０ ＋ τ ，y０ ）dτ ＝ u（x０ ＋ ξt ，y０ ） ，　 ０ ＜ ξ ＜ １ ．

令 t → ０ ，我们有
抄 f
抄 x ＝ u ．类似地可推抄 f

抄y ＝ v ．

（ii）反证法 ．假定结论是真的 ，那么对 G内任一闭曲线 C ，均有

∫C

抄 f （x ，y）
抄 x d x ＋

抄 f （x ，y）
抄 y

dy ＝ ０ ．

然而对单位圆周 C ：x ＝ cos t ，y ＝ sin t（０ ≤ t ≤ ２π） ，却得出

∫C

－ y
x２

＋ y２
d x ＋

x
x２

＋ y２ dy ＝ ２π ．

导致矛盾 ．证毕 ．

７１畅 证明 　 （i） 根据恒等式蜒· （ f J） ＝ 蜒f · J ＋ f （蜒· J） ＝ 蜒f · J ，以及
Gauss定理 ，可知

蹿
B
（蜒f ） · Jdxdyd z ＝ 蹿

B
蜒· （ f J）d xdyd z

＝ 簇
抄 B
f （J· n）dS ＝ ０ ．

（ii）在（i）取 f （x ，y ，z）＝ x即得证 ．

７２畅 解 　 （i）易知蜒× F＝ － ２ z j ＋ （３ y － １）k ．
（ii）令 H ＝ ｛（x ，y ，z） ：x２ ＋ y２ ＋ z２ ＝ １６ ，z ≥ ０｝ ，令 D ＝ ｛（x ，y ，０） ∈ R３

：x２ ＋
y２ ≤ １６｝ ，则抄 H ＝ 抄D（即 H与 D 有相同的边界） ．根据 Stokes定理 ，可知

∫H
（蜒× F）dS ＝ ∫抄 H

F · d l ＝ ∫抄 D
F · d l

＝ ∫抄 D
（蜒F × F）dS ＝ 簇

D
（－ ２ z j ＋ （３ y － １）k） · kd xdy

＝ 簇
D
（３ y － １）dxdy ＝ － １６π ．

·３２４·补充练习及解答
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